BAB I
MATERI PENUNJANG

Dalam pembahasan generalized invers (G-Invers) dalam regresi linier

berganda, sebagai materi penunjangnya adalah sebagai berikut :

2.1

2.1

2.1.2

Matrik
Vektor Kolom dan Vekior Baris
Suatu matrik 2 dikatakan sebuah vektor kolom jika matrik tersebut
terdiri dari satu kolom. |
Notasi :
al
a= a adalah vektor yang berukuran m x 1.
2
Transpose dari vektor a ( dinotastkan a”) adalah berbentul: matriic
berukuran 1 x m yang dinamakan vektor baris.

Notasi :

Vektor a' dapat ditulis dalam bentuk (a,, a,, ..., am) .
Matrik Transpose
Suatu matrik A = (aij), dengani=1,2, ..., mdanj=1,2, ..., n

berukuran (m x n). Transpose dari A bernotasi A’ adalah matrik beruk(u‘arj




2.1.3

2.1.4

(n x m) yang didapat dari matrik A dengan menuliskan baris ke-i
dari matrik A sebagai kolom ke-i dari A', atau dapat ditulis A'=(a;).

Beberapa sifat dari matrik transpose :

13
R

[L(A+B)'=A"+B' (2.1.2.1)
2.(A'Y=A (2.1.2.2)
3. MA")=(AA)’, A adalah skalar sebarang (2.1.2.3) |
4. (AB)'=B'A’ (2.12.4) |

Kedefinitipan dan semidefinit

Misalkan A matrik simetris berukuran (n x n) dan x adalah matri'k
berukuran (n x p). Matrik A dikatakan definit positif jika x’Ax > 0 untuk
semua x # 0. Sedangkan matrik A dikatakan semi definit positif jika
xX’Ax 2 0 untuk semua x # 0.
Matrik Singular dan Non Singular

Suatu matrik bujur sangkar A disebut singular apabila det (A) = 0.
Kalau det (A) # 0 maka disebut matrik non singular. Matrik yang non
singular mempunyai invers, sedangkan matrik singular tidak mempunyﬁi
INVers.
Sifat-sifat determinan dari suatu matrik A berukuran (n x r) adalah :
1. Untuk matrik definit positif A

|A| >0 (2.14.1)
2. Untuk matrik bujur sangkar A dan B berukuran (n x n)

|AB| = |A] [B| S (2.142)




~

3. Untuk matrik non singular

. 1 ~
= 1.4.3
A A | (2.1.4.3)
4. Untuk c skalar sebarang
icA| =c |A| (2.1.4.4)

2.1.5  Invers Matrik
Sebuah matrik bujur sangkar A berukuran (n x n) disebi%t
mempuhyai invers bila ada suatu matrik B, schingga AB = BA =1,.
Matrik B disebut invers matrik A, ditulis A™', merupakan matrik bujﬁr
sangkar berukuran (n x n). Syarat matrik A mempunyai invers jika matrik
tersebut adalah matrik bujur sangkar dengan det (A) =0,

Invers matrik A ditulis A" = B, dapat dilakukan dengan cara partisi

sebagai berikut :
A= ‘(ﬁ‘_‘zr:*_&ir_(_"i*lz.)fz .| B= _(_B_”_)_P_xf:‘r__@_‘f)_v_x_q.
(AZl)qxp : (Azz)qxq (BZI)qxp; (Bzz)qxq

dimanap+q=n
Karena AB = BA = [;, maka diperoleh :
(1} AuBn+ApBy =1
(i}  AnBup+ApBn=0
(i) BunAy+ Bzzlfxz] =0
(iv)  BaAn+BpAn=] " \
Misalkan By, = L, dari (i) Bio = -(Aj ' Ar)L”

dari (iii) Ba; = -L/(Ap1A1)?

dari (i) Bii=Au"-A1"ApBy

=An"+ (A" AL (AnAR ™)




dan bila disubsitusikan ke(iv) ;
LM ANAN DAL+ L Ay = I;— L=An-(AnAn A

= An- An(AA))

dari pembahasan diatas, inaka A”' = B, adalah

B=

An” +(An" AL (AzAn™)  -(AnT AL

~ L (AzuAn)? L

2.1.6  Rank Matrik

Rank dari matrik A adalah banyaknya baris atau kolom yang bebas

linier (banyaknya jumlah maksimum baris atau kolom yang semua

elemennya tidak nol).

Sifat-sifat rank ;

1.

2.

3.

¥

Rank baris = rank kolom = rank ;
Dicari dengan operaci baris atau kolom.

Bila terdapat kesamaan baris atau kolom setelah dilakukan operasi

%,

baris atau kolom, maka salah satu bﬁris/ko]om harus dioperasi kembali
sampai semua elemen daiam baris/kolom tersebut adalah nol.

Apabila baris /kolom merupakan kelipatan antars satu dengan lyang
lain setelah operasi tadi, maka salah satu harus dinolkan. |
Dalam sistem persamaan linier jika r (A) < n, maka sistem persamaan
tersebut akan mempunyai banyak penyelesaian (tidak tunggal).

Dan jika dalam sistem pérsamaan linier tersebut r (A) = n, maka akaﬁ

mempunyai penyelesaian tunggal.




2.2

Regresi Linier Berganda
Pendugaan parameter untuk model regresi berganda paﬁa
hakekatnya hanyalah perluasan konsep regresi sederhana. Prosedur regresi
linier berganda digunakan untuk menguji hubungan antara variabel
dependen (respon) dengan satu atau lebih variabel independen (variab;el
bebas). Jika variabel dependen dihubungkan dengan sebuah vatiabel
independen saja, maka persamaan rlégresi yang dihasilkan adélaﬁ re_gre'sf
linier sederhana, dan jika \}ﬁriabel independennya lebih dari satu maka
vang dihasilkan adalah persamaan regresi linier berganda. |
Pada umumnya regresi linier berganda, variabel tak bebas atau
respon Y dapat dihubungkan dengan (p-1) variabel bebas, yaim
X1,Xz,...,Xp1, sehingga diperoleh model sebagai berikut -
Y =Bo+ Pr1Xy + BaXo+ BsXz+ L+ BpXpy + 8 (2.2.1)
Dimana X :variabel bebas, j=1.2,.....p-1.
B; : koefisien fegresi ,1=0,1.2, p-1.
g : suku error.
Y :variabel tak bebas.
Persamaan (2.2.1) dapat ditulis dalam bentuk matrik
Y=BX+¢
dimana

X = matrik yang berukurann x p




2.2.1

2.2.2

Y2 B E%,‘z[

| ?pj __P'p‘— 1_i _S‘n_‘

F] Xu X Xip-1]
1 Xa X .. XZp—l

| X Xe . X
(nxp)

Y 1p§;rqp@]<an vektornx 1, B merppakan vektor p x 1, g merupakan vektor

nx | dan X .;nerl,lp'c}kan matrik D¥R

Untyk T#ndapa?garn kesimpulal}p yang valid dari data sampel, vaitu miodel

data S'ﬁmpel dapaj,t dianggap n}%wakili populasi maka ada beberapa asumsi

yang harus dipenuhi oleh data s',ampel tersebut, yaitu :

Asumsi bahwa ¢ dalam model regresi linier berganda berdistribusi normat

yang bebas dengan rata-rata 0 dan varian o (¢i~NID (0, o°)).

Uji Asumsi Multikolinearitas.

Menguji apakah pada model regresi ditemukan adanya korelasi anteir
variabel independent. Jika terjadi korelasi maka dinamakan terjadi
problem Multikolinearitas (sering disebut Multiko saja). Model regres:i

yang baik seharusnya tidak terjadi korelasi di antara variabel independent.
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> Deteksi Adanya Multikolinearitas :
0 Besaran VIF (Variance Inflation Factor) dan Tolerance
Pedoman suatu model regresi yang bebas multiko adalah :
“+ Mempunyai nilai ViF di.sekitar 1.
% Mempunyai angk'ab"'FOLERANCE mendekati 1.
% Catatan : Tolerance = 1/VIF atau
VIF . =1/Tolerance.
0 Besaran Korelasi antar Variabel independent.
Pedoman suatu model regresi yang bebas multiko adalah :
% Koefisien korelasi antar variabel independent harus lemah
(antara —0,5 dan 0,5). Jika korelasi kuat maka terjadi problem
multiko,
2.2.3  Uji Asumsi Heteroskedastisitas.
Menguji apakah dalam sebuah model regresi terjadi ketidaksamaan varians
di antara residual-residualnya dari satu pengamatan yang lain, Jika
variansnya tetap discbut Homoskedastisitas dan jika varian berbeda
disebut Heteroskedastisitas. Model regresi yang baik adalah yang t;idak
terjadi heteroskedastisitas.
» Deteksi Adanya Heteroskedastisitas.
Pendeteksian dilakukan dengan melihat ada tidaknya pola tertentu
pada plot (grafik), dimana sumbu Y adalah Y yang telah diprediksi daﬁ
sumbu X adalah Residual Studentized. .

Catatan : Residual = Y prediksi — Y sesungguhnya.




I

»  Pengambilan Keputusan :

0 Jika ada pola tertentu, seperti titik-titik (point-point} yang ada
membentuk suatu pola tertentu yang teratur (bergelom_baﬂg,
melebar  kemudian  menyempit) maka telah térjadi
Heteroskedastisitas.

0 Jika tidak ada pola yang jelas, serta titik-titik menyebar di atas dan
di bawah angka 0 pada sumbu Y maka tidak terjadi
Heteroskedastisitas.

2.2.4  Uji Asumsi Normalitas.
Menguji apakah dalam suatu model regresi, variabel dependent, variabel
independent atau keduanya mempunyai distribusi normal atankah tidak.
Model regresi yang baik adalah distribusi data normal atau paling tidak
mendekati normal.
» Deteksi Normalitas
0 Deteksi Normal Probability Plot dengan mehhat penyebaran data

(titik) pada sumbu diagonal dari grafik.

Dasar pengambilan keputusan :

« Jika data menyebar di sekitar garis normal dan mengikuti _araﬁ
garis diagonal maka model regresi memenuhi asumsi
Normalitas.

#» Jika data menyebar jauh dari garis diagonal dan / tidak
mengikuti arah garis diagonal maka model regresi tidak

memenuhi asumsi Normalitas.




12

0 Deteksi Histogram Plot dengan 1nembaﬁdingkan plot residual data
dengan plot normal.
% Jika plot residual sama atau mendekati sama dengan plbt
normal maka model regresi memenuhi asumsi Normal. |
% Jika plot residual tidak sama atau tidak mendekati sama dengén
plot normal maka model regresi tidak memenuhi asumsi
Normal. Jika terjadi demikian maka dapat dilak_ukdn ‘
transformasi data (logaritmik, eksponensial dan sebagainya)
| untuk memenuhi asumsi Normalitas.
2.2.5 Koefisien Determinasi (R%)
Untuk mengukur kecocokan sebuah model regresi berganda dapat
digunakan Analisis pada Koefisien Determinasi Berganda . |

Koefisien determinasi Berganda R? didefinisikan sebagai :

KR _JKT-JKS . JKS
KT  JKT KT

R?=

R? adalah sebuah pengukuran sebuah reduksi dalam variabilitas Y yang

diperoleh dengan menggunakan variabel bebas X, Xs,...., Xp.1.

Dalam analisis regresi dikenal suatu ukuran yang digunakan untuk
mengetahui seberapa jauh ketepatan atau kecocokan garis regresi yang
terbentuk, yaitu Koefisien Determinasi (R®). Nilai Koefisien Determinasi
merupakan suatu ukuran yang menunjukkan besar suinbangan dari peubah
penjelas (X) terhadap peubah respon (Y). Semakin besar nilai R (=1),

semakin baik garis regresi yang terbentuk.




2.3
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Metode Kuadrat Terkecil 8,

Metode kuadrat terkecil dapat digunakan untuk mengestimasi
koefisien regresi pada persamaan (2.2.1). Jika rank X'X = p maka
koefisien regresi dapat dicari dergan menggunakan metode kuadfat
terkecil. Misalkan banyaknya observasi n dan X; menyatakan observasi
ke-i dari variabel bebas X;, maka data’ untuk regresi linier berganda dapat
disusun seperti padé. tabel 2-3.

Tabel 2-3 . Data Untuk Regresi Linicr Berganda

Pengamatan Nilai Pengamatan
Y X Xy L Xp-t
Y; Xt X1z oo Xipa
Yg Xz] Xzz ...... sz_[
Y, Xnt Xaz..... Xop-1

Variabel respon Y diasumsikan berdistribusi normal yang saling bebas.
Dan asumsi bahwa & dalam model regresi linier berganda berdistribusi
normal yang bebas dengan rata-rata 0 dan varian o* (¢i~NID (0, 7). )
Maka model pada persamaan (2.2.1) dapat ditulis menjadi |
Y=BX+¢ | (2.2.2)
dengan
B=(Bo, Br, Bz .., By)
kolom ke-j dari B yaitu f; adalah vektor regresi pada variabel bebas ke~j,

1=0,1,2,...,p-1.
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Untuk mendapatkan estimasi kuadrat terkecil [gj Gapat dilakukan dengan
cara meminimumkan jumlah kuadrat galatnya yaitu :
L=SSE=¢ ¢
= (Y-XBY (Y-Xp)

dengan metode kuadrat terkecil, yaitu dengan meminimalkan'L diperoleh

penaksir untuk B dalam persamaan.

s
XXB=XY (2.2.3)

Dari persamaan (2.2.3), maka diperoleh

Al

B=(XX)y"XY (2.2.4)
dimana
(%X )adalah non singular

Sehingga estimasi model regresinya adalah :

Y=XB.

Dan jumlah kuadrat residual dan standart error adalah sebagai berikut -

2 2

JKR=B(X'Y)-nY ; JKS=(Y'Y)-F(X'Y); JKT= (YYV)-nY
dimana : JKR = Jumlah Kuadrat Regresi
- JKS = Jumlah Kuadrat Sisaan

JKT = Jumlah Kuadrat Total
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Dari Jumlah Kuadrat di atas dapat disusun dalam tabel anava :

Sumber | Derajad Jumlah Rata-Rata
Bebas Kuadrat Jumlah
Kuadrat
Regresi 1 JKR JKR
Sisaan n2 | JKS JKS/(n-2)
Total n-1 JKT

2.4  Metode Simplek.

Untuk suatu matrik X, dengan rank XX = p maka menghasilkan
det(X’X) = 0. Selanjutnya akan dibahas untuk matrik X, dengan rank
X'X < p, yang menghasilkan det(X’X) = 0. Sehingga untuk menyelesaikan

kasus tersebut dapat digunakan metode simplek.

2.4.1 Beberapa Pengertian.
Ada beberapa pengertian yang perlu diperhatikan dglam

pemecahan problem metode linier dengan metode simplek, yaitu -

a. Penetapan atau penyusunan tabel dasar (basic table);
yaitu tabel awal yang berisikan informasi tentang besaran parameter
dalam mefode linier; mi‘sainya besaran koefisien fungsi tujuan (cost-
coeffisients,Cy); besaran koefisien input-output (a;) pada fa‘ktqr
pembatas dan besaran sumber daya yang tersedia (b;).

b. Penetapan problem metode linier yang maksimum atau minimum. |
Bila salah satu problern:inj telah ditetapkan, maka konsekwensinyé

adalah terhadap tanda < atan >. Seperti dijelaskan sebelumnya tanda <




2.4.2
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mengisyaratkan problem maksimasi dan sebaliknya > mengisyaratkan

problem minimasi. .

%

. Penetapan equality.

artinya semua tanda < atau > diganti dengan tanda sama dengan (=)...

. Penetapan elemen pivot;

artinya bilangan yang dipakai sebagai dasar melakukan iterasi.
Perhitungan iterasi yaitu mengubah nilai atau bilangan disesuaikan
dengém maksud analisis. |
Penetapan penyelesaian solusi ﬁ;ibel;

artinya hasil akhir penyelesaian problem metode linier .yang

memungkinkan (feasible) untuk ditarik suatu kesimpulan.

. Penetapan hal-hal yang dikategorikan sebagai nonfeasible-solution

yaitu hasil akhir penyelesaian metode linier yang tidak fisibel.

. Variabel Slack dan Variabel Surplus

Perubahan tanda < atau > ini dilakukan dengan menambahkan variabel
slack pada model linier “ memaksimumkan > dan menambahkan

variabel surplus pada model linier “ meminimumkan

Cara Operasional

Metode Simplek adalah suatu metode yang memerlukan

perhitungan yang berulang-ulang sehingga disebut prosedur iteratif
Langkah-langkah yang dipeﬂukan untuk melakukan perhitungan dehgaﬁ

metode simplek sebagai berikut :
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2.4.3  Cara menggunakan tabel untuk perhitungan simplek

C] C2 “e Ci I Cn
C VEKTOR X A A LA A,
" | BASIS ’ 1 § ’

Cp1 B, Xp1=Y1o Yu Yo || Yy |.f Y
Cra B, Xp2=Y20 Yo Yoo [..f Yy | .| Yoo
Co; B; Xp=Yio Y Yo |- Yo [ Y
CBm B XBm=YmO le Yz - Yn_u . Y:nn
z |zi-elzmcl.lzc| |z

1. Kolom pertama dari tabel memberikan Cp yaitu harga dari vektor-
vektor dalam basis.

2. Kolom kedua memberikan vektor-vektor yang ada dalam basis
(sebanyak m).

3. Kolom ketiga dari tabel dengan huruf Xp, memberikan harga adalaih
harga dari X5,

4. Kolom-kolom yang lainnya yaitu merupakan nilai dari Y; untuk semﬁa
Vektér A

Misalnya dari suatu pemecahan dasar fisibel, dibuatkan tabel yang

bentuknya serupa dengan tabel di atas, maka perhatikan hal-hal berikut :

1. Lihat‘baris yang terakhir, kalau Z; - C; 2 0, pemecaban dasar adalail
optimal (tak ada yang negatif lagi).

2. Apabila ada yang negatif; pilih kolom yang mempunyvai nilai
(Z;-C;) terkecil. Katakan kolom ini k jadi A, dimasukan ke dalam
basis. Vektor yang akan dikeluarkan dari matrik basis dipilih

berdasarkan -
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Xer . [ Xsi :
= lmn{?— » Yik > 0} (2.34.1)

k1 ik

kolom ke-r dari basis kemudian diganti Ag. dengan perkataan lain
vektor pada baris ke-r dari kolom “vektor dalam basis” diganti dengén
Ag
3. Selanjutnya dibuat tabel baru untuk setiap pemecahan. Isi dari ‘tabel
dengan sendirinya berbeda satu sama lain
Untuk setiap penghitungan buat pengir:i;ian tabel, sebaiknya hitung baris ke-r
dahulu. Ingat, banwa untuk menghitung baris ke-r yang baru hanya
memerlukan elemen-elemen dari baris ke-r yang lama.
Caranya ialah, bahwa setiap el¢men dari baris ke- r untuk i = r yang baru
diperoleh dengan jalan membagi elemen yang bersangkutan dari baris. ke-r
yang lama dengan Xy yaitu X’;; = X5/ Xy dimana Xy merupakan elemen da5r1'
baris ke-r (baris yang akan diganti) dan kolom ke-k (kolom dari vektqr Xk
yang akan dimasukkan dalam basis). Perhatikan tanda anak panah, dari setiap
tabel, yaitu kolom k (vektor yang akan masuk ke basis) dan baris ke-r (véktor
yang akan meninggalkan basis). Elemen Xy disebut “elemen pivot”, terletak
pada perpotongan antara baris r dan kclom k. Diberi tanda ( ), pada St:E:tia:p
tabel. Untuk barts-baris yang laiﬁnya dipergunakan rumus :

Xy = X - X (2.4.8)
er : ;

Denganj=0,.,ndani=1,.m=1;i#r, untuk j =0 adalah untuk kolom Xg.
Jika sudah tidak ada lagi variabel buatan yang dapat pindahkan lag;i,

perhitungan dihentikan dan didapatkan G-Invers .
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Untuk lebih jelasnya ditunjukkan dalam diagram berikut ini :

Kol j Kol : k
1 2
BARIS : i Xij - Xik l
BARIS ;1 X b Xk

1. Untuk menghitung X; yang baru (3¢; )} dari suatu tabel, mulai dari baris ke-i
dan kolom ke-j yaitu dimulai dari elemen X

2. Kemudian bergerak ke kolom k masih dalam baris i, diperoleh elemen Xk

3. Didalam k, bergerak ke baris r hitung X dan kemudian
_ tk

4. Akhimya dari kolom k baris ke-r bergerak ke kolom j dan hitung
Kix

er

Ky= X~ Xy




Untuk lebih jelasnya lihat alur simplek dibawah ini :

STOP & periksa
kembali

Tidak

START

v

Hitung nilai Zj-Cj

Ve

Ada nilai Zj- Cj
yang negatif ?

{i'?Ya

Cari nilai Zj- Cj
yang terkecil

*I‘

¢Pilihlah kolom yang
“terdapat nilai Zj- Cj
terkecil

v

Tentukan
pivot elemen

Mulai
iterasi

l
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