2.1, Matriks

Definisi 2.1.1

BAB I

MATERI PENUMNJANG

Matriks adalah kumpulan angka-angka riil atau kompleks yang disusun
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menurut baris. dan kolom sehingga berbentuk empat persegi panjang.
Matriks dinotasikan dengan huruf kapital.
Angka-angka tersebut dinamakan entri atau elemen. Apabila suatu matriks A

terdiri dari m baris dan n kolom, maka matriks A dapat ditulis schagai berikut :

aln

a 2n

a.

a

mn

a;; merupakan elemen matriks dengan i=1,2,3,...,mdanj=1,2,3, ...,n

Ordo atau ukuran dari suatu matriks ditentukan oleh banyaknya baris dan

banyaknva kolom yang dinotasikan sebagai perkalian antara banyaknya baris dan

banyaknya kolom.

Definisi 2.1.2

Suatu matriks A dikatakan matriks bujur sangkar, jika banyaknya

baris dari matriks A sama dengan banyaknya kolom dari matriks A (m =n).

Dan mplementasinya

Tika suatu matriks berordo m x n, dan m = n, maka matriks tersebut matriks
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bujur sangkar berordo n. Dalam suatu matriks byjursangkar, elemen-elemen
ajj, dengan i = j, dikatakan elemen diagonal.
Definisi 2.1.3
Transpose dari suatu matriks.A, dinbtasikan dengan A', adalah jika baﬁs
dari matriks A diubah men_iadikolom dan sebaliknya kolom diubah menjadi
baris. Elemen ajj dalam baris ke-1 dan kolom ke-j dari A menjadi a;; dalam
baris ke-j dan kolom ke-i dalam Al
Definisi 2.1.4

Suatu matriks bujur sangkar A berordo n dikatakan simetri jika A=A
Jadi suatu matriks dikatakan simetri jika a; = aj untuk semua i dan J.

Definisi 2.1.5
Suatu matriks A dikatakan sparse (jarang) jika matriks A mengandung
banyak elemen 0 (nol).

Sejéuh ini belum ada ketentuan mengenai berapa banyaknya elemen nol tersebut
sehingga suatu matriks dikatakan sparse. 'Sebagai gambaran, untuk matriks
berordo 10, dari 100 elemen hanya ada 12 elemen yang bukan nol. Prosentase
itupun masih terfalu banyak.
Definisi 2.1.0

Sparse melrix  simmelry (matriks simetri jarang) adalah suvatu .matriks

sparse yang simetri.

‘Contoh 2.1.1

< O = Lh
< O =
Lo S A . I o

{2
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Definisi 2.1.7
© Suatu matriks A dikatakan cfc;zﬁnlir positif jika berlaku x'Ax > 0, untuk
sembarang vektor x # 0. I)g11g21|1 x adalah sembarang vektor tidak nol dan x'
adalah transpose dart x.

Contoh 2.1.2

-1 5 =2 0
A=
0 -2 3 -
-2 0 -1 4
Deﬁnisi 2.1.7

Matriks segitiga atas adalah matriks yang semua elemen di bawah

diagonal utamanya sama dengan nol (a; =0 untuk i > ).

- Matriks segitiga bawah ndalah matriks yang -semua elemen di. atas
diagonal utamanya sama dengan nol (a; =0 untuk 1 <j).

Definisi 2.1.8
Suatu matriks permutasi P adalah matriks bujur sangkar ordo n
sedemikianhingga masing-masing baris atau kolomnya mengandung satu

clemen bernilai 1 (satu), sedangkan elemen sisanya 0 (nol).

Countoh 2.1.3

01 0 0 0]

000 10 '
A=[1 0 0 0 0
| 00 0 0 I
| 0 0 1 0 0]

Aigén’tma Derajat Minimurm (Minimum [)@Qm@ Algorithm]} Melalui Pendekatan Reachable Sot
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2.2. Beberapa Teori mengenai Graph

Definisi 2.2.1
| Sebuah Craph atau Graph tak berarah G = (X,E) adalah suatu sistém
yang terdiri dari himpunan berhingga tidak kosong yang disebut verfex
/nede (titik), vang dinnyatakan dengan X(G), dan himpunan.(mungkin
kosong) Qari pasangan-pasangan tidak terurut antara 2 vertex yang disebut
edge (garis), yang dinyatakan dengan E(G). Suatu edge {xy} atau {y.,X}

dikatakan menghubungkan vertex x dengany.

Karena fujuan dalam pengantar. teori graph adalah untuk memfasilitasi dalam

mempelajari tentang matriks, maka seckarang akan disajikan hubungan antara
graph dan matrtks,
Definisi 2.2.2

Misal A matriks simetri n x n. Graph herlabel dari xﬁatriks A, dinotasikan
dengan G* = (X  EM. adalah jika G" mempunyai n vertex yang dinomori
.dari 1 sampai n, dan {x.x;} € E™ jika dan hanya jika aj=a;=0,i #].

x; menotasikan vertex dari X dengan label i.. Berikut contoh struktur éebuah

4,30

matriks dan pelabelan graphnya. Elemen tidak nol disimbolkan dengan ™#”.

Contoh 2.2.1

o e o
% 9 % %
% 3 i
4
x 5 %
L* f 6—
Matriks A ' Graph G"

Ai;;orftfha D:Wajat Minimum (Minimum Degr-'e:e A/gorfthm ) Melalur P@ha’ekatan Reachable Set
Dan Implementasinyg . C




BAB I -

Dalam gambar di atas : XN = 11234506},

Definisi 2.2.3
Dua vertex x dan y dalam G = (X,E). dikatakan adjacent (berdekatan) jika
(x,y} € B Untuk Y < X, himpun;m adjacent dari Y, yang dinotasikan
dengan Adj(Y), adalah himpunan semua vertex yang tidak berada dalam Y
tetapi adjacent ke vertex Y.
Adj(Y)y={xe X-Y | Iyt e Buntuky e Y.
X ~ Y adalah himpunan semua vertex daleﬁm X yang tidak berada dalam Y.

Contoh 2.2.2

Untuk : ¢ Y = {3}, maka Adj(y)= Adj(3)= {]_,4}.
oY ={34}, maka Adj(Y) = Adj({3.4)={12,5}.
Definisi 2.2.4
Misal Y « X, degree ((Iel'a;izlt) dari Y, dinotasikan dengan Deg(Y) =
| Adi(Y) 1 , adalah banyaknya elemen dari Adj(Y). Dengsm: kata lain, Deg(Y)
adalah banyaknya edge yang bertemu di satu atau beberapa vertex. Jika ¥

tunggal, maka cukup dinotasikan dengan Deg(y).

Algontmaperéyai Minimum {Minimumn Degree Algorithm) Melalul Fendekatan Reachable Set
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Contoh 2.2.3

Pada gambar di atas Deg(1) =2, Deg(5) =4, Deg(3) =3

Definisi 2.2.5

~ Subgraph G* = (X',E") adalah graph vang terdiri dari beberapa atau semua

- vertex G = (X,E) dan beberapa edge dari G = (X,E).

!
] G:Xc XEak

Contoh 2.2.4

b2
Il
——
T
[#%)
4
e

E' = {{1,2},{3.4}}

(b} dan (c) adalah su'bgraph dari (a).

Dan implementasiny

E={{1,2}, (2,3}, (34}, (4.1}}
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Definisi 2.2.6
Misalkan x dan y dua vertex yang berbeda pada G. Suatu path dari x ke y

dengan panjang p > | adalah himpunan terurut dari pt+1 vertex yang berbeda

(VI, Va,..., Vpy1) sedemikianhingga vie ;€ Adj(vi), 1= 1,2,...,p, dengan v, =

x dan vpy =y serta panjang lintasan = p.
Contoh 2.2.5
Untuk gambar pada contoh 2.2.3 :
, | Barisan vertex (1,2,3.4,5) mempunyzii panjang lintasan p=4.

Barisan vertex (1,3.4) mempunyai panjang lintasan p = 2.

Definisi 2.2.7

Suatu graph G dikatakan conpected (terhubung), jika setiap pasang dua

vertex yang berbeda dihubungkan oleh minimal satu path. Sebaliknya, G

adalah disconected (tak terhubung), dan terdiri dari dua atau lebih

komponen terhubung.

Komponen terhubung (komponen) adalah subgraph terhubung maksimal

dari G.

Cont()h 2.2.6 ' _ .
O—@— 0
¢ (O—(x)
(W)

| Graph tersebut merupakan graph terhubung.

Aléérrf'iéﬁé beraja & Minimurm (Minimuin Degree Algorithm) Melalui Pendekatan Reachable Set
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2.3. Metode Faktorisasi Cholesky

Metode . penyelesaian suatu sistem persamaan linier dalam  tulisan ‘.iﬁi
meﬁggunakan metode Cholesky. Sebuah varian dari eliminasi Gauss yang Slldall
disesuaikan dengan matriks simetri definit positif.

Theorema 2.3.1

Jika A matriks simetri definit positif n x n, maka matriks tersebut dapat-

difaktorisasikan dengan tunggal menjadi LL" dengan L matriks segitiga

bawah yang elemen diagonalnya positif.
Bu I{ti :
Pcnﬂbuktian menggunakan induksi pada matriks A.

Untuk A, « , maka pasti benar karena a, adalah positif.
Andaikan benar untuk Agpy < @-n-

Akan ditunjukkan theorema benar antuk A, ¢ . Untuk maksud ini, akan
dilakukan
Iangkah sebagai berikut :

Tinjaulah untuk Ay« . A dapat dipartisi menjadi bentuk :

fT |
A=V | | (2.3.1)
v H

dengan d = skalar positif, v = vektor tidak nol dengan panjang n - | dan H = sub
matriks berordo n - L.

Selanjutnya matriks partisi A dapat disajikan sebagai :

d V'I' B dl."2 0 l 0 dl,"Z V'l'}rdIQ
v B vid? 1110 H] Lo 1. [

dengan H= H —vv'/d dan 1, = matriks identitas berordo n - 1.

A.’gontma Dc—:ra;/at Mindmum (Minimum De_érc—rg Algon’iﬁm ) Melalui Pendekatan Reachable Set
Dan implementasinya ‘ R
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Matriks H jelas simetri dan juga definit positif karena untuk sembarang vektor

tidak nol x dengan panjang n - 1,

b T v T d Ay ! — ..X_Ii T — VVT
- X — d =X |H —-——x
d v H < d

=x"Hx >0
Berfc'lasarkan asumst induksi, H dapat difaktorkan menjadi L”L]..]T, dengan elemen

diagonalnya positif, maka A dapat dinyatakan ;

d v _Pd® offl o][a™® v
v H vd'™ 00 H] Lo T

Cfa o [ oo o [ Ve
_w’d“2 Lo L0 Lyl (0 I-JnT 0 Lo

2

_ G B T L
v L L0 Ly

=LL"

Berijkut akan dibuktikan bahwa L tunggal denga:n induksi.
Untuk matriks A berordo [ (satu), jelaslah bahwa L tunggal.
Misal benar untuk A berordo n-1. Akan dibuktikan benar untuk Asberordo n,

L

Misalkan A memiliki dua faktorisa_si L.LT, A =1 ILIT dan A = ‘Lsz'r , schingga
didapat :

Ca o |[ar vl o [ar o @R viaR] _fa v
viidi® Ly, 0 [ _Vz"’d];;2 Ly2 | 0 Ll v H

_d;‘- Vs _ids v, _|d v!
vy V]".JI./d|+LuaLill.n Vs vovy/dy + Ly,Ll, v H

Aigortma lDéraJat Minimurn (an.ﬁuﬁ Degree Algarithm) Melalui Pendskatan Reachable Set
Dan Implementasinya :
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dengan H adalah sub matriks berordo (n-1)ydan H = H —vv'/d,

Dapat dilihat bahwa dy = d2 = d dan v = v; = v demikian juga vi'=v =yl

Menurul asumsi induksi, L dari H adalah tunggal, maka dari hasil yang diperoieh !

memperlihatkan bahwa kedua faklorisasi adalal sama. Sehingga benar untuk A:

berordo n.
(terbukti)
2.3.1 Penerapan Faktorisasi Cholesky
Diberikan suatu sistem persamaan linier
Ax=D (2.3.1.1)

S d, v
Tinjau kembali (2.3.1), maka A di atas dapat dipartisi A = Ay = Hp = [ ! l_ll }
‘ vy I

Dengan menggunakan metode Cholesky, A dapat difaktorisasikan menjadi :

PO C T A I B R R v/
AN VE ﬁ’ V]/d:.‘z I!|.| 0 ]—_1] — 1;"] U? /dll 0 I‘n-l

VI N
=1, [.1] ==L[A| L; .

0 H,

| )
1 0 .
A]’*‘ ) =10 d-, Va
|0 H, S
0 v, H,

i .0 o][1 o 0 10 0

=0 d* 0|0 1 0 0 dyF wv,/dy
0 v, /d¥ 1,110 0 Hy,—vyv,/d, 10 0 |,

Selanjutnya proses tersebut dilakukan sampai n kali, maka hasil faktorisasinya

adalah : Apr=Lo L, L

A/g&n’td%é Dlé‘rajai‘ Minimum (| Mfm}'nuﬁ? Degree Algorithm) Mela/ug‘ Fandekatan Reachable Set
Darn implementasinya
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Dengan d; adalah skalar positif, v; adalah vektor dengan panjang n-1, I; adalah
matriks identitas dan M; matriks simetri de{init positif(n-i)x(n-i), untuk 1 <i < n.
Sctelah langkah ke-n, didapat :

A=LiLy.. Ll . L' L)

=LL" (2.3.12)
dengan L adalah matriks segitiga bawah dengan clemen diagonainya positif.

Dari hasil (2.3.1.1) dan (2.3.1.2) didapat :

LL'x=b (2.3.1.3)

dan dengan substitusi v =L'x, maka akan didapat x dengan menyelesaikan

Ly=bdanL'x=v. . (2.3.14)

Contoh 2.3.1

4t 2 12 20 [x | [7]
1 12 0 0 0f|x, 3
2 0 3 0 0)|x3|=17
172 0 0 5/8 0| |xy —4
2 0 0 0 16]|xs| [—4]

dengan menggunakan metode Cholesky didapat :

2 0 0
05 05 0 0 0
L o=(1 -1 1 00
025 —025 ~05 05 0
1 -1 -2 =3 1]
2 0 00 0][wn] [7]
05 05 0 0 0f|ys| |3
Ly=b:| 1 =1 1 0 0|ys|=|7
025 -025 -05 05 0| |yq| |-4
L -1 =2 =3 1] |ys| -4

Af’gorftma bérajat Mf‘n."fﬁﬁn? {Minirnurn Degres Algorithm) Melalul Pendekatan R’eaahab/e Set
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|- 3.5

2,5

didapat y = 0

~24

0,5 |

(2 05 + 025 1 0x] [35]
0 05 -1 =025 —1||x, 2.5
L'x=y:|0 0 1 -025 -2||x3]|=

0 0 0 05 -=3||x4 ~2.4
0o 0 0o 0 1l|xs] [-05]
2]

2

didapat x=| 1

-8

05

2.3.2 Faktorisasi Matriks Sparse Simetri

Ketika sebuah matriks sparse difaktorkan, seringkali mendapat beberapa fill

. yaitu, elemen tidak no! dalam matriks segitiga bawah L pada tempat nol dalam

matriks A. Akan ditinjau kembali contoh matriks dalam subbab sebelumnya.

412 5 2
11 o0 0
A=12 0 3.0 0
! 3
7 00 = 0
2 0 0 0 16
Matriks segitiga bawah L dari matriks tersebut diberikan oleh :

iﬁlfgé}x'tﬁﬁa‘éérajét Minimurn {1 Minium Degree Algorithm) Melalui Fendekatan Reachable Set
Dan'lmplementasinya
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2
0.5
L=1 1

]

0.25

0

0.5
—1
-0.25

1

0
!
0.5

0

0

{)
0.5

0]
0

0.
0

1]

Tel'lilqat bahwa matriks L mendapat fill pada lss, laa, s, Isa, Is3, dan g4,
: ‘Untuk mengurangi i1l ini, matriks A dapat dipermutasikan. Sebagai contoh,

matriks permutasi yang dipakai adalah

000 0 |
| 000 10
P={0 0 1 0 0
0 0 0
100 0 0

Sehingga didapatkan matriks yang telah dipermutasikan :

- -

16 0 0 0 2
‘ 0200;
CPAP'=]0 0 3 0 2|
0 00 %1
2
2 0L 21 4

Contoh sederhana ini lﬁenggambarkan bahwa pemilihan matriks P dapat
meﬁg’hasilkan pengurangan fill. Oleh karena ifu, dalam penyelesaian persamaar
liniér Ax =D, pertama memerlukan pencarian matriks permutasi P dari sistem
yang diberikan. Berangkat dari itu, maka si‘stém persamaan dapat disajikan dalam
ben{uk (PAPY(Px) = Pb, dan metode Cholesky diterapkan pada matriks simetri

definit positif PAP" untuk menghasilkan faktorisasi LL"

A./goﬁ'f‘m‘é bérajét Minimurm {Minfmum [.?egrée Algorithm) Melalui Fendekatan Reachable Set
Danimplementasinya ‘




2.4. Proses Eliminasi sebagai Bagian dari Eliminasi Graph

Pada subbab ini akan disajikan hubungan antara eliminasi Gauss dengan

eliminasi graph. Ambil suatu matriks seperti pada Gambar 2.4.1. Graph dari- G

dihasilkan dari G dengan :

-1. Penghapusan vertex x; dan edge vang menyertainya.

2. Penambahan cdge sedemikianhingga vertex-vertex dalam Adj(x;) juga

merupakan pasangan adjacent pada G,.

" Gambar 2.4.1 Urutan eliminasi graph.

E Ed
L T IR
R #
G(J‘ A(O)z: = k
L A Bl
£ E
EE ]
%k % &
Gy A(l)= N *
Ed £ 4
R o
E: @ * @
® * ©
G2. A(z): 13 EY E
| ® ® k ]
't @ ®
Gy AG)= @
® %= %
S
Gy A(4) = " J
Gs A3)=  [#]

A/gontma bé}ajét Minimum {Minimurm Do—‘grée Algorithim) Melalui Fendekatan Reachable Set
Dan }'mp/ementasfn“\aa
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Terlihat pada gambar di atas, jika pada A(1) dilakukan eliminasi Gauss dan
dii1zisill<a11 A(2), A(3), A(4) dan A(5), maka G), G;, Gs, Gi, Gs berturut-turut
adalah graph yang berkaitan dengan matriks tersebut. |

Jadi proses eliminasi Gauss pada sebuah matriks dapat disajikan sebagai
proées eliminasi pada graph

Gi= M) = (Xi,Ei )y, i=1,2,...,n-1.
G dihasilkan dari Gj. | sesuai dengan prosedur yang digambarkan tersebut di atas.
Garis tebal menunjukkan edge yang ditambahkan.

Sebagai contoh, eliminasi vertex x; dalam graph G; menghasikan tiga edge
fill {x1, x4}, x4, X6} dan {xa, X¢} dalam G, karena {xz, x4, Xs} merupakan
ad_iacent dari x| dalam G;.

Definisi 2.4.1

lika L matriks segitiga bawah hasil faktorisasi Cholesky dari matriks A,

maka didefinisikan j’i!!ed mafrix {matriks fill) dari A, dinotasikan dengan

F(A), adalah matriks _iunﬂahan :L + LY Jadi F(A) atau F =L+ L".

Graph yang berkait‘an dengan matriks F ditulis G' = (X',E"), dengan X' =

X" Hubungan antara E" dan EA dapat dilihat dalam lemma berikut ini.
Lemma 2.4.1

Pasangan {xi,Xj} € E' o ixix) € EMatau {xi,xi} e E' dan {x1,x%} € E

untuk k < min{x,X;}.

Bukti :
(=)

: . N .. : . _l'.'
Akan dibuktikan bahwa jika {x.x} € E", maka {x,x} € E® atau {x;,x} € E

I
dan {x.x} € E.

Algoritma Derajat Minimuim (Minimum Degres Algorithm) Melalui Pendekatan Reachable Set
Dan implementasinya
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Misal {x;,x;} € EF, maka ada kemungkinan :
1. {x,x} e E®
2. {xi,x_i} Z EA
Misal 2) yang terjadi dan i <j.:
Misjal k <i. Elemen aj dari matriks A setelah pengeliminrasian variabel X,
atau vertex ke-k adalah :
i = ~(aik / ardag + aj
Karena {xix;) & BN a;=0.
I(al'gana {xix) € E', maka a;” # 0. Ini hanya mungkin terjadi jika ay # 0 atau
{xixx) € E* dan {x.,x} e E. Akib.aitnya (xi,x:) € B dan {x,x} e B,
(=)
Akan dibuktikan bahwa jika {x.x;} EY atau {xi,x} e E' dan {x.x} ¢ E,
maka {x;,%;} € ol
i, Misalkan Xoxi} € B, maka {xi.x;) € E".
ii. Misalkan {xx} € EMdan ada k < min {ij} sedemikianhingga {x,x:} € E' dan
{xx;} € E'.

Jika dieliminasi, mengakibatkan {x;,x} € B
(terbukti)

Penyajian pengeliminasian graph memberikan gagasan bahwa langkah demi
langkah dari proses eliminasi dapat diariikan sebagai urutan transformasi
(perubahan bentuk) graph. Lebih dari itu, himpunan edge yang ditambahkan

dalam eliminasi graph berkorespondensi dengan himpunan fill. Jadi, untuk contoh

A.’g'o‘fr"th;.;é berajat Minimum (M’m}*n"t.rm Degree A/géffi’/;am ) M@Elﬁf Pcndekatan -kaéchabfé 56‘1 “
Danimplementasinya



dalam Gambar 2.4.1, struktur dari graph fill G" yang berkorespondensi dengan

matriks F = L -+ L" diberikan dalam Gambar 2.4.2.

Gambar 2.4.2 Graph [ill dan matriks dari contoh dalam Gambar 2.4.1.
| Bowow o ®
: ] 3 @ i @

_ RO @ &

' ‘ @ % %

. R ® @ * %]

i F=L+L" | G

r . Deﬁgan - e | =menyatakan elemen diagonal ; 1=1,2,3,..., 5.

= menyatakan elemen tidak nol.

s ® = menyatakan ¢lemen fill.
Terlihat bahwa graph fill G" dapat mudah dibentuk dari urutan graph

eliminasi. Pencarian G" penting, sebab memuat struktur matriks L.

Qaf;'gorf’tma D-:s;"ajat Minimum ( Mr‘m‘m&m Degrée A!gor."th.m )I Melalui Pendekatan Reachable Set
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