BAB I

MATERI PENUNJANG

2.1 Vektor dan Matriks
" Definisil
Suatu matriks a dikatakan sebuah vektor kolom jika matriks tersebut terdir

dari satu kolom.

Notasi :
3
Ta= z?ZIII.eidalah vektof yaﬁg:bemlicm';'{n':ﬁ-:.c.l':.’
.

Transpose dari vektor a (dinotasikan a') adalah berbentuk matrks

berukuran 1x m yang dinamakan vektor baris.

‘Notasi: o o
I
&y
a
|72
a=y. =[a, a, a,]
am

Vektor a' dapat ditulis dalam bentuk {a,,a,,...,a, ).
Definisi 2
Suatu matriks Az(aij), dengan i=1,2,...,mdan j=12,...,n berukuran

* {mxn). Transpose dari A bernotasi A’ adalah matriks berukuran (nxm)




yang didapat dar1 matriks A dengan menuliskan baris ke-i dari matriks A
sebagai kolom ke-i dari A’ atau dapat ditulis A'=(a;).

Beberapa sifat dari matriks transpose :

I. (A+B)=A'+B 1)
: (A)=A e B ___(25_.
3. A(A")=(4A), A adalah skalar sebarang 3)
4. (AB) =B'A’ )

. Definist 3

ditulis tr (A) adalah jumlah elemen-elemen pada diagonal utama.

Bila A dan B suatu matriks bujur sangkar berukuran (n x n), h adalah vektor

berukuran {n x 1) dan ¢ suatu skalar, maka

1. tr(cA)=ctr(A) )

2. u(AiB)=n(A)in(B) (6)

3. tr(AB)=tr (BA) - o o

4. tr (B'AB)=1r (A) (3)

5. h’Ah%tr(ﬁ’Ai;)ztr(Ah’h) ' ' - (9)
Definisi 4 |

Misalkan A matriks simetris berukuran (nxn) dan h vektor berukuran
- . (nx1). Matriks A dikatakan definit positif jika h'Ah> 0. untuk semua

h=0.

A suatu matriks bujur sangkar berukuran (ﬁ'xn')." Trace dari mafriks A~




Definisi 5
Suatu matriks bujur sangkar A disebut singular apabila det(A)=0. Kalan
det{A)=#0 maka disebut matriks non singular. Matriks yang non singular
mempunyai invers, sedangkan matriks singular tidak mempunyai invers.
ittt detemina daisusty matrks A berukaran () adelah
{.  Untuk matriks definit positif A
|A] >0 (10)

2. Untuk matriks bujur sangkar A dan B berukuran {nxn)

3. Untuk matriks non singular

1A-1[ = ﬁ (12)

4. - Untuk c skalar sebarang

|cAl = ¢]A] (13)w
‘Definisi 6
1. Misalkan U= f{h)= f{h,h,,...,h, ) adalah fungsi skalar dari variabel
h;,h,,...,h,. Differensial parsial tingkat satu U terhadap vektor h .

didefinisikan sebagai :

S
oh,
U
oU _|"/én, < (14)
e e (14
ou/
oh,




2. Misalkan U= f(A)= f{a,.a5,...,a,,), dimana A adalah matriks

2401

simetris. Differensial parsial tingkat satu U terhadap matriks A

didefinisikan sebagai
oU U .. ou/ ]
; S aa_u . _@a_u e a.alp L

ou ou ... oU _

.a_U.. — aazl . 8a22 . 4 aazp - o (15)

oA : : :
ou au, ... oG
WAL da ., da,, |

Sifat-sifat derivatif i)arsial tingkat satu pada vektor dan matriks adalah

sebagai berikut :

“Misalkan b dan a adalah vektor berukuran (nx1) dan A, B adalah matriks

simetris berukuran (n x n) maka
1. misalkan U=a'h=h'a

ola'h) _ olh'a) _ .
oh oh

2. misalkan U =h'Ah

a(h'Ah) _2Ah 17
3 atr(AB__) =2B~diag(B) - (18)
, Onfa) 2™ - diag(A ™), A matriks non singular (19)

-0A




2.2 Nilai Harapan dan Matrik Covarian dari Vektor Random
Vektor random adalah vektor yang elemen-elemennya variabel random.
Sedangkan matriks random adalah matriks yang elemen-elemennya variabel

random. Harga harapan dari vektor dan matrik random adalah harga harapan dari

setiap elemen-elemennya. -
Misal E=(cij) adalah matriks berukuran (r X s), harga .harapan dari C
(ditulis E( )) adalah matriks (r x s).

E(Cu) E(CIZ) E(cls)
“ E(E) E(021) E(‘-"z?) E(Czs)

E(cr,) F(Cﬂ) E(Cn yoo

~densitas f; (¢) T
E(cij)=Zcij Py (cij) bila C; variabel random diskrit dengan fungsi
probabulitas p; (c;).

Nilai harapan dan covarian dari vektor random p= (d1 ,4s,..n, dq), adalah

| E(dl) Hy
E(i}}: E(?z) _|# 7
E(dq) Hy

cov(B)= £(5 - 7)5- )




d, - 44

d; -ty [ ]

:E M dl _/ul d2 !12 dq _Auq
\. dq !

(dl_nul)z (dl ‘“J”[)(d-z ‘-”2) "
(dz _ﬂz?(di "“'/11) (di _./ui)z o

E(dz — H Xdl - }'—‘1) E(dz —H )2

T T2 Tiq
% Tm Tq
qu (2% Z'qq

dimana >z, =B{d, = 1)

L(dq _ﬂq'xdl ~14) (dq —ﬂqidz — ;)

E(dl _»”1)2 E(dl _aul)(dz _#2)
- E(d;g -—,uz)(dq —;zq)

{ECH I RS R

(d, - s ¥d - 22,)

dy -, - )

-ny

E(d, -z Yd, — )]

e

z,, =E(d, -z, Xd, - 4, ), dengan 7,, =7, , untuk u,v=12,....p

Bila d,,d,,...,d, saling bebas maka Cov(d,,d,)=1,, =0, sehingga :
7, O
0 Ty, o 0
cov(D)m ?2 . .

0 0 - 7

qaq




2.3 Distribusi Normal Multivariat
Untuk variabel random X berdistribusi normal univariat dengan rata-rata p

dan varian _0'2 mempunyai fungsi densitas probabilitas yaitu

f(x)—— l(%&)_,-ﬂo <X <™

!
Maka untuk kasus multivariat dimana vektor random x =(x 1>Xg5eens xp)

mempunyai distribusi normal p-variat dengan vektor rata-rata g dan matriks

covarian X adalah :

I I S o S T P

?

@g/PW

dimana:y:[u] pz ,upI

G5 Oy Oy

(o2 a. (e3

21 Om» 2
T=1 R . e

Op COp Tpp

dengan syarat Z definit positif sehingga £ mempunyai invers.

| Mlsalkan x,,x.:-,_,...;,x; ;dalah sampei random yang masing-masing
berukuran px1 dan saling bebas dari distribusi normal p-variat dengan vektor
rata-rata z dan matriks Kovariansi X, maka fungsi densitas bersama dari semua

observasi adalah :

fEx,.nx,) =__ﬁf(x;_)
il
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n 1 -%(xi -,u)' 7 (x; - )
i (272 )2 ]EI’Z

exrni Z(x ) Z(x u)}

“P

\’)ﬂl

* merupakan fungsi dari g4 dan I atau disebut juga fungsi likelihood. Akan

ditentukan penduga untuk z dan T dengan memaksimumkan fﬁngsi likelihood -
diatas.

Theorema 1

X,,X,,...,X, adalah sampel random dari populasi distribusi normal p-variat

" dengan rata-rata # dan kovariansi E.”Maka" = :’—Zx dun

i= Z(" -%)(x; X) '—‘—‘V dimana W= i(xi -%)(x, —i)l adalah

penduga maksimum likelihood untuk 4 dan 2.

Fungsi likelihood (densitas bersama) dari x; adalah

oo 1 s (1)

L) : o
(1.%) Ii}“"—zz)‘f’ﬂz;%e (20)

Selanjutnya akan ditentukan nilai dari 4 dan X yang memaksimatkan ﬁersamaan

(20). Berdasarkan persamaan (6) dan (9) diperoleh :

Yl =) T x — ) = Yo tel — ) Z7xs - )
i=1

i=l

= tr[z" i(xa - px; - ﬂ)r} | - @h
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=

(xi —,u)(xi -‘u)’ = Z(Xi —'i+i—,u)(}ii —i+i-—y)'

i=t

= izzl:(Xi —xXx; —i)' ,,_g:(xi _,fxi_#)f
+g(i_”)(xi‘i)'+§(f—#)(i~‘u)’

Karena,

1

3200 ) =| Sx, - S - = - eth - =0

i=i

i=1

DY Y R 0 )

Subtitusikan persamaan (22) ke persamaan (21) kemudian subtitusikan ke

persamaan (20), sehingga diperoleh :

ez {Woen(Zep)5-p)
%)= 1 Lz fwenz-pe-a))

2

Karena logaritma natural adalah fungsi naik, maksimum dari In L akan terjadi
pada titik yang sama dengan maksimum L. Pengoperasian In pada L untuk
mempermudah dalam pendifferensialan. Dengan pengoperasian In pada L

diperoleh :
In L{p,E) = np In(y27 )- %m[z] - %tr 51 (w'+ n(x - p)x— p)’) 4)
- Berdasarkan persamaan (6) dan (9) diperoleh :

InZ{gX)=-np m(ﬂ)—%lnm —"%tr(E'IW)——%((i-p)Z"_(i-’-’y)_"j |

7 (23)
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- -np Iy ) 2o - oe (5 W)
_ ,;_(E'Z_lif — T - u+ /u'E'lﬂ)

T

Karena 7' simetris maka (E“l) =%, sehingga

e

t ! | ‘ (25)

_ %(’f’Z'li’— 1(57%) (%) g+ pm? ,u)
Untuk mencntukan estimator maksimum likelihood untuk 4z, InL{xX)
didifferensialkaﬁ ke p dan menyamakannya dengan nol_. Berdasarkan persamaan
6y dn(7) diperolehs

aln L(ﬂ,E) _0
ou

0+0+0+—g—(0—2‘1i-2‘1§2’+22'1f1)=O

]

(26)

i

" Sebelum” pendifferensialan - In L(ﬂ,E) - untuk - mendapatkan - Z, - subtitusikan- -

persamaan (26) ke persamaan (24) dan dari persamaan (12), iE'll =‘—;— dengan

pengoperasian In pada kedua ruas diperoleh 1n|2'1| = —lnIE , sehingga persamaan

(24) dapat ditulis

'1r_1L(p,E)=-ﬁp’lﬁ(ﬂ)-li—g-lniz_ll—«;-tr(E'IW) R @7)
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Persamaan (27) didifferensialkan terhadap £~ dan menyamakannya dengan nol,

berdasarkan persamaan (18) dan (19} diperoleh :
SnL{Z) _
oz

o %diag(ﬁ) - -Il;(w - %diag(W)]

(28)
dinotasikan
Gy Oy &lp__ W, Wy Wi,
BT e RN 28 M A
Gy Gp v Oy ' Wor Wi Wop
G, 0 - 0 w, O 0
R 0 o 0 0 w 0
diag(E) = 22 diag(W) = . :22 .
- ,Oﬁ,, I .fo,w,,.,,,,".i'ﬁ. .&pp,v R I . 0 0 WW Pp
Perhatikan untuk selain elemen diagonal diperoleh :
. 1 : .
Untuk elemen diagonal diperoleh :
5 Gy Wy Wy
2 " n 2n
3 =l 30
Gy =—w; (30)

Dari persamaan (29) dan (30) dapat disimpulkan bahwa
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$-lw (31)
n

Sehingga estimator maksimum likelihood untuk % adalah $= —l—W.

n

2.4 Model Regresi Linier Multivariat
Misalkan Y, ={Y,,, Yar»---» Yiu )' adalah vektor random berdimensi k dari

variabel tak bebas dan X, = (X,,, X5, .- ,Xn)' adalah vektor random berdimensi r

dari variabel bebas. Maka model regresi linier multivariat dari data diatas dapat

- digambarkan dalambentuk: - - - o
Y, =X 8 +&, 1i=12,..k _ (32)
atau
Y =X'B+s, t=12,...,T (33)
e diMANA

B=(ﬂ1=ﬁ2:---:ﬁk)
dan.

?

&= (gltrgzt’ :313) '

2.4.1 Metode Kuadrat Terkecil
Metode Kuadrat Terkecil dapat digunakan untuk mengestimasi koefisien
rtegresi pada persamaan (33). Misalkan diberikan T data observasi Y,,Y,,...,Y;

dan X,,X,,...,X;, dan dideﬁniSikan
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Y=(Y,,Y,,...,Y;) matriks data berukuran (Txk), °

X=(X1,X2,...,XT)' matriks data berukuran (Txr),
dan |
ce={5,,65,....6; ). matriks berukuran (Txk). .
Diasumsikan &, i=12,...k maéing—rnasing .be'rdistribu.si normal dengan
E(e;)=0, var(g, )=07, dan {g,} adalah variabel-variabel random yang tidak

berkorelasi untuk setiap observasi t=12,..., T pada masing-masing ¢,, ééhingga

diperoleh & adalah berdistribusi normal multivaniat independen N(O,E)_, dengan

- 2=Efe, &). Maka model pada persamaan (33) dapat ditulis menjadi model linier

multivariat
Y=XEB+¢ (34)

dengan

B=($,.5,.....5.).
Kolom ke-i dari B yaitu £ adalah vektor dan koefisien regresi pada variabel
bebas ke, i=1,2,...,k.

Untuk mendapatkan estimasi kuadrat terkecit 5, dapat dilakukan dengan

cara meminimumkan jumlah kuadrat galatnya yaitu :

T
L=Ze.f =£lg,

it i
t=1

=(Yi -X5 )’(}'i -Xﬁx)

=y;y; —¥iXf; - B X'y, + B XXy,
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=yiy; 28Xy, + BX'Xy,

karena y;X'f, adalah matriks skalar berukuran { x 1) , maka (8/X'y, )' =y: X5,
mempunyat nilai yang sama.
Sehingga estimasi kuadrat terkecil unfuk parameter regresi. 5. adalah
gé‘;— =-2X'y, +2X'Xj, =0
yang penyederhanaannya menjadi

X'Xf. = X'y, | (35)

persamaan  (35) merupakan persamaan normal kuadrat terkecil. Untuk

menyelesaikan persamaan normal tersebut adalah dengan mengalikan kedua ruas

persamaan dengan (X’X)" , schingga diperoleh penaksir kuadrat terkecil untuk £,
yaitu :

B =(XX)"' XYy, i=12,....k (36)

dimana

{X'X) adalah non singular

Cdan

v = (Y, Yoo Yar)
adalah kolom ke-i dari Y.
Ini berarti :
B=(,.5,..--. )
=[xy Xy, (XK) XYoo (XX) X, )

=(X’X)'X'Y - | ' (37)




Sehingga estimasi model regresi mul'tivariamya adalah :

Y =XB

Matriks jumlahan kuadrat residual yaitu

= Y'Y-YXB-BXY-BXXB
=Y'Y - B'X'Y
Subt_itus_i }3' = (l"(’K)_1 X‘Y ; s_eh_i_n_gg_a diperoleh B
vvovxxxy
= Y -X(XX)' X'y
Kemudian subtitusikan Y = XB + &, diperoleh

= (&' + BX - X(XX)" X [XB + )

17

=g's—eX(X'X)'X'e
= - xeex)xk
= trle'fl- X(X'X) ' X f)
= el - x(x) X e
karena X(X'X)" X’ bersifat matriks idempoten, maka
= trfl - (xXX) XX [z
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Nilai harapan dari SSE adalah
E(SSE) = E[(T - r)e's]
=(T-1)Efe’e]=(T-1)=

Sehingga estimator tak bias untuk matriks kovarian error £ adalah

s Lsse - (v (v-xB)
—Li(Yt - é'xtXYt -.1!"3'):‘;[)r (38)
T-r t=1 ‘
atau
oL b Sa N '
.dimana:

8, =Y, - B'X, adalah vektor residual.

T T Baris dalani model Y = XB+£ adalah Y, =XB+g, t=12,,T, 7~~~

kemud_ian ditranspose rnenjadi_ Y, =BX, +¢, sehjngga
Y,, t=12,...,T berdistribusi N, (B'X, %)
Theorema2 o
Jika VYt berdistribusi Nk(B'Xt,Z), t=1,2,....,k dimana Y, adalah kolom
ke-t daﬁ Y dalain model Y =XB+¢, dan jika Y,,Y,,...,Y; independen
maka maksimum likelihood untuk memaksimaikgn Bdan X ad!alah

~

Bty sl
4
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Bukti

Y,.Y,,..., ¥, independen, maka fungsi maksimum likelihood :

e, L
(2}

- Seperti pada theorema 1, maka

T : : - g o _
Z(Yt - let)z'—! (Yt _B'Xt)= tr Z.lZ(Yt - B’Xt) (Yl -—B’X‘)}
L =l

t=1

=t

—

;z" (Y-XB) (Y- XB):\

~Kemudian .

[(v-xB) (v-xB))= ¥ _ XA+ XB -XB) (v~ X5+ XB-XB)

_ (v-xB) (- xB)+ (& - B) xx(3 - B)

maka diperoleh

i - -l{;(ffé);[x(E;E}E:"(E:E)'f\;"]" ST
LBX)= +—z—7¢"
R

‘dimana E={Y- XB) (Y- XB), schingga maksimum dari B dan ¥ dap#t "
diperoleh :
B=(XX)"'X'Y %= (Y—Xﬁj (Y‘XI})

Dari hasil diatas, maka fungsi likelihood yang memaksimalkan B dan X aaiah

L3 5)=

(V2r) "%






