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MATERI PENUNJANG

2.1. Graph

CDRINISI 200

‘Graph terdiri dari himpunan berhingga titik tidak kosong dari glemen-elemen

yang disebut titik dan suatu pasangan tidak terurul elemen-elemen itu yang
disebut garis. Graph G(V,E) terdiri dari himpunan titik dinotasikan ¥V yang

terdiri atas elemen-elemen yang disebut titik dan himpunan garis yang

* dinotasian dengah £ dan 7 berupa (./) atau (;i) dengan 17 yang disebut

garis.

Gambar 2.1, Bentuk umum graph

Definis! 2.1.2. Subgraph

Sebuah subgraph dari graph G(¥,£) adalah sebuah graph G¢(%,5;), dimana

.-V, dan E, adalah subset tidak kosong dari ¥ dan Z.- Jika V;-atau Eg-adalah -~ - -

~subset sejati, maka subgraphnya disebut subgraph sejati.



Gambar 2.2. Dua subgraph 8) G, dan b) G;

Deflnisl 2.1.3. Graph Berarah

Gq adalah directed graph (graph berarah) terdiri dari himpunan berhingga titik
tidak kosong v darl elemen-elemen yang disebut titik dan himpunan £ yang
terdiri dari pasangan terurut elemen - elemen iu yang berbentukr (1.7) atau (;,)

dengan j,je¥ yang disebut garis bararah,



Contoh :

Gambar 2.3. Graph berarsh Gy(¥, £)

2. 2. Operasl pada Graph

_ Untuk definisi subgraph, dan operasi graph-berlaku:sama-untuk-grapt - =

berarah Gd

a)

b)

Gambar 2.4. Dua subgtaph G, dan G, pada Graph Gy 2) G, b) G



Definisl 2.2.1.Gabungan
G1(¥1,81) dan Go(V5,5,) adalah dua subgraph pada graph G(¥,5), maka G1
v G2 menggambarkan subgraph G dengan hlmpunan titik V1 W Vz dan

" himpunan garis £y U B . Gs U Cg disebut juga ju"niahan graph (sum graph )

Definisl 2.2.2. Irflsan = = =
G1 n G, adalah subgraph pada G dengan himpunan titk ¥1 ~ ¥, dan
himpunan garis £y ~ £#,.

~ Dua subgraph G, dan G, pada graph G (gambar 2.3) teriihat pada

..gambar 2. 4 Untuk'G1U'G2 pada G diperiihatkan pada gambar 2.5. Dan T

N Gy digambarkan pada gambar 2.6,

Gambar 2.6. G; G, pada subgraph gambar 2. 4.



2.3 Aliran Dalam Jarlngan
Suatu jaringan digambarkan sebagal graph berarah Gy(¥V,E). Untuk

setiap garis berarah {x.y) memiliki bobot tidak negatif c(x,y) yang disebut

Kapasitas pada garls berarah. Kapasitas ini merupakan fungsi ¢ dari

- himpunan garis beraran £ bempa bilangan rill-tidak negatit. Demikian juga'm” -

- untuk- selxap garls berarah (xy)eE memiliki bobot tidak negatffﬂ x,y) yang

disebut aliran pada garis berarah (x,y). Sehingga mla! aliran dalam Gy(V.B)

adalah fungsi 1 dari £ berupa bilangan riil tidak negatif. Jarmgan akan

dituliskan G(¥, &, ¢.f) yang terdirl dari hlmpunan titik ¥, hlmpunan garls berarah

L gy fungsl kapasnas c, dan fungsn ahran f H:mpunan ahran pada E dmotasukan'

{lx.y)} - disebut poia aliran.. Selanjutnya - garis - akan dimaksudkan ~garis
berarah. Berikut inj diberikan beberapa definisi yang berkaitan dengan aliran
dalam suatu jaringan.

Deflnlsl 2 3 1 S

Pola auran {f(xy)} dikatakan mempunyal nilai ﬂsmel dalam G(¥,E,cf) dari titik

s ke titik ¢, jika 1 'nemenuhl persamaan

VeV |

LIEN-F fUx)= g, s @)

2= F SOy =0 ELTN: (2.2)
CLSEN-F S =S, P TR

sz @20 @l gy
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Jadi untuk mendefinisikan pola aliran yang mungkin, dua titik s dan ¢
harus dibedakan. Berdasarkan persamaan (2.1) s.d. (2.4) diatas, titik pusat

sumber s mempunyai nilai aliran f£,, tilik peraniara mempunyai nilai aliran noi,

_sedangkan titik pusat terminal ¢ mempunyai nilai aliran —f.. (menerima_aliran .

sebesar fi)." Aturan tersebut di atas disebut aturan konservasi.” Misalkan
(X,¥) adalah himpunan semua garis berarah dari beberapa titik yang
menghubungkan dalam X ke beberapé titik dalam Y, maka besarnya nilai

aliran fatau kapasitas fungsi ¢ dalam jaringan G didefinisikan

(AT D) (2.5)

o(X,¥)= % o(x,y)
(xYLXY) : (2. 6)

Dibetikan suatu’Jaringan G(V,E,c,f) dengan fitik - titik  £,1,2,34,+ yang
menunjukkan pusat sumber, p'erantara,-da’n. pus.at tenﬁinal. Seperii
terlihat pada gambar 2.7. Medium aliran akan dituliskan sebagai
pasangan terurqt c{x, )=

o c(1,3)J:(1,3)

c(4,1)/(4,1)

cB5)

Gambar 2.7. Jaringan dengan kapasitas dan aliran pada garis -
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Dari gambar di atas dapat diberikan kapasitas dan aliran pada setiap garis.
Nilai kapasitas ditunjukkan oleh angka pertama, sedangkan nilal aliran

ditunjukkan oleh angka kedua dari pasangan bilangan yang ditufis dalam

_Jaringan tersebut. Gambar jaringan tersebut dapat dilihat pada gambar di

bawahini:

Gambar 2.8. Jaringan G(¥, Z,¢./)

Dari Gambar 2.8. terlihal bahwa :

c12) =3 a A2 = 0
.Contoh 2.2
Diberikan suatu jaringan G (¥, £ /) yang mempunyai aliran dan
kapasitas, seperti terlinat pada gambar 2.8
Hitunglah X, ¥) dan ¢(X7) jika : |
a) Xx={s1,23} Y ={4r)

b)) X={341) ¥ ={51,2) |
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Penyelesaian :
a) Jika X={51,2,3}dan Y= {41}

(£Y) = {(2.49), (.0} senhingga

R4 B ==
X =c{(24), G0}
=) +ec(3)=4+2= 6
b) Jika X = {34,0) dan Y =1{51,2} |
. :f. CED @Y e
XD =r4n=1

cXy) =c@dl) =2

2.4, Potongan dan Kapaslitas

- Ambil-(X;7) adalah-subset darilitik-set V. dalam G(V.E,cf). menunjukkan

himpunan dari semua garis berarah dari xe X ke ye Y. Untuk sebarang

fungsi g dari himpunan garis Z, ditulis

2(x, )= 7 glxy)
CRIC e as (2.7)

Demikian juga, jika digunakan fungsi & dari titik set ¥ dapat ditulis

RCX) = %h(x) -_(2 "

Dengan hfx) adalah bobot unluk x Uniuk lebih mudahnya, digunakan

himpunan yang hanya berlsi satu elemen. Jadi jka X-hanya _berisi titik
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tunggal x, ditulis (x,7), g(x,), atau k(x) sebagai pengganti dari {{x}.,7), (g{=}.,7)
atau a({x}).

Deﬂnlslzd'!s-zCuz(potongans-t). e
Potongan dari s ke ¢ (st cuf) pada graph adalah himpunan dari garis ( X X)
dalam G dengan s € X dan ¢t ¢ X, dengan X adalah subset dari ¥ dan

xX=V-X

Gambar 2.9. Nustrasi s-¢ Cut

Definisi 2.4.2

Kapasitas dari s-t cut (X, f,) dalam jaringan G(¥, E,c,f) didefinisikan sebagai

e(X,X)= ¥ e(x,y)
(X X (2.9)

| Definisi 2.4.3

Minimum s- cut (C min) adalah s-t cut dengan kapasitas minimum dari semua
stout:

.c(cminj=m'i'n{c(x,}?_)} R o (a0

‘dengan (X, X) adalah st cut dalam G.
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Contoh 2.3:

Diberikan jaringan G(V,E,¢.f), tentukan potongan minimumnya

Gambar 2.10 Potongan-potongan pada jaringan

Penyelesaian :

{(s,1).(s.2)}
((52))
(@O 1)

X = (L2 = ey

W &) = ({1

i

i

G ) = ({(s1h{20)

G &) = ((s2h{1))

Dengan kapasitasnya
o, X)) = c(s,l) +¢(52) = 0+4 =4

o, Xo) = c(s2) = 4

(X3, X5) = o(2t) + o(2,1) + e(s,1) =2+1+0=3

c(Xa, X8 = cfLt) =2
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~ Teorema 2.4.1.
Misal (X, X) adalah potongan dari s-t (st cut) pada jaringan G(¥,E,c/). Nilai

afiran ;. dari s ke t dalam G yailu

Bkt c
Dengan melihat pola aliran {/'{x,y)} pada definisi 2.3.1. Jika fadalah
aliran dalam G maké akan memenuhi persamaan di atas jika :
% €X maka |

LS (5 )= £ @ 0= e OO oy o T T
?;X " ) - S (2.12) |

Jlka V=X X maka

f flxxu X) f(XuXX)

“f(XX)‘ff(X X) f(X X) f(X,X)

"f(X X‘—f(XX)
Jka f(X X )= 6dan f(X X)<c(X, X¥)maka terlihat bahwa

AX X)-AX X)se(X X) 0

Dari definisi 2.3.1, dldapatkanf( X)< o X X)danj(}{ X)=0,
sehingga nilai allranﬁtz 0.
Contoh 2.4: Diberikan jaringan G(¥E.f), dengan mengambil beberapa
patongan pada jaringan. Tunjukkan bahwa :
AX Xy=A X X Y<c(X, X), pada

a) (X, %) by (X X2) ) (X )



e k- en - osan
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_ 4,1
Gambar 2.11.Beberapa potongan pada jaringan G(V,Z,¢./)

Penyelesaian :

Berdasarkan Gambar 2.11, maka :

P )£ T =/s2) +F LD HF(L3) A1)
o= 14041-1 = 1

c(s,2) +¢(1,2) +c(1,3)

c(X1,51)

A X, X)-7( %) < oK, X)
b) X2 = {51,2) J = {344}
o YA (T o) =7 A3 1A -4

=1+0+1-1=1
o X X) = c(1,3)+¢(2,3) +c(2,4)
. =1t1t4 =56
£ RSB 5 o 2o )

¢) 5= {51234} X% = {t}

w3 +3 +1 . =‘7 A




17

F(%, B)-A 56X0)  =/31) +f(4) -ft4)
=1+1-1 =1

ez X) = c(34) + c(4))

X, XB) -F(XXG) <o, X))

Sesuai dengan teorema yang menyatakan bahwa nilai aliran dari s ke ¢ akan

sama dengan nilai aliran yang melalui potongan dart s ke +. Dalam hal inl

__nilai afiran dari s ke t adalah 1, akan sama dengan nilai aliran yang melalui_ .

ketiga potongandarisket. -

2.5. Aliran Maksimum

Dalam jaringan berarahlpada graph G(V,E.c, /) dimana setiap e ¢ £

terdapat ¢ = 0 yang disebut kapasitas garis. Pada graph berarah G yang

terdiri dari garis-garis berhingga, kapasitas garisnya juga berhingga.
Sehingga aiirannya yang dialirkan dari pusat sumber s ke pusat ter\minai t
pun berhingga jumlahnya. Sedangkan aliran maksimum yang mengalir

~ dinotasikan dengan  fmaks.

Definisi 2.5.1. Lintasan Aliran Tambahan (Fow Augmenting Path)

 Lintasan (path) P antara titk s dan t yang diberikan oleh jaringan G(V,£¢, j

’ dikatakan_"glifan tambahan (flow augmenthing pathy pada __aliran S Jika semua
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garis maju (x,y) pada Pg tidak jenuh, Axy) < c(xy) dan semua garis balik
(nx) tidak kosong, f{y,x) >0, daiam lintasan dari s ke + pada Pyg..

Lintasan antara titik s dan titik r pada jaringan G(¥,E,c,/) diiiusirasikan

3,1 -
: 4,1
2 > 4

4,1
Gambar 2.12. Tlustrasi fow augmenting path

Dari gambar 2.11 dapat dilihat bahwa salah satu flow augmenthing S

“path-nya disajikan pada "gam'bar'2;12. Aliran /" dikatakan maksimum jika dan~ =

‘hanya jika tidak ada aliran tambahan dalam f yang akan menambah nilai
aliran  Dapat dilihat bahwa s-f cut (X, X') dikatakan minimum jika dan hanya

jika untuk setiap aliran maksimum f, semua garis (X, X') adalah jenuh dan

Teorema 2.5.1. Teorema allran maksimum-potongan minimum
(Max Flow - Min Cui)
Nilai aliran maksimum f nas dari s ke + dalam jaringan G(¥,E,c, f) adalah sama

dengan kapasitas minim um potongandariske ¢ .

Froks = moks {fe} = min {c(t D)} @)

dinﬁana (X, X.) adalah potongan dari s ke ¢ dan maksimum { fs} mamenuhi

semua pola aliran G.
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Bukti :

Misal (X; X)) adalah sebarang potongan dari s ke ¢, Dari teorema

2.4.1. nllai 7y dari aliran f'diteniukan dari kapasitas st cuf,

o -ﬁ* SﬂX;"g)'f( -fw‘ﬂ)ﬁ C(}{,}E) el e (D 4 e e e

Nilai aliran maksim.um-fmaks ditentukan dari kapasitas minimum potohgén |

dari s ke ¢ (st cut) atau

Juaks = maks {fu} < min {e(X, X)) (2.15)
Dengan demikian untuk membuktikan teorema 2.5.1.harus dipenuhi
g X)?) Sy e (215a) e e
CAXX)Y=0, o ' : '(2_1%) _

yang equivalen dengan.

Fuis = maks {3} =F(X X) -A X X) = f(x 7)

Untuk menunjukkan bahwa syarat pada_ persamaan (2.16) terpenuhi,
diasumsikanfaiiran maksimum dalam G(V.E.c, 7). Kemudiah dideﬁnisikan
suatu subset X pada himpun.an titik ¥ sebagai berikut

1.seX

2. Jika x e Xdanf(x,y)<c(x,y), makaye X

3. Jika x € X dan f(yx) >0, maka y € ¥

Cschingga re F=v-x

Andait e X maka terdapat path di antara titik-titik s dan ¢

= C()ﬂ.«ﬁ)= mln{c(}{;}ﬁ)} (RATY o o



20

Py = (5.0) (x2,%3) (x3,%4) ... (xx1,8) (2.18)
Untuk semua garis maju (xy,xe+) pada Py, tidak jenuh,
Hotaai) < clxuxa).

Dan untuk semua garis balik (xu+1,%,) pada Py tidak kosong,

- Ambil sebuah gar'is (xu.,xmﬂ)'pada P.-dikatakan menjadi garis maju pada P, =

jika dalam jaringan dari s ke r pada P, garis (xy,xy+) berarah darl x, ke xq.

Jika tidak dikatakan garis balik pada P, dan dapat menjadi garis balik dari ¢
ke spada P,.. Dikatakan bahwa sebuah gar!s (x.y) adalah jenuh dengan
"“"menglkmlahran Sfika |

..ﬂx,y)='c(x,fy:)
dan dikatakan aliran kKosong pada aliran 1 jika

Axy)= .0.
_Misal diombll suatubosaran: -~ 0

Wy = min {0Chaken) -/ (reken)) (2.19)
Untuk éem ua garis maju (xq,xe+1) pada P

w; = min {f (x¢+1,xm5} (2.20)
Untuk semua garis balik (xus;, xo) pada P, dan,

w =min (w, ,wz).r
Maka dapat didefinisikan aliran baru s * berdasarkan aliran awal fyang
'memenuhl o e

- SrGaten) = fladan) + W . (2.21)
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Untuk semua garis maju

Srurt Xe) = fFam Xo) - W (2.22)
Untuk semua gans balik (xu,xm) pada P, dan
_' .ﬁn‘tuk ‘semua garls ialn (x,y) pada G. "Hal ini membuktikan bahwa fungsn
aliran baru f* yang didefinisikan tersebut adalah pola aliran fisibel yang
mempubyai nilaifsa +w dari s Ke ¢, dimana f3 adalah nitai awal aliran £ Hal

ini menunjukkan bahwa Fbukan aliran maksimum kontradiksi dengan asumsi

_______bahwa Jf..aliran makslmum sehingga.: harus dalam. X dan (X X) adalahf,.._;.____. ]

| 7ptongan dan sket . Maka diperoleh
f(xy)—-C(x y) (2.24)

Untuk (x,y)e (X X), x ¢ Xdany e X

Snx}y=0
Untuk (y,x)e (X X),ye X danx e X sehingga diperoleh
f(X XY =o(X X) dan f( X X)=0 | (2.25) 0
Contoh 2.5 :

Diberikan jaringan G(V,E,c, /), tentukan potongan potongan yang ada

dan berapa aliran maksimumnya?
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2,1
Gambar 2.13. Jaringan G(V, £,c/}
. Penyelesaian :Potengan -potongan yang ad_é_ antara fain:
(s} {abct) 2+1+3=6 141326 0
{sa)  {bct} 2+3+1=6 1+3+1=6 0

{sp} {cat} 2+3+1+1=7 2+3+1+1=7 0

B 7 e 1 B B R 0 ST T |

{sab} {c,t} - 1+3+2+1=7 1+3+2+1=7 0
.{.s',a,c} {bt} 3+2+2=7 | 3+2+1=6 ¢
{s5¢b} ,{a,f} 2+3+1=6 2+3+1=6¢ 0
{sabc) {t} 2+3+1=6 2+3+1=6 0

Berdasarkan definisi 2.5.1 dan teorema 2.5.1 aliran péda jaringan dikatakan
maksimum jika (X, X)=AX X) danf( X X )= 0, sehingga dari gambar

2.13 dihasitkan o( X, X)=AX X)=6danf( X X )=0
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2.8, Algoritma Ford Fulkerson

Algoritma Ini menunjukkan pelabelan untuk titik-titik pada jaringan
G(V,Ec, f), yang disajikan dalam bentuk (x,+w) atau (x,-w) dimana x € ¥ dan
wadalah bilanga-n-posﬂif--a!au-_w.- e e e

Algoritma  Ford-Fulkerson dipakai untuk menyelesaikan aliran
maksimum pada jaringan G(¥,E,c, f). Adapun langkah-langkahnya sebagai
berikut :

A. Labelling Routine

~ langkah 2 : Pilih label lain dalam titik x yang memenuhi
a. Vy, {xy) € E, (flxy) <c(x)) label y dengan (x,+,w(y)),dan
w(y)=min [wix),c@x.y) - f(x)], dengan w(x) adalah bobot pada titik x dan
.. -w{y)-adalah.bobot pada‘.titik:y..,,.,,‘.,,v B
b. Vy, (n.x) € £, (f(v.x)> 0label y dengan (x,-,w(y)),dan
w(y) = min [w(x), /1, 2)] |
Rubah label pada x dengan melingkari + atau —, Sehingga x menjadi terlabel dan
terscan. |
Langkah 3 : Kembali ke langkah 2 sampai ¢ berlabel lalu ke augmentation
| routine atau roses berhenti, jika tidak ada label vang dapat'
""" © diendaidanttidak berlabel. . .
B. Augmentation Routine

langkah 1 : ambil z =t dan ke langkah 2
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langkah 2: Jika fabel dari z adalah (g,+,w(z)), maka menambah aliran flgz)
dengan w(t) adalah bobot pada titik . Jika label dari z adaiah (g.-

,w(+)), maka mengurangi aliran f{z.g) dengan w(¢).

.. Jangkah 3 : Jika g = s kembali ke langkah 1 pada labelling routine, tetapi jka . .. ..

z=q kemb"a'li ke langkah 2-pada augmentatlbh-ro"utihé. :
Contoh 2.6 :
Diberikan jaringan G(V,Ec/), tentukan aliran maksimum dengan

menggunakan algoritma Ford-Fulkerson. -

 Gambar 2.14. Jaringan G(¥,Z,c,f) yang belum terisi penuh oleh aliran.

Penyelesalan :

iterasi 1

A, Labelling Routine

langkah 1. berititik s d,engén label (s,%,)
{s,+,%) menjadi (s,, »)

langkah 3: kembali ke langkah 2

langkah 2: beri titik 4 dengan label (2,+,1), ubah (s,+,1) menjadi (5,9, 1)
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langkah 3: kembali ke langkah 2
langkah 2:beri titik 3 dan t dengan label (4,+,1),ubah (2,+,1) menjadi (2, D, 1)
langkah 3: ke Augmentation Routine

(5,9,)

. Gambar 2.15a, Titik-titik pada jaringan G(¥, E,c, f) yang terkena labelling routine . .~

B. Augmentation Routine

langkah 1 : ambilz=t

~ langkah 2 : menambah aliran f{4,f) denganwi»=1

langkah 3 : ambil z=4
langkah 2 : menambah aliragf(z,el) dengan 1
langkah 3 :ambilz=2
langkah 2 : menambah aliran f{s,2) dengan 1

langkah 3 : kembali Ke langkah 1 pada Labelling Routine
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(& - e eel

Gambar 2.15b.Titik-titik pada jeringan G(¥,Z,c, /) yang terkena labelling
routine dan sugmenting routine

Herasi 2
A. Labeliing Routine
- langkah 1: berititik s de‘-h'é"éh"lﬁb‘éi ey
‘langkah 2: beri titk 1 dengan label (s,+,1) dan itk 2 dengan (1,+,1), ubah
s+ ) menjadi (5,®, ) -
langkah 3: kembali ke langkah 2
_langkah 2: beri titik 4 dengan label (2,+1), ubah (s,+,1) menjadi (s, ®,1)
langkah 3: kemba!i ke langkah 2 _
langkah 2: beri titik 3 dan ¢ dehg_aln label (4,+1),ubah (2,+,1) menjadi (2,@,1)
dan (1,+,1) menjadi (1, ®, 1)
fangkah 3 : ke Augmentation Roulirne
B. Augmentation Routine
langkah 1 : ambil z=¢
langkah 2menambah allranﬂ4,t) .deng.an w(t)= 1 o

langkah 3 : ambil z=4
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langkah 2 : menambah aliran /{2,4) dengan 1

langkah 3 : ambil z=2

fangkah 2 : menambah aliran /{1,2) dengan 1

langkah 3 : ambilz=1 |

. langkah 2 : menambah aliran f{s,1) denganl
tangkah 3 : kembali ke langkah 1 pada Labelling Routine

(.,1) - @sD
11

4

(L&) 4241 (28]

Gambar 2.16. Titik-titik pada jaringan G(V, £,¢,/) yang terkena labelling routine
dan agmentation routine

- Perhitungan - selesal - karena -sudah. ditemukan. aliran . maksimum. sebagal ... . .. ..

berikul :

Gambar 2.17.Jaringan G(V, ,¢ f} yang sudah berisi aliran maksimum



Aliran maksimumnya adalah 5. Apabila kita ambil potongan minimumnya
(X X) = (5{1,2344})

= {(s1),(52)}
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cs,1) + ;(5,2) -

X X))

=2+3=3






