BABII

MATERI PENUNJANG

-+ - Dalam bab ini dijelaskan beberapa teori yang dapat menunjang materi pada:
Bab IH ‘antara lain konsep dasar teori yang meliputi graph, pohon, notasi big O,
running time, dan algoritma. Pada bagiaﬁ akhir bab ini dibahas mengenai teori

pohon biner dan pohon pencarian biner.
2.1. Graph -
 Definisi 2.1.1
Suatu graph G-dinotasikan G = ( V, E ) adalah himpunan titik (verteks) V,

dengan V = { v, v3, v3, ... , Vo} yang berhingga dan tidak kosong, dan
himpunan garis (edge) E, dengan E ={ e, 5, €3, ..., €, }.
Definisi 2.1.2

Graph berarah (directed graph) adalah graph yang semua garis — garisnya
memiliki arah. Graph tak berarah (undirected graph) adalah graph yang
semua garis — garisnya tidak memiliki arah.

Definisi 2.1.3
Titik — titik v dan v; disebut titik akhir (endpoint) dari e; jika e
menghubungkan titik v; dan v; .

Definisi 2.1.4

Suatu garis €, dikatakan incident dengan v; jika v; merupakan titik akhir dari e,
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Definisi 2.1.5

Dua titik v; dan ‘v,- pada V disebut titik adjacent jika dihubungkan oleh sebuah
garis ¢,
- Definisi 2.1.6
Dua garis e; dan €, pada E disebut garis adjacent jika incident pada titik yang
sama.
Definisi 2.1.7
Derajat (degree) Vi, untuk vieV adalah banyaknya gans yang mmdent dengan |

titik vl dan dlnota31kan dengan deg (v, )

Contoh 2.1.1

Vg Vs

Gambar 2.1, 1.

(i) Titik v, dan v, adalah titik akhir dari e,

- { 11). Garis e; dan e incident dengan titik v»

(iii ). Titik v; dan v, merupakan titik adjacent karena dihubungkan oleh garis e,
(iv ) Garis e; dan e, meruﬁakan garis adj' acent karena incident pada titik v,

( v ). Derajat masing — masing titik adalah 2
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Definisi 2.1.8
Graph G =( V, E ) adalah graph lengkap (complete graph) untuk setiap pasang

vi dan v; anggota V adjacent. Jika G = ( V, E ) adalah graph lengkap dan
banyaknya anggota V adalah n, maka G disebut graph lengkap atas n titik.
. Contoh 2.1.2
Pada gambar 2.1.1, graph tersebut merupakan graph lengkap karena setiap
tittknya adjacent dengan titik lainnya. Misalkan titik v, adjacent dengan titik v,
V2~ Vs, V3~ Vs, ¥4 — Vs, Vs — Vg, dan vs — vi. Dengan demikian graph tersebut
. merupakan graph longkap atas 6 tiik.
Definisi 2.1.9 | | o o
Walk dari suatu graph G adalah barisan simpul dan garis yang bergantian, yang
dimulai dan diakhiri dengan simpul. Setiap garis dalam walk menghubungkan

dua simpul, yaitu simpul — simpul yang berada tepat sebelum dan sesudahnya.r

Definisi 2110
Sebuah walk yang semua simpul dan garisnya berbeda disebut path.

Definisi 2.1.11
Sebuah walk yang semua garisnya berbeda disebut trail,

Definisi 2.1.12 7
Trail yang tertutup disebut sirkuit (circuit).

Definisi 2.1.13

Sebuah sirkuit dengan banyaknya simpul yang diulang satu kali (vo = v, )

disebut cycle.
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Contoh 2.1.2

V3 €3 Va
=)
5] Ve €s
Cg E\
S 5 T 3 Va2 €5 Vs
Gambar 2.1.2.

Dengan menggunakan graph pada gambar 2.1.2, maka

(1). W{(vi,v3)=vie; vaegVs€g vy €5 Vs €5 V2 e, v3 adalah walk.

(ii). P(vi,v3)=vi € vaes vses Va3 v3 adalah path.

(iili ). W vy, Vs ) =V &1 V2 €3 Vg €9 V4 €3 V3 €4 Vs €7 Vs adalah trail, |
(i) W (5, V5= Vs 63 Vi €0 Ve €3 V3 05 Vs €7 Ve o4 v; adalah sickuit,
(v). W(v3,v3)=v3e3 Vg€ Vo €2v3 adalah cycle.

Definisi 2,1.14

Graph terhubung (connected graph) adalah jika setiap pasang titik — titiknya

dihubungkan oleh suatu path dan sebaliknya disebut graph tidak terhubung.

2.2. Pohon

Definisi 2.2.1

Pohon ( tree) adalah suatu graph tak berarah dan terhubung (connected) yang

tidak memuat cycle. Untuk selanjutnya dalam pembahasan pohon, titik dalam

pohon disebut dengan simpul (node).

Definisi 2.2.2

Forest adalah suatu graph tak terhubung (unconnected) dan tidak memuat

cycle.



Bab.II Materi Penunjang 8
% - —

Definisi 2.2.3
Simpul dengan derajat satu dalam suatu pohon dinamakan daun (leafy atau
simpul terminal {terminal node), sedangkan simpul dengan derajat lebih dari
- satu dinamakan simpul cabang (branch node) atau simpul internal-,

- Contoh 2.2.1

~Gambar 2.2.1. merupakan pohon dengan 9 simpul. Simpul b, ¢, d, g, daniadalah =~

simpul daun atau simpul terminal, dan simpul 'a, e h adalah simpﬁl cabang atau
simpul internal.
Definisi 224
- ( 1 ): Pohon berarah adalah suatu pohon yang semua garisnya berarah.
(ii ). Suatu pohon yang salah satu simpulnya dijadikan akar ( roor ) disebut
pohon berakar.
Definisi 2.2.5
Jika uv adalah garis berarah dalam suatu pohon berakar, maka v adalah simpul
- orang tua (parent)dari v dan v adalah simpul anak (chilé) dari u. Suatu simpul
dalam (simpul- internal) dari pohon berakar adalah simpul yang mempunyai
~anak,
Dengan demikian setiap simpul dalam pohon berakar kecuali akar merﬁpunyai

satu orang tua tetépi snatu sinipul dapat mempunyai beberapa anak.
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Definisi 2.2.6
(1 ). Jika u dan v adalah simpul dalam suatu pohon berakar, maka v adalah
keturunan (descendant) dari u dengan u # v dan u adalah simpul dari
suatu path tunggal akar r menuju v. Simpul dengan parent sama disebut
bérsdudara (szblmg) |
- { 11 ). Jii:a u édalah.simz.).u.l dan suatu pohon berakar, subpohon dengan akar u
adalah pohon yang terdiri atas u, keturunan u, dan semua garis berarah
dari u menuju yang lainnya.
Definisi 2.2.7 ..
Misalkan T adalah suatu _pqhoﬁ berakar dengan él__kar' 1, maka
(1). Tingkat (Jevel) dari r adalah satu dan tingkat dari simpul v (v # r) adalah
panjang path tunggal darirke v.
(i1). Tinggi (height) atau kedalaman (depth) dari pohon T adalah tingkat
 maksimum dari simpul dalam pohon tersebut dikurangi satu.
(11i). Ancestor suatu simpul adalah semua simpul yang terletak dalam satu jalur

dengan simpul tersebut dari akar sampai simpul yang ditinjau.
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Conteh 2.2.2

o level 1
T olevel 2

level 3

-level 4

© Gambar 222

(1). Gambar 2.2.2 merupakan suatu pohon berakar dengan akar r
(1i ). Simpul child dari r adalah a, b, dan c. simpul parent dari u adalah h dan

simpul grandparent u adalah a. Simpul sibling g adalah h, j, k, m, dan n.

(iii ). Subpohon dengan akar a terdiri atas a, tiga simpul child yaitu g, h, j,'dan, o

tiga simpul grand child yaitu u, v, w, serta garis yang menghubungkan antar
simpul tersebut.

( iv). Dari gémbar. 2.2.2 dapat diketahui bahwa tingkat simpul r adalah 1, tingkat
simpul g, h, j, k, m, dan n adalah 3 dan tingkat simpul v, v, dan w adalah 4.
Dengah demikian tinggi (height) pohon tersebut adalah 3 karena tinggi
maksimum dikurangi satﬁ.

(v ). Ancestor dari simpul v adalah r, a, dan h. |

( vi ). Jika dalam gambar 2.2.2, simpul r dihapus maka akan diperoleh sebﬁah

hutan ( forest) denéan 3 pohon.
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Definisi 2.2.8
Suatu pohon T dikatakan sebagai pohon beraturan (ordered tree) Jjika urutan
hubungan antara satu simpul dengan simpul yang lain sangat diperhatikan.
Contoh 2.2.3

Berikut ini disajikan dua pohon beraturan yang berbeda satu sama lain.

®)
®@ @ o o @ ®

e o- Gambar-2:2:3: Dua pohon beraturan yang berbeda < - ¢ -

2.3. Algoritma

Algoritma berasal dari kata algoris dan ritmis, yang pertama kali
diungkapkan oleh Abu Ja'far Muhammad Ibnu Musa Al Khowarizmi (825 M)
dalam bukunya yang berjudul Al-Jabr Wa-al Mugabla.

Di dalam bidang pemrograman, algoritma didefinisikan sebagai metode
khusus yang tepat dan terdiri dari serangkaian langkah yang terstruktur dan

dituliskan secara sistematis yang akan dikerjakan untuk menyelesaikan suatu

masalah dengan bantuan komputer.

Hﬁbungan antara algoritma, masalah, dan solusi dapat digambarkan scbagai

berikut :

MASALAH |, ALGORITMA | | soLUsI

~ Gambar 2.1.8. Diagram hubungan masalah, algoritma, dan solusi.
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Proses dari masalah hingga terbentuk suatu algoritma disebut tahap pemecahan
masalah, sedangkan tahap dari algoritma hingga terbentuk suatu solusi discbut
dengan tahap implementasi. Solusi yang dimaksud adalah suatu program yang
“merupakan implementasi dari algoritma yang disusun. .
Algoritma yang baik memiliki beberapa kn'terié sebagai berikut :
1. Adanya output

Dalam menﬁe]esaikan suatu permasalahan, algoritma harus memiliki output

- yang merupakan solusi dari masalah yang sedang diselesaikan.

- ..., Efektifitas dan Bfisiensi -

Suatu algoritma dikatakan efektif jika algoritma tersebut dapat menyelesaikan
suatu solusi yang sesuai dengan masalah yang diselesaikan,
Algoritma yang eﬁsien adalah algoritma yang waktu prosesnya lebih singkat
dan penggunaan memorinya relatif lebih sedikit.
| 3.” Jumlah Ia;ﬁgi%ﬁh;l;a‘b;arhing'ga

- Barisan instruksi yang dibuat dalam suatu urutan tertentu, dimaksudkan _agar
masalah yang dihadapi dapat diselesaikan. Banyaknya instruksi atau langkah-
langkah harus berhingga.

4. Berakhir

.Proses_ di dalam niencari penyelesaian suatu masalah harus Berhenti atau ..

berakhir. Hasil akhir yang didapat merupakan solusinya atau informasi tidak

ditemukannya solusi.
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5. Terstruktur
Urutan dari barisan langkah-langkah yang digunakan harus disusun sedemikian
rupa agar proses penyelesaiannya tidak berbelit-belit, sehingga memungkinkan

waktu prosesnya akan menjadi relatif lebih singkat.

2.4. Notasi Big O

2.4.1. Beberapa Konsep Dasar Matematis

Definisi 2.4.1

Apabila b* = n, dengan n adalah bilangan positif dan b adalah bilangan

* positf yang tidek sama dengan 1, maka cksponen % adalah logarima

‘dengan bilangan pokok b, dan ditulis dengan x = log'p 1.
Pada pembahasan analisa algoritma tugas akhir ini digunakan dua jenis

logaritma yaitu logaritma berbasis 10 yang dinyatakan déngan notasi log 1o n atau

log n, dan logéritrna berbasis 2 yang dinyatakan dengan notasi logs nataulgn. . R

Contoh 2.4.1

(1) Karena 10> = 100 maka 2 adalah logé,ritma dari 100 dengan _bilaﬁgaﬁ pokék
10, sehingga 2 = Jog;o 100 atau 2 =log 100

(ii). loggs adalah bilangan x sedemikian hingga bilangan pokok 2 harus

dipangkatkan agar menghasilkan 8 atau 2° = 8, x =3 sehingga log 28 =3.
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Definisi 2.4.2
Misalkan x sebarang bilangan riel, maka
(1). Floor dari bilangan x adalah integer bilangan terbesar yang lebih kecil
atau sama dengan bilangan x, ditulis dengan| x J.
(). Celing dari bilangan x adalah integer bilangan terkeeil yang lebih bosar
atau sama dengan bilangan x, ditulis dengan [ x|,
Contoh 2.4.2
- Misalkan x =2,5 makal2,5]=3 dan| 2,5)=2
' 2.42. Pengertian dan Sifat — Sifat Notasi Big0
Definisi 2.4.3

Diberikan S, hilﬁpunan semua fungsi yang mempunyai domain D. Untuk

D=N dan R yang mewakili himpunan bulat dan Riil. Fungsi f(n) dan g(n)

- anggota S.-Dikatakan bahwa-f{n) = O(g(n)), dibaca ‘f{n) adalah-big O dari -

g(n)’ jika dapat ditemukan bilangan positif ¢ dan ny sedemikian hingga
1)l <c.lgm

untuk semuane Ddann=ng
—— ¢.g(1)
>/ é £t

o

» n

Gambar 2.4.1. Fungsi f(n) = O(g(n))



Bab,1I Materi Penunjang 15

Pada gambar 2.4.1 menunjukkan gambaran dari fungsi f(n) dan g(n) untuk
fin}) = O(g(n)). Notasi O memberikan suatu batas atas untuk suatu fungsi
pertumbuhan. Suatu fungsi f(n) termasuk dalam himpunan O(g(n)) jika terdapat

bilangan positif ¢ dan ng sedemikian hingga f(n) berada dibawah c | g(n)..| )

Penulisan f(n) = O(g(n) berarti bahwa fungsi f{n) merupakan anggota dari O(g(n)) =

atau f(n) € O(g(n)).

Terdapat beberapa cara dalam menentukan notasi big O, diantaranya

dengan menggunakan aturan limit dan teorema d’L Hospital.

~ (i). Penerapan aturan limit untuk menentukan notasi big O.

Aturan limit 'digunakan untuk menentukan kecepafan pertumt;uhan dua
fungsi. f(n) = O(g(n)) atau (o) I<c. l(gm) | jika

lim EAW)

=¢, untuk suatuc € R.
n=>% g(n) o

jika limit dari rasio f(n) terhadap g(n) ada dan tidak sama dengan « maka
pertumbuban fungsi f(n) tidak lebih cepat dibandingkan fungsi g(n). Jika
limitnya adalah co, maka pertumbuhan fungsi f(n) lebih cepat daripada g(n).

( i1 ).Penerapan aturan d’L hospital

Jika lim f(n)=lim g(n) =c0, maka lim _f_(fl_). = lim _f_'@
n=»on0 . n-yx . —>0 g(n) n—>00 g (n)

dengan syarat derivatif dari f dan g’ ada.
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Contoh 2.4.3
(i).Misalkan g(n)=n>/2 dan f(n)=37n2+120n+17. Akan ditunjukkan
bahwa f(n) = O(g(n)) tetapi g(n) # O(fn)).
(i ). Misalkan suatu f{n) = n g n dau g(n) = n’, Akan dltunjukkan bahwa f(n) =
 O(g(n), tetapi g(n) # O(fw). |
Analisa :

( 1) - Untuk membuktikan f{n) = O(g(n)) _digunakan limit dari rasio f(n)

| terhadapg(n).
o I ,
i L00_ iy S 200417 (7 200 34
n—0 g(#) n—w 2 n—wl B p2 L3
fin) _

Karena limit dari rasio f(n) terhadap g(n) ada, maka f(n) = O(g(n)).

- Untuk membuktikan bahwa g(n) » O(f(n))

hm lin = lim

n—0 f(n) (n) n—e0 372 +120n+17 " n—o0 7452 +240n + 34
f( n _

n-—>oo g(n)

Karena limit dari rasio g(n) terhadap f(nj &dalah <0, maka g(n) # O(f(n)).
( 11 ). Untuk menentukan f{n) = O(g(n)) digunakan aturan d’1 hospital.

tim L) -

n—w g(n) n—>o pZ2 now 7

f(n) = lim lge/n = lim -2 karena f’(n)=lg—e
n—)m g (n) nereo | n—»w g n
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maka lim M =
R0 g(z)

Karena limit dari rasio f{n) terhadap g(n) ada, maka f(n) = O(g(n)).

- Untuk membuktikan g(n) # O(f(n)) maka

g(n ) n®
m =~—<= lim ' im
n—w f(7)  n->0 nlgn n—>e0 lgn

8 _ i L gim
n=® fi(p) AIVjge/p NV|ge
. gn) _

Karena limit dari rasio g(n) terhadap f{n) adalah w0, maka-g(n) # O(f(n)).
Teorema 2.4.1
Misalkan f{n) = a,nP+ 2,0+ ... + ain + a adalah fungsi polinomial dan g(n)

= n” maka f(n) = O(g(n)).

Bukti :
Dipilihc=|ap'|+'|ap_.1|+...+]al'|+|ao|dann>1uﬁtukneR.
Maka |f(n)]= ]apnp+ a,,.;np'1+ . +an+ag

< lagP|+] 2! |+ .+ Iaml+ 8]
<laploP+ apa JoP*+ + Jan+ o

< |ap]n‘.’+ lap-lln.*’+...% |a1.ln”+ lao | n?
=(lapl+laps |+ ...+ lay |+ ]ap]) o
=cof . |fm)] =c. ]g(n)|

* Terbukti bahwa f(n) = O(g(n)).
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Teorema 2.4.2

Misalkan S adalah himpunan semua fungsi dengan domain D, dengan D =N,

adaleh anggota-anggota S sedemikian hingga () = O(&(n) dan fin) =
O(g;(n)) maka berlaku :
(2). fi() + fo(n) = O( max { gi(m), @(n)}).
(®). fi(n) . H(n) =O( gx(m) . ga(n)).
Bukti ;
" (). Karena fi(n) = O(gi(n)) dan () = O(gu(n)) maka terdapat o; dan ¢y, ky
dan k; sedemikian hingga jika neD dan n > ky, dan n > ky, maka berlaku:
6 |+ 180 [= 6@ | + o) |
<o g | +e2. ] gm) |
- =c1 gifn) + ca. ga(n)
<c;. max{gy(n), ga(n)}+ ¢, max{gi(n), ga(n)}
- = (ert &) max{g(n), ga(n)}

=c¢. max{gi(n), g(n)}
maka ferbukti bahwa

fi(m) + f5(n) = O(max{gi(n), g(n)}).

(b). Karena fi(n) = O(gl(h)) dan fo(n) = O(2x(n)) maka terdapat c;, ¢;, k; dan
k, bilangan positif sedemikian hingga jika neD dan n > k; maka
|f1(n)l.§ c.gi{n) dan jika n > k; berlaku lfg(n)ls c.gg(n), selﬁnjumya

pilih k = max(k;, k;) dan ¢ = ¢.c; maka:
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| (e l= [t ] | Hm))
<o lg@m).co |gm]
=c. |gin). gm)]
sehingga fi(n) . f(n) = O( gi(n) . gx(n)) terbukti.
Contoh 244 - |
Jika suatu fungsi fn)=3n"+2n" merupakan fungsi dari waktu tempuh suatu

algoritma maka big O nya adalah n’, yang dinotasikan f{(n) = O(n’).

- Analisa..

| Bér_dasark_ap definisi 2.4.3 _bahWé jik_a f(n) = O(n*) maka ak.ﬁnr terdapat dua
konstanta bulat positif ¢ dan ng yaitu :
f(0)=0—>n=0,danf(1)=5—>c=35.
Sedemikian hingga berlaku 3n°+2n® < 5n° untuk setiap n = 0.
 Jadi terbukti bahwa big O dari f(n)=3n+2n’ adalah n’ yang dinotasikan
sebagai f(i) = O(n%).
2,5, Running Time
Pada suatu analisa algoritma untuk menentukan kecepatan prosesnya
digun_akan istilah running time (wakty tempuh) dan dinotasikan dengan T(n).
Proses suatu algoritma di dalam mencari solusi dari suatu masalah memerlukan

waktu tertentu.
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Adapun hal-hal yang mempengaruhi running time adalah :

(i). Banyaknya laﬁgkah
Makin banyak langkah atau intruksi yang digunakan makin lama running
time yang dibutuhkan dalam proses tersebut.

(i1). Besar dan jenis input data

Ukuran besar serta jenis input data yang digunakan akan sangat berpengaruh

pada proses perhitungan.

(iii).Jenis operasi

Waktu tempuh juga dipengaruhi oleh jenis operasi yang digunakan. Jenis ‘

. opefési tersebut n.l.e'l'iputi opérési ;é}i-ﬁ.hetikas operasi nalar atau logika.
(1v). Komputer dan kompilator
Faktor ini di luar dari rancangan atau pembuatan algoritma yang efisien, dan

lebih mengacu pada sistem komputei' yang digunakan.

 ~Dalam melakukan analisa algoritma terdapat tiga hal yang sering digunakan,

yaitu
(1). Worst case running time
Suatu keadaan ‘terburuk’ dari proses di dalam suatu algoritma, sehingga
waktu yang ditempuh oleh algoritma tersebut adaia.h waktu yang maksimum.
(2). Average case running time
Analisa waktu rata-rata yang digunakan untuk melaksanakan al goritma. Akan
tetapi hal ini tidak sering digunakan, karena adanya kesulitan dalam
menenmkan suatu data yang seciu‘_a umum dapat_mewékili keadaan rata-rata

data yang digunakan.
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(3). Best case running time
Suatu keadaan ‘terbaik’ dari proses di dalam suatu algoritma, sehingga waktu

yang ditempuh oleh algoritma tersebut adalah waktu yang minimum.

Selanjutnya dalam menentukan running time suatu algoritma dipergunakan
’:worst. case fuﬁni_ng t:lme, hal 1n1 bcr&asark@ pada “bebé_rapa alasan yai_‘-cu_“: | “
(1). Worst case running time merupakan waktu maksimal yang dibutuhkan suatu

algoritma dalam menyelesaikan masalah.

(2). Worst case running time dari suatu algoritma merupakan batas atas dari

_ tunning time. Dengan demikian akan memberikan suatu jaminan bahwa -

lgoritma yang digunikan mempungai sk proses.
(3). Untuk beberapa algoritma, worst case running time merupakan kejadian yang
sering terjadi. Sebagai contoh, dalam proses pencarian suatu data base untuk
mendapatkan suatu informasi, worst case running time selalu terjadi ketika
~informasi yang dibutuhkan tidak berada dalam data base.

Karena suatu algoritma mempunyai ciri-ciri khusus yang mungkin berbeda
satu sama lain, maka dibutuhkan kemampuan untuk mengidentifikasi algoritma
secara signifikan. Walaupun demikian, diperlukan suatu kerangka utama dalam
menganalisa suatu algoritma sehingga memberikan kemudahan dalam melakukan
analisa.

Dalam melakukan analisa algoritma digunakan suatu aturan umum vang
dapat menjederhanakan perhitungan dalam menentukan running time, yaitu

- perhitungan hanya dikenakan pada suatu loop atau iterasi dari algoritma.
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Aturan-aturan yang diperlukan dalam melakukan analisa algoritma adalah:

(1). Loop

Running time dari suatu loop adalah jumlah iterasi yang dilakukan umtuk

menyelesaikan statemen-stetemen dalam loop.

(2). Loop berkalang

Jika dalam suatu algoritma terdapat loop berkalang, yaitu loop yang berada
dalam loop, maka yang menjadi pedoman adalah loop yang terdalam. Dan

running time-nya adalah hasil dari perkalian ukuran semua input pada loop

cyangdiselesaikan. ..o

(3).

Statemen berurutan
Apabila terdapat statemen berurutan, maka penentuan running time-nya

menggunakan running time maksimal dari running time yang ada. (sesuai

- dengan teorema 2.4.2.1)

@

Keadaan if-then-else
Untuk suatu penggalan algoritma : if (kondisi) then $, else S,
Running time dari keadaan it-then-else tidak akan melebihi dari running time

test kondisi ditambah dengan running time terbesar dari S, dan S,.
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2.6. Pohon Biner

Salah satu jenis pohon yang yang sering digunakan dalam struktur data
adalah pohon biner. Dalam bagian ini akan dibahas mengenai pengertian pohon
biner, beberapa karakteristik khusus pohon biner dan sifat-sifat pohon biner,
2.6.1. Konsep Dasar

Definisi 2.6.1
Pohon biner adalah himpunan terbatas simpul-simpul yang kosong atau

terdiri atas sebuah akar dan dua subpohon yang saling asing yang disebut

- --dengan subpohon kiri dan subpohon kanan, -+

Dalam hal ini istilah subpohon dapat disebut juga cabang untuk
| pembahasan selanjutnya istilah cabang kiri untuk menyatakan subpohon kiri dan

cabang kanan untuk menyatakan subpohon kanan.

 Sesuai dengat__l ,deﬁnisi,,,pohon biner, terdapat tiga Jjenis karakteristik khusus -
dari pohon biner, yaitu:
“(1). Setiap simpul paling banyak hanya memiliki dua buah anak; dengan kata lain
derajat tertinggi dari setiap simpul dalam pohon biner adalah dua.
(2). Dalam pohon biner dibedakan antara cabang kanan dan cabang kiri.

(3). Pohon biner dimungkinkan untuk memiliki simpul-simpul kosong.
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Berikut ini adalah ilustrasi dari beberapa pohon biner yang mungkin terjadi.

_(1)_ (2)_ __.(3) _ ~ (_4).
Gambar 2.6.1.

Pada gamﬁar 2.6.1., pohon biner (2) dan (3) menurut definisi adalah
berbeda, karena pada pohon biner (2) memiliki cabang kiri kosong, sedangkan
pohbn Biﬁer (3) memiliki cabang kanan yang ic_qspr_xg.
Pengertian daun , ayah, anak, tingkat (level), tinggi dan derajat yang berlaku
dalam pohon, juga l;erlaku dalam pohon biner. berdasarkan bentuk strukturnya
pohon biner dapat dibedakan menjadi dua bagian, yaitu :

(1). Pohon biner lengkap (Complete binary tree)

~ Pohon biner lengkap bertingkat i adalah sebarang pohon biner yang semua

daunnya terdapat pada tingkat i dan semua simpul yang bertingkat lebih kecil

dari i seialu memiliki cabang kanan dan kiri.



Bab.Il Materi Penunjang 25

Pada gambar 2.6.2., menunjukkan pohon biner lengkap tingkat 4, tetapi bukan

pohon biner lengkap pada tingkat 5.

A level 1

@ | _- ._ ".'level'z

(D © B @ eas

. “’. ‘§ | (T) it) level 5

Gambar 2.6.2,
(2). Pohon biner miring (Skeﬁed—binary-tree) :
Pohon biner miring adalah pohon biner yang banyaknya simpul dalam cabang
kiri tidak seimbang dengan banyaknya simpul dalam cabang kanan.
Pada gambar 2.6.3.(a). menunjukkan pohon biner miring ke kiri dan (b).

miring ke kanan.

(b)
Gambar 2.6.3.
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2.6.2. Sifat-sifat Pohon Biner
Dalam bagian ini akan dibahas jumlah maksimum dari simpul-simpul pohon
biner dengan ketinggian b dan hubungan antaia jumiah simpui daun dan jumiah
dari simpul-simpul berderajat 2 dalam pohon biner,
Lemma 2.5.1
(1). Jumlah maksimum dari simpul-simpul pada tingkat (level) i dari pohon
biner adalah 2! , dengan i > 1

(2). Jumlah maksimum dari simpul-simpul dalam pohon biner dengan

Buldti ;
(1). Proses pelﬁbuktian dengan induksi matematis.

- Basis induksi
akar pohon biner berada dalam tingkat i = 1, dengan demikian jumlah
maksimum simpul pada tingkat i = 1 adalah 2"'=2"1=0%1.

- Hipotesis Induksi
misal i adalah sebarang bilangan inteper positif lébih besar dari 1.
Asumsikan bahwa jumlah maksimum simpul pada tingkat i adalah 22,

- Langkah Induksi
jumlah maksimum simpul pada tingkat i-1 berdasarkan hipotesis
induksi adalah 2*2. Diketahui bahwa setiap simpul pada pohon biner
memiliki derajat maksimum 2. Dengan demikian jumlah maksimum

siﬁpul—simpul pada tingkat i-1 atau 2",
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(2). Maksimum jumlah dari simpul simpul pada pohon biner dengan
ketinggian h adalah

I i
Z (maksimum jumlah simpul-simpul pada tingkat 1) = z 27 =2k g
(23 i=1

 Lemma 2.6.2
Diberikan suatu pohon biner tidak kosong T, jika np adalah jumlah
maksimum dari simpul-simpul daun dan n, adalah jumlah simpul-simpul

berderajat 2 maka ny=n, + 1.

Misall_c'ari m adalah_ jﬁmlah 'simpu_l_-si__mpul_:'B_e'rderajat 1 dan n jumlah tdtal_ dari
simpul. Diketahui semua simpul-simpul dalam T paling banyak berderajat 2,
maka :

n=mng+n+n .. (2.6.1).
Jika dihitung jumlah cabang-cabang pada pohon biner, maka akan didapat
setiap simpul kecuali akar memiliki sebuah cabang sebelumnya. Jika B adalah
j.umlah cabang-cabaﬁg, maka n = .B + 1. Apabila dikétahui semua cabang
berasal dari derajat satu atau dua maka diperoleh B = n; + 2n,. Karena itu
diperoleh :

n=B+1=m+2m+1 ..{2.6.2)

| Dengnan mensubstitusikan persamaan (2.6.1) terhadap persamaan (2.6.2)
diperoleh :
| ptmtm=n=n+2n+1

np=m + 1.
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Contoh 2.6.1
Pada gambar 2.6.2, pohon biner tersebut memiliki jumlah simpul daun ny =

10 dan jumlah simpul-simpul berderajat dua adalah n; = 9.

Dari lemma 2.6.1.(2). dengan mudah dapat diketahui bahwa ketinggian
~ dari suatu pohon biner lengkap dengan simpul-simpul adalah [ 1g (n-+1) ]
2.7. Pohon Pencarian Biner
2,71, Konsep Dasar
Definisi 2.7.1
Pohonpencarlan ‘biner - adalah rp'ohoh- bmeryang koééng atau setlap B
simpulhya memuat sebuah kunci dan memenuhi sebégai berikut : |
(1). Kunci dalam subpohon kiri pada sebuah simpul (jika ada) lebih kecil
dari kunci simpul akar,
~(2). Kunci dalam subpohon kanan pada sebuah simpul (jika ada) lebih besar
dari kunci simpul akar.
(3).” Subpohon kiri dan subpohon kanan dari akar merupakan pohon

pencarian biner.

Suatu pohon pencarian biner adalah suatu pohon biner dengan kunjungan
secara inordernya akan memberikan urutan data yang sudah terurut menurut key.
Untuk pembahasan seianjuﬁiya _istilah Subpohon diubah menjadi cabéng. Dalam
pohon biner tersebut, setiap simpul berlaku Bahwa nilai key data di kiri lebih kecil
dari nilai key data pada sin_'_xpul tersebut dan nilai data pada siﬁ1pul tersebut lebih

kecil dari nilai data dari cabang kanan,
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Secara umum suatu key pada pobon pencarian biner selalu memenuhi aturan
pohon pencarian b'iner, yaitu

Diberikan simpul x pada pohon pencarian biner. Jika y simpul di cabang

kiri dari x, maka key [y] < key [x], jika y adalah simpul di cabang kanan

darix maka key[x] <key[y]. - -

Suatu key dalarﬁ inohoil pen@an bin.er ;ﬁempunyai field (medan) left, right
dan p yang berkorespondensi dengan cabang kiri, cabang kanan, dan orang tua
(parent). Jika anak atau orang tuanya tidak ada maka mempunyai nilai NIL. Akar

simpul adalah satu simpul pada pohon dengan orang tuanya bernilai NIL.

(a) | (b)
Gambar 2.7.1.
Suatu pohon pencarian biner seperti pada gambar 2.7.1 (a) mempunyai akar

4, sedangkan key 1, 2, dan 3 terletak pada cabang kiri karena tidak lebih besar dari

4. Untuk key 5, 6, dan 7 terletak p_'cida cabang kanan karena tidak lebih kecil dari

4. Aturan yang sama juga berlaku untuk setiap simpul pada pohon gambar
2.7.1.(b) yang r_nembentuk pohon biner miring karena key 2, 3, 4, 5, dan 6 tidak
lebih kecil dari 1, sehingga pohon biner tersebut hanya mempunyai cabang kanan

dan cabang kiri NIL.
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2.7.2. Running Time Pohon Pencarian Biner

Dalam bagian ini akan ditentukan running time untuk proscs pencarian

pohon biner lengkap dan rata-rata kecepatan proses pencarian pohon biner dalam

menentukan data key k.

Untuk  melakukan analisa running time pencarian pada pohon biner,
ditambahkan simpul-simpul tambahan di tempat-tempat dari pointer cabang yang
berharga NIL. Pada pohon biner, simpul-simpul tersebut adalah daun. Untuk

membedakan simpul tambahan dari simpul asli pohon biner maka simpul biner

yang ashi di-beri tanda lingkaran sedangkan simpul tambahan-diberi tanda-kofak- - -

Simpul yang ashi-disebut simpul dalam (infernal node) sedang simpul daun

tambahan disebut simpul luar (external node). Pohon biner yang mempunyai

simpul-simpul tambahan disebut pohon biner yang diperluas.

O

(a) | (b)
Gambar 2.7.2.
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Secara umum suatu pohon biner dengan n buah simpul dalam akan
mempunyai n + 1 buah daun. Selanjutnya untuk memudahkan analisa perhitungan
kecepatan pada pohon biner didefinisikan besaran-besaran berikut. Panjang path
luar dengan E adalah jumlah dari panjang path dari semua daun pohon biner.

~ Dengan cara yang sama, didefinisikan panjang path dalam dengan I adalah jumlab
semua ﬁath simpgl déléfn padé suatu pohon bi'ﬁér. | N |
Contoh 2.7.1
Pada gamba.r 277__.2 (a), diperoleh
o I=0+1+1+2=4
Wﬁ.%-2+2+2+3+3= 12
dan pada gambar 2.7.2.(b), diperoleh
[=0+1+1+2+2+2+2=10
E=3+3+3+3+3+343+3=24
‘Secara umum pada ﬁoﬁoﬂ biner berlaku hubungaﬁ
E=1+2n ; n=banyaknya simpul dalam dari suatn pohon biner
Suatu pohon pencarian biner miring ke kiri dengan n simpul dapat

diillustrasikan dibawah ini : ®

@,

O
O/ h h=n-1
=1

e

Gambar 2.7.3, 1
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Pohon pencarian biner yang miring ke kiri atau ke kanan dengan memiliki n
simpul akan mempunyai panjang path yang sama dengan ketinggian pohon
pencarian biner (n—1).

Untuk suatu pohon pencarian biner yang miring ke kiri atau ke kanan saja

~ dengan n simpul pada gambar 2.7.3., maka jumlah path dalam dan jumlah path.

luar adalah -
(1). Jumlah path dalam pohon biner miring ke kiri adalah

I=0+1+2+ ... +n-1

o=l n(a-1) -
I= ¥ j=—mt

T(n)=0(x?).

( it ). Jumlah path luar pohon biner miring ke kiri adalah

-1
E=l+2n=20"1 oy . g_R0O+3)

2 2
“T@)=0(n*).

Dengan demikian running time untuk pohon pencarian biner miring ke kiri
atau ke kanan adalah O( n* ), dengan n adalah Jumlah simpul pada pohon

pencarian biner tersebut.
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Suatu pohon pencarian biner seimbang dengan n buah simpul dapat
ditlustrasikan seperti gambar 2.7.4. di bawah ini :

Panjang Simpul

path - dalam
0 1
1 2
2 4
i 2

Gamber 2.7.4.

Berikut ini akan dibahas hal — hal yang erat kaitannya dengan proses
perhitungan running time pohon pencarian biner :
(i :level atau tingkat pohon biner
27! : jumlah simpul pada level ke-i
21 jumlah.simpul. pada pohon biner
j : panjang pafh pada pohon biner
2 :jumlah simpul pada panjang path ke-j
Jika 2 "' =2 makai—1=jatauj+ ! =i Dengan demikian jumlah

simpul pohon biner pada panjang path ke-j adalah n =21 — 1
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Untuk suatu pohon pencarian biner yang seimbang dengan n simpul pada
gambar 2.7.4. , maka jumlah path dalam dan path luar adalah
(1). Jumlah path dalam pohon pencarian biner seimbang dengan n simpul adalah

I=(0x1)+(1x2) + (2x4) + (3x8) + ... + (jx2)
I=i11'.2i=(j—1).2j"'1 +2, i=123,....]
s S 373

Jika diketahui n = 2" - 1 dan n+1 = 2*! maka dengan menggunakan
logaritma basis 2 akan diperoleh lg(n+1) =j+1 atau j = lg(n+1)-1.
Dengan demikian akan diperoleh :

o =(lgn+)-2)(m+h+2 | |
= (m+1).1gm+1) - 2n

I=(n+1}lg(n+1)-2n ;untuk n adalah banyaknya simpul pohon biner
(i1)- Jumlah path luar pohon pencarian biner seimbang dengan n simpul adalah

E=I+2n

E=(n+1)lgnt1)-2n+2n

E = (n+1).1g (n+1)
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Berikut ini akan dibahas mengenai proses penentuan running time pohon

pencarian biner dengan menggunakan sifat — sifat notasi big O.
Misalkan f; (n) = (n+1)1g(n+1) - 2n+ 2 ; £, (n) = (ot+1).lgm+1); g(m)=nlgn
(1). Untuk f; (n) = O(g(n)).

lim Sim) = lim (mr+D)Igr+1)=2n -
n—>0 g(n) n—o nlgn

m filn) _ lim | 7187, nlg+1/n)  lgn Llg+1/my  2n
n—wo gn) r—w\ nlgn nlgn nlgn nlgn nlgn

lim Silm) _ fim 1+1g(1+1/n)+_1_+1g(1+1/n)_ 2
n—w g(n) now lgn n nlgn nlgn

S140+0402021
n—o gn)

karena fi (n) = I, maka running time untuk jumlah path dalam pohon

pencarian biner adalah O(n.1g n).

(ii). Untuk £ (n) = O(g(n)).

tim 21 _ i lim
a0 g(n) 730 n—s

lim f](n)= lim n.Ign+nlg(I+l/n)+ lgn +Ig(l+1/n)
n—w g(n} n—oo{ nlgn nlgn nign nlgn

((n +1).1g(n +1)] _

(n+D(lgn+1g(1+1/n))
n l_gn

rlgn

lim —_-ufl(n): lim l+—-—--—lg(1+1/n)+l+-———~lg(l+1/n) =1+0+0+0
n—w g(n) n—o nlgn n nlgn

lim M:]
om0 gln)

karena £; (n) = E, maka running time untuk jﬁmlah path luar pohon

pencarian biner adatah O(n.ig n).
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Kedua aturan 1 dan E sangat menentukan kecepatan rata-rata algoritma
pencarian. Rata-ra.ta kecepatan pencarian yang berhasil menemukan data akan
sama dengan I dibagi dengan jumlah simpul dalam, sedangkan kecepatan rata-rata
pencarian yang gagal akan sama dengan E dibagi dengan jumlah daun, jadi :

- Kecepatan rata-rata pencarian yang berhasil =I/n

- - Kecepatan rata-rata pencarian yang gagal = E/n+1

(1). Bila diketahui running time untuk pohon pencarian biner miring adalah

[=0(n*) dan E=0O(n?).

Maka dapat ditarik kesimpulan :

- Kegépa._féan rata —_7rat_a pencarian j'aﬁg berhasil pada pohon pénéarian biner
miring adalah I/n = O(n).
Dengan demikian running time-nya adalah O(n).

- Kecepatan rata — rata pencarian yang gagal pada pohon pencarian biner
miring adalah E/a+1 = O(n).
Dengan demikian running time-nya adalah Q{n).

(ii). Bila diketahui running time untuk pohon pencarian biner seimbaﬁg adalah

I=0(nlgn) dan E=0(n.lgn).
Maka dapat ditarik kesimpulan :

- Kecepatan rata — rata pencarian yang berhasil pada pohon pencarian biner
seimbang adalah I/n = O(n.1g n).

Dengan demikian ranning time-nya adalah O(lg ).
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- Kecepatan rata — rata pencarian yang gagal pada pohon pencarian biner
seimbang adalah E/n-+1 = O(lg n).

Dengan demikian running time-nya adalah O(lg n).

Dari proses analisa algoritma diatas, untuk struktur pohon yang lengkap rata-
rafa pencarian yang berhasil atau tidak berhasil adalah O(lg n), sedangkan untuk
pohon yéng miri'ng' tata — faté ;ier.lcarian. y.éng berhasﬂ afﬁﬁ tidak édélah O(I‘.l).. |
Sehingga dapat dikatakan bahwa struktur pohon yang lengkap lebih baik untuk

pencarian data dibandingkan dengan struktur pohon yang miring.






