BABII

MATERI PENUNJANG

2. 1. ALJABAR BOOLEAN
Alj abar Boolean vang merupakan suate penurunan dari ide aljabar
himpunan adalah suatu bentuk struktur aljabar dari himpunan B terhadap operasi

gabungan, irisan serta komplemen.

Definisi 1
Sﬁ_atu_ Aljabar Boolean (B, »,—) adalah himpunan B dengan duﬁ op_efa_gi ﬁiner
disjungsi (U) dan konjungsi () serta satu operasi uner komplemen (-) yang
memenuhi aksioma-aksiéma untuk x,y,z elemen B sebagai berikut :
1. Sifat Assosiatif
x(yz) = (xy)z dan
x Uy vz)=(x uy) uz
2. Sifat Komutatif
X.y = y.x dan
X Uy=y Ux
3. Sifat Distributif
x(y ui) =x.y wx.zdan

X U(y.2) = (x Uy)x UZ)

- 4--Ada elemen noi.(O) dalam B sedemikian seh.ing.ga x w0= x;. dan .ada‘eleme_n e

unit 1 dalam B sedemikian sehingga x.1 =x dimana 0= 1.
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2.1.1 ELEMEN ALJABAR BOOLEAN

Definisi 2
Pada umumnya dua elemen Aljabar Boolean adalzh himpunan B; = {0, 1} yang
terdiri angka nol dan 1 (satu) yang mempunyai sifat bersama dengan operasi

disjungsi (\J), konjungsi (» ) dan negasi (-}.

Dalam kaitannya dengan aljabar boolean B, diberikan aksioma dasar serta
sifat dasar dan aljabar boolean dengan mengambil x,y,ze B, sebagai berikut :
1. 0U0=0,01=1U0=1U1=1
oy FeiT=0
3. 00=01=10=0,00=0.11=1
4, Untuk x € B; maka berlaku

x\UJ0=x xx =0

5. 0=l
6. Sifat komutatif untuk x, y € B,
xUy=y Ux
Xy = yx
7. Sifat-sifat assosiatif untuk x, y, z € B2
xUy) Uz =xU(yJ2)
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8. Sifat Idempotensy

xUx =x
XX =X
Bukti: x =x.1 x=x0
=x(x\J X) =xUx X
0 UxUT)  =xUx) U(xUT)
=xx\J0 =xUx .1
=XX =xUx

9. Sifat keunikan komplemen
Jikax\Uy=1ldanxy=0makay= X
. Bﬁ_kti S
(1 y=y\o
=yUEX)
=y\Uxy\x)
=1y X)
y =yUx
@)X =%U0
=xUxy)
=\ X)Xy
=1(x Uy)
=Y

19. Sifat absorst

XUy =x

(x\Jy)=x -




11.

Bukti :
Ambil x #y sehingga X =y
x\Uxy =xUxX
=x\J0
=X
”keﬁiudiah dibuktikan uﬁtuI; .x.=. y Sehingga
xUxy =x\U XX
=x\Ux
=x  terbukii
Sifat absorst Boolean
xQ Xy= *Uy
X(X\Jy) =xy
untuk x, v, z adalah eie;‘nen—eiemen pada B,
Bukti
a. Ambil x #y maka X =y sehingga
| xUXxy=xUyy | |
xUXy=xUy
Kemudian jikax =y makaxUXy=xUy=xXUXx=xU0
x\JJ0 = x dan dari sifat Idempotensy
=xUx=xUy
b. x(f Uxy) =xX Uxy (dan sifat dist;_‘_ibusi)_
e EOUXY




12. Sifat Demorgan

1. (Oy)=xxux ¥

Dari sifat keunikan komplemen dan diasumsikan bahwa (x U y): X ¥y

adalah benar. Sehin_gga harus dibuktikan;

L Uy v (xuy)=1
xkUYUXT=1
xUNUD U UT)=I
GFuyux)xuwuyuy)=l
Iuyxu =1
I.1=1

2. (x Uy (xUy)=0
xuyxy=
x XY U yRy)=0
g wo=0

Jadi terbukti bahwa (x W) y): Xy

Untuk bukti Xy =X ¥ digunakan analogi dari bukti diatas. .



Definisi 3
Dalam Aljabar Boolean B, didefinisikan

X <y jika dan hanyajikax uy=y

Theorema 1
Untuk sembarang aljabar boolean B; maka berlaku
x <y jika dan hanyajikax y=y
Bukti =
Jikax <ymakaxy=y
D.iaét.lm.s.ikan bahﬁva X <y maka dari dgﬁ__rlisi 3
- xy=x(x wy)
SXX UNLY
=X UXY (berdasar sifat absorbsi boolean)
=X
Jadi terbukti bahwa x.y = x
<
Jikaxy=xmakax Sy
Diasumsikan x.y = x maka dari definisi 3
X UYy=xyuy (berdasarkan sifat absorbsi boolean)
=Yy
Karena x Wy =y maka menurut definisi 3 berlaku x <y

Terbukti

= - Keisternawaan dari- By "'adalah"da_pat'-dinyatakan dalam bentuk antmatika~— -

yaitu:



xUJy=x+y-xy eeere et en 1)
X=1-X e, 2)

Persamaan 1) dan 2) membawa akibat sebagai berikut :

Xy=1-Xy e 3)

2.1.2. FUNGSI BOOLEAN
Definisi 4

Suatu fungsi Boolean f didefinisikan sebagai suatu pemetaan

Yaitu suatu fungsi yang setiap variabel dan harganya pada B,.

Contoh 1

10

Diberikan fungsi Boolean dengan 3 tupel flx, y, z) = x\wyZdapat dinyatakan

dengan daftar berikut :

Dafiar 1
X y z fix, v, 2)
0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 R 1
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Definisi 5
Misalkan B, adalah suatu aljabar boolean, suatu pernyataan boolean E didalam B,
didefinisikan :
1. O dan 1 adalah pernyataan boolean.

: x%,x? yeanes ,xh , xg adalah pernyataan boolean

[ L8]

3. Jika E, dan E; adalah pernyataan boolean maka E; UE,, E E; dan E 1. E, juga

merupakan pernyataan Boolean.

Contoh 2
- Dengan menggunakan notasi- Boolean x* = X dan x' = x didapatkan- pernyataan-
Boolean untuk daftar 1 (baris 1, 3, dan 5) sebagai berikut :

Xyz =Xyz

Theorema 2

Setiap fungsi Boolean f dapat dituliskan dalam bentuk

flx1... %) = U oy, o)Xt 5)
Tymily .

Dengan U merupakan disjungsi yang meliputi 2° nilai (o y,...,¢t,) € B} yang

oy,

mungkin,

. Bukti:

Dengan menggunakan rumus x” = X, danx' = x dan 0 = 1 dan T =0 maka untuk

“&p eBt
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I jka o=p
0 jtka a=p

of =

sehingga (o 1,...,,) € By maka didapatkan

1 pka x,=0,,.,X,=Q

0 yang lain

karena o= maka didapatkan x; =f,..., xo =Pa dan disubstitusikan pada
persamaan (5) diperoleh

RB 1B 1P BaP =B, B

Terbukti.

2.1.3. FUNGSI PSEUDO BOOLEAN
Pada prinsipnya fungsi Pseudo Boolean adalah Tdentik denga fungsi
Boolean, yaitu nilai dari setiap variabelnya berupa Boolean, tetapi harga dari

fungsinya berupa Real.

Deﬁliisi.lls
Misal R adalah himpunan bilangan Real, suatu fungsi Pseudo Boolean
didefinisikan sebagai suatu fungsi
F: B} - R

Yaitu suatu fungsi berharga real dengan variabel Bivalent.

- Theorema3.

Setiap fungsi Boolean f dapat dituliskan dalam bentuk



flxy,... %) = Z Cai...an Xlal,---,xnan

Dengan Y meliputi 2" nilai (oy,...,0t,) € B} dan koefisien

Ry By

C(I.l....‘Of.n= f((a[,,an)

Bukti :

Dengan menggunakan rumus x° = X, danx' =x dan 0 =1 dan 1 = 0 maka untuk

a,p €B,;

1 jika a=p

P =1 |
0 jika =P

sehingga (ot 1,..., %) € B, maka didapatkan

1 jika x,=da,..x,=a

n o

0 yang lain

karena o= maka didapatkan x; =B,..., x, =B, dan disubstitusikan pada

persamaan (6) sehingga

CBi..pn BlBl BB“ ftBI, Bn)

Terbukti.

Contoh 3

Diberikan fungsi Pseudo Boolean f{x;, Xz, x3) yang didefinisikan seperti pada

daftar 2 sebagai berikut :
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Daftar 2

X1 X2 | X3 f(x1, X2, X3)

0 0 -5

0 0 -1 0

0 1 0 0

- 0 1 | 0

1 0 0 3

1 0 1 3

I 1 0 1

1 1 1 6

Dari daftar 2 dan theorema 3 maka dapat dituliskan fungsi pseudo boolean sebagai

: be;‘ikut :
f(x1, %2, X3} =-5%1X2X3- 3 X2X3+ 8 X X2%3 + 6 Xp2X3
Atau dengan mengingat X = 1 — x fungsi pseudo boolean diatas dapat juga
dituliskan sebagai bertkut :
(X1, X2, X3) =~5X1X2X3- 351X 2 X3+ 8 X1 Xaxs + 6 X123
C =51 )(1-%2)(1-x3)) — 30a(1-xaX1-x3)) + (x1(1-x2)x3) + 6 X1 %223
= -5(1-xz-X3FHX2X3-X1HX1 X2 X1 X3-X1 X2X3) — 3(xl-x1x§-x;X3+x1X2xs)
+8(X X3-X1XzX3) + 6 XXzX3
= 255X H5x3-5%2%3 5% - 5K 1 X2- S X X S X xa—3 X 3 X2 H 3K X3
=3 Kokt Bxy s -8y + 6 wpaXa
=5+5%2F5X3- X X3 H2 % -2 Xo HOX X3
= ek )2 (1t 6xexs

=5%X2X3+2.X1X 2+ 6X1X;3-




15
Sehingga fungsi Pseudo Boolean diatas dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai
berikut :

f{x1, X2, X3) =2 X1 X2 + 6X1X3 - 5X2 X3

2.2. PERSAMAAN DAN PERTIDAKSAMAAN LINIER PSEUDO
BOOLEAN |

2.2.1. PERSAMAAN LINIER PSEUDOQ BOOLEAN

Bentuk umum dan persamaan linier Pseudo Boolean adalah ;
aiz1 bz tagza+ bzt Fagz tbhZa=k T
_dengana, bj(i=1, 2, .., ﬁ) dan k adalah konstanta, merupakan bentuk umum
dari persamaan linier pseudo boolean dengan z; ...z, sembarang.

Untuk menyelesaikan persamaan (7) tersebut diberikan langkah
penyelesaian sebagai berikut :

Untuk masing-masing i diberikan

z, jka a,>b,

1

X = ) ) Aremmans 8
o Z; jika a; <b, ®

kemudian a;z; + b; Z ; diubah menjadi

. (a,—b;)x,+b; jika a,>b;,
az+hz;= L e &)
(b; —a;)x; +a; jika a, <b,

maka persamaan (7) menjadi

e teet Lo =d - - - (10)

dengancy, ¢;, ... ¢,,dadalahkonstantac;>0(i=1,...,n)



16

Dan dengan mernurutkan secara menurun diasumsikan bahwa

CLZ2C2C2Ch...20>0

Untuk menyelesaikan persamaan (10) dan dengan melihat bahwa

Cl2¢C=C = Cq...

> ¢, > 0 maka digunakan sistematika penyelesaian

sebag_éi berikut :
No Masalah Kesimpulan
1 d<0 Tidak mempunyai penyelesaian
2 d=0 Penyelesaian tunggal x) =x; =.=x, =0
3 d > 0 dan 0d % d
cp2.2¢cy>d2 2.2c¢, |X1=X2==Xp=0dan L CiXj=
1 ‘p Cp+1 n P jmptl 7]
4 d>0dan _ - 1. Untuk setiapk=1,2,...p; x=1
C1=.=¢Cp= d> Cp+l Z..2Cq X] == X = Xgg] == Xg = 0
o ' ‘2. - Penyelesaian lainnya (jika ada)
X{=%X)=.=%Xp=0dan X c¢xj=d
j=p+l
5 |d>0, ¢ <d(i=1,2,.,n) dan
n Tidak mempunyai penyelesaian
ZCi <d
i=1
6 |d>0, ¢ <d(i=12,.,n) dan
n Penyelesatan tunggal x; = x5 =..=x, =1
Zci =d .
i=1
7 1d>0, ¢; <d{i=1,2,...,n) dan |Penyelesaiannya adalah
n 1 ' n
2¢; >d dan ¢ <d xp=1dan X ¢jxj=d-¢;
i=1 i=2 =2
8 |d>0,c;<d(i=12,.,n) dan| Penyelesaiannya X =1 dan
n n n .
2c; >d dan Ze; 2d 2 exj=d-g
i=1 i=2 =2
n
atau x; = 0 dan X cjx;j=d
. : =2

7...7”7Tabelrl. o —— -

| ( 'Dikutip dari buku Boolean Methods in Operations Research, Peter L.
- Hammer, 1968)




17
2.2.2. PERTIDAKSAMAAN LINIER PSEUDO BOOLEAN

Bentuk umum dari pertidaksamaan linier pseudo-boolean adalah :

a,z,+b|§1+...+anzn +b.n5u>h ................................. (12)
atau

a4z +b1;i+...+aqzn %bninz_k_ JEETTTTRTRI PN e (13)
dengan a;,b;,h,k = konstanta, i = 1,2,...,n untuk setiap i serta diasumsikan bahwa
a; = by

Tika pertidak_samaannya berbentuk < dan < maka masing-masing
pertidaksamaannya dikalikan dengan (-i). Pada dasarnya penyelesaian
p.e“rtidaksa.maaln ﬁﬁier pseudo-boolean adalah sama dengan persafnaén linier
pseudo-boolean. Yaitu tidak mengikuti semua kemungkinan 2" yang ada, tetapi
mengikuti sistematika yang akan didefinisikan seperti pada persamaan linier
pseudo-boolean. Dalam hal ini hanya dibatasi untuk pertidaksamaan (13), dan
penyelesaian yang dihasilkan akan dikelompokkan kedalam “Keluarga

Penyelesaian”.

Definisi 7
Misalkan $=(z;,...,z.) sebagai penyelesaian dari (13) dan I sebagai kumpulan
indek I <{1,2,...,n}. Misalkan juga > (S,I) sebagai kumpulan semua nilai

(z1,....Z,) €Bjyang memenuhi z, =2z, untuk setiap ie I, variabel lainnya

"z'-j('-jéI)-'sebagaiw'variabel'-- serﬁbararig; Jika semua- nilai (-Zl,.‘.,zu )-e--ZI(S,'I) o :

memenuhi pertidaksamaan- (13), maka » (S,I)dikatakan sebagai keluarga




18
penyelesaian dari pertidaksamaan (13). Dapat dikatakan juga bahwa keluarga ini
dibentuk oleh pasangan (S,I), dan variabel z; untuk i€ I disebut variabel tetap.
Misalkan Se ) (S,I) berlaku untuk setiap pasangan (S,I), jika I = (1,2,...,n) maka
2. (S,I) merupakan keluarga degenerate yang memuat penyelesaian tunggal yang
disebut S. Untuk lebih umumnya jika kumpulan I terdiri dari indek r. maka
Z (.S.,.I) memuat 2% éfemen, untuk r<n, maica keluarga tersebut dinamakan
keluarga non-degeneréte. Tidak mudah untuk mendapatkan keluarga penyelesaian
yang non-degenerate langsung dari pertidaksamaan (13). Untuk mengurangi
kesulitan tersebut langkah pertama dengan memasukkan ke dalam bentuk
 standard, untuk setiap % ditranformasikan pada (8) dan (9).

Kemudian didapatkan bentuk kamoniknya :

CXi+CXpt +C X 2d (14
Dengan cy,c;,....,Co,d = konstanta, dan¢; 2 2 2... 2 ¢,>0
Selanjutnya akan diberikan prosedur untuk mendapatkan kelompok penyelesaian
dari (14) kedalam beberapa penyelesaian non-degenerate dan pasangan keluarga
penyelesaian yang terpisah. Kemudian dengan mentranformasikan ke bentuk

semula akan didapatkan keluarga penyelesaian dari (13).

Definisi 8
Suatu nilai (x,,...,X_ ) yang memenuhi pertidaksamaan (14) disebut penyelesaian
dasar (14), jika untuk setiap indek i berlaku x;=1, maka nilai

L m g g e g e

”(x,,...,xi_l,(),xiﬂ,.}_';k:)" bukanpenye!esa;andan(l-’#) e e g g < e e ey
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Kemudian untuk meyelesaikan pertidaksamaan (14) digunakan langkah-langkah

penyelesatan sebagai berikut :

lepz.2ey>d2cyy 2.2¢

‘No Masalah Kesimpulan
1 d<0 Penyelesaian tunggal x;=.=x,=0
d >0 dan 1. Untuk setiap k=12, p; x=1,

X=Xt = X 1= =% =0
2. Penyelesaian lainnya (jika ada),
yattu x;=..=xp,=0 dan x;+,...,Xq
adalah solusi dasar dari

icjxj >d

P+l

3 d>0 ct<d(z-l 2. o) dan

i=1

ZC < d Tidak mempunyaipenyelesaian _
“i=1 . |

4 |d > 0, g<d(i=1,2,.,n)
dan Zn: c,=d Penyelesaian tunggal x;=..=x,=1

ici>ddan ici <d
i=1 P2

5 |d>0, ¢ <d(i=1,2,.,n) dan

Penyelesaian dasar (jika ada)
dikarakteristikkan dengan sifat x;=1
dan xa,..,X, adalah solusi dasar

n .
darichxj- >2d-g;
 F1 .

Zn:ci>ddan Zn:cj zd
=} =2

6 1d>0, ¢ <dli=12,.,n) dan

Penyelesaian dasar (jika ada)
dikarakteristikkan dengan sifat x;=1
dan Xz,..,X, adalah solusi dasar

a
dar_ich Xj 2 d —cratau
F2

x;=0 dan Xa,...,Xs adalah solusi dasar
dariy ¢, x; >
=

_Tabel2

( leutlp dari buku Boolean Methods in Operatlons Research, Peter L.
B ‘Hammer, 1968)-- .
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Untuk setiap penyelesaian dasar S = (X;,...,X, ) dikelompokkan ke dalam
keluarga penyelesaian ¥ (S, J.) yang didefinisikan sebagai berikut :
Jlka iy merupakan indek terakhir, dengan x; " = 1 (yaitu x;o =1danx; =0 untuk
setiap 1 > ig) dan J; merupakan himpunan dari setiap indek i <iy. Maka menurut
definisi 7 .):, (S, 39 merupikan himpﬁnan semua nilai (x;, ...,Xq) yang rﬁemenuhi

xi‘, untuk i =iy
Xi=[ e, (15)

sembarang, untuk i > 1o.
Theorema 4
Jika §y,...,Sn adalah semua penyelesaian dasar dari (14) dan Y x = ¥ (Se.Jx),
(k=1, 2,...,m) maka setiap penyelesaian (x,,...,xq) dari (14) termasuk salah satu
keluarga penyelesaian.
Bukti :
Misalkan (Xy,...,X,) merupakan suatu nilai pada 3 x, maka x; = 0 untuk semua i>ip.
Hubungan (2.11) menunjukkan bazhwa untuk setiap i berlaku x° <x;., maka

d=< ici Xi Schi X', yaitu setiap Y adalah keluarga penyelesaian. Jika
H =

S'=(x .., %)) dan $' = (x,"! ..., x.'") merupakan penyelesaian dasar, maka

terdapat ieJ, W], sedemikian hingga x' #x'', sehingga ¥, merupakan

- pasangan-- yang -terpisah. -- Hal - ini- membuktikan - bahwa - setiap - penyelesaian

merupakan salah satu .
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Telah ditunjukan bahwa (xy,.......,xs) merupakan penyelesaian dari (14) dan
mempertimbangkan rangkaian nilai : (xi,....... Xa)y, (X1peoeoesXa1,0), (X100, Xa-
2,0,0), i &ty Xi, 0, O, diberikan S=(x1,........%5,0,........ ,0)
merupakan nilai terakhir dari rangkaian nilai yang merupakan penyelesaian dari
persamaan (14) dan diambil nilai x,=1 serta (xi,.......,%p.1,0,.......,0) 5ukan

merupakan solusi. juga untuk Xyt +cp.[xp;1 < d dengan méﬁg.a-mggap

indek q dan %=1 (q<p) maka (Xi,.......Xq-1,0,Xqt1yrerer .51 JUPY ,0) bukan

CiXito FCq1Xgl FCqriXgr1T oo TG Xpa1 F CpXp
=Xt Fegxg i HopiXpa (Cp~Cq)
< Xt +FCqXg et +Cp1Xp1 < d

dengan melihat bahwa S merupakan solusi dasar dari (14) terlihat bahwa

penyelesaian asli (xy,.......,%,) dimiliki oleh 3 (S, J;). Terbukti.






