BAB III
ANALISA ALGORITMA PROSEDUR QUICKSORT

BERREKURSIF

3.1, Runmﬁg Tmie Prog;ram B o

Dalam penyelesaian suatu masalah, biasanya terdapai beberapa pxhhan algorltma
untnk menyelesaikan masalah tersebut. Atas dasar apakah sebuah algoritma dipilih
' dalam penyelesaian snatu masalah ?. Ada dua hal mendasar dari algoritma-algoritma

yang sering saling bertentangan tujuan yaitu :

1. Algoritma yang mudah untuk dhnengéﬁi, mudah dalam péﬁgkodean_dan debuggiﬁg { “

pengecekan kesalahan ).
2. Algoritma yang efisien dalam penggunaan komputer , yang paling istimewa,
terutama dapat dijalankan secepat mungkin.
Dasar yang pertama cocok jika program bertujuan untuk dijalankan hanya sekali serta
program tersebut simpel sedangkan dasar yang ke dua cocok jika program bertujuan
untuk dijalankan lebih dari satu kali serta program-program yang rumit. Berdasar
kedua hal di atas maka ditentukan kompleksitas waktu dari eksekusi program, dengan
diketahui kompleksitas waki untuk jumlah input tertentu, maka efisiensi program
dalam waktu dapat dibedakan menurut Running Timenya.
Definisi 3.1

Running Time adalah ukuran waktu dalam fangsi besar dafa / ukuran data untnk

 melaksanakan snatu program sehingga menghasﬂkan output pada suatn kompiler dan

mesin eksekum tertentu.
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Penjelasan :
Dalam analisa algoritma, Running Time dinyatakan dalam simbol T(n). Running Time
sebuah program tergantung beberapa faktor seperti :
1. Input program
2. Kualitas/kemampuan dari kompiler yang digunakan dalam melakukan kompilasi

pada program.
3. Kemampuan dan kecepatan mesin yang digunakan untuk mengeksekusi program

4. Kompleksitas waktu program

| 3.2, Men_gi_nitm:g Rum_iipg Time Program
Menghitung Running Time program, dalam prakteknya biasanya tidak mengalami
kesulitan, karena hanya digunakan sedikit prinsip dasar. Sebelum disampaikan prinsip-
prinsip ini akan kita pelajari tentang fingsi pertumbuhan yang merupakan dasar dari
Running Time serta bagaimana untuk menjumlahkan dan mengalikan dalam notasi “big-

Oh) >

3.2.1. Fungsi Pertumbuhan

Diberikan sebush program komputer dengan input n bilangan bulat Satu
ertimbangan terpenting vang berkaitan dengan kegunaan program tersebut adalah
berapa lama sebuah komputer menyelesaikan problem tersebut. Untuk menganalisa

kegunaan pada program, dibutuhkan pengertian bagaimana kecepatan fingsi

.. pertumbuhan pada n pertumbuhan.. Notasi yang sering digunaken untuk menganatisa = = .

fungsi pertumbithan disebut notasi big-O.



3.2.1.1. Notasi big-O

Fingsi pertumbuhan seringkali dideskripsikan dengan sebush notasi khusus.
Dengan mengikuti definisi dideskripsikanlah notasi tersebut.
Definisi 3.2
Diberikan f dan g suatu fungsi dari himpunan bilangan bilangan bulat atau himpunan
bilangan real pada suatu himpunan bilangan real. Dikatakan f{x) adalsh O(g(x)) jika
terdapat sebuah konstanta C dan k sedemikian sehingga :

[ ) [ <C g |
dengan x > k. Dibaca f{x) adalah "big-oh" pada g(x).
Penjelasan : |
Untuk menunjukkan f{x) adalah O(g(x)), cukup dengan menemukan satu pasangan
konstanta C dan k sedemikian sehingga | f{x) | <C | g(x) | jika x>k. Pasangan C, k
yang memenuhi definisi tidak pernah tunggal. Selanjutnya, jika satu pasangan ada,
maka terdapat tak terbatas pasangan yang 1ain. Sebush cara sederhana untuk melihat hal
tersebut adalah, jika C, k adalah saty pasangan, pasangan yang lain C', k' dengan C < C’
dan k <k’ juga memenuhi definisi, jika | f{x) | <C |g(x)| <’ | g(x)| dengan x>k’

>k

Contoh 1:
Tunjukkan bahwa f{x) =3 + 2 x + 1 adalah O(¢).

Penyelesaian :

. Jika0<A+2x+1<X+2%+ =4 denganx>1, maka f{x) adalah OGF).

Untuk menerapkan definisi pada notasi big-O, ambil C =4 dan k=1. Pada permasalahan
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ini tidak perfu menggunakan nilai absolut jika semua fingsi pada persamaan ini adalah
positif ketika x bernilai positif |

Pendekatan yang lain adalah jika x > 2, maka 2 x < x%. Akibatnya, jika x>2,
terlihat bahwa : 0 < 2 + 2 x+ 1 < x> + % + X = 3 x%. Dari definisi didapat C = 3 dan
k=2.

‘Pengamatan pada r.elasi fx) adalah O(?), xz. dapat diganti dengan sebarahg
fingsi yang lain dengan nilai yang lebih besar dari ® , misalnya f{x) adalah OGC), f{x)
adalah O(xX+2x+7) dan seterusnya. Hal ini juga benar bahwa x* adalah O(xP+2x+1),

jika x? < P42x+1 denganx>1. - |

" Dari contoh tersebut diperoleh dua fimgsi, fx)=x"+2x+ 1 dan g(x) =%,
sedemikian sehingga f{x) adalah O(g(x)) dan g(x) adalah O(f{x}) - pernyatasn terakhir
dari pertidaksamazn ¥ € 3% + 2 x + 1, untuk semua x bilangan real tidak negatif
Dikatakan bahwa fungsi f{x) dan g(x) sesuai dengan relasi big-O dengan order yang

sama.

Penjelasan :

Kenyataan bzhwa f{x) adalah g(x) kadang - kadang ditulis f{x) = O(g(x)).
Bagaimanapun, tanda sama dengén pada notasi tersebut tidak dapat direpresentasikan
dengan sebuah persamaan sesun. va. Selanjutnya, notasi tersebut menggambarkan

bahwa pertidaksamaan yang diperoleh menghubungkan nilai pada fungsi f dan g untuk

. bilangan yang cukup besar pada domain fingsi tersebut.

Notasi big-O digunakan pada bidang matematika, khususnya pada ilmu
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komputer untuk analisa algoritma Matematikawan Jerman yang memperkenalkan
pertama kali notasi big-O pada tahun 1892 pada sebuah buku tentang teori Bilangan.
Notasi big-O kadang - kadang disebut juga dengan Simbol Landan.
Ketika f{x) adalah O{g(x)), dan h(x) adalah sebuah ﬁnigsi yang mempunyai nilai
absolut lebih besar daripada g(x) untuk bilangan x yang cukup besar, mengikuti definisi
di atas maka Rx) adalah O(h(x)). Dengan kata lain, fangsi g(x) pada relasi f{x) adalsh
O(g(x)) dapat direpresentasikan dengan sebuah fingsi dengan nilai absolute yang lebih
besar.
| f{x) | <c ]g(x)| jikax>k
dan jika | h(x} | > | g(x} [_u_ntuk gemua X > k, maka
P | <c 1 h(x) | jikax>k

Oleh karena itu f{x) adalah O(h(x)).

Ketika notasi big-O digunakan, fingsi g pada relasi fx} adalah O(g(x)) dipilih
dari nilai terkecil yang mungkin. Kadang - kadang dari sebuzh himpunan fingsi
tertentn, misalnya fimgsi tersebut pada bentuk x° , dengan n adalah bilangan bilangan

bulat positif

Contoh 2:
Tunjukkan bahwa 7 x* adalah O(x°).
Penyelesaian :

Pertidaksamaan 7 x> < X dengan x > 7, akan terlihat bila dilakukan pembagian kedua

_sisi pertidaksamaan dengan X', Oleh karena ity, 7 ¥* adaleh O(¢), dengan mengambil

C=1 dank =7 pada definisi notasi big-0. | "
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Contoh 3:

Pada contoh 2 ditunjukkan bahwa 7 x* adalah O(X°). Apakah juga benar bahwa x°

adalah O(7 x%) ?

Penyelesaian :

Untuk menentukan apakah « adalah O(7 ¥°) , perlu ditentukan apakah terdapat
- konstanta C dan k. sedemikian sehingga X < C (7 X%} dengan x > k. Pertidaksamaan

tersebut ekuivalen dengan pertidaksamaan x < 7 C, yang dibasilkan dari pembagian

kedua sisi dengan x2. Tidak ada C jika x dibuat untuk sebarang bilangan yang lebih

besar. Oleh karena itn X° bukan O(7 x°). o =

Teorema 3.1
Diberikan f{x) =a, x" + a, .3 x* '+ 4ayx+a,denganay,a,..,a,.1,a,adalah

bilangan real. Maka f{x) adalah O(x").

Bukti :
 Dengan menggunakan pertidaksamaan segiﬁéa, _]1ka x> 1, d:ip'éroleh :
) | = s +an x> + Lty xta |
<ol @+ | [ @+ oy x+ ]
=5 (Jan |+ laa | 7x+. 4 e | 70T+ | 75%)

<x* (el + lana ] +.. .+ L |+ lag] ).

" Terlihatbahwa . - -

BEONEIE S
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dengan C = ]a,,l + lan-1| +...+ |a1| + |ao| untuk x > 1. Oleh karena itu, f{x)

adalah O(x"). n

3.2.1.2. Kombinast Fungsi Pertumbuhan

Banyak algoritma dibuat paﬁa_dua atau lebih sub prosedur. Jumiah langkah yang
digunakan oleh komputer untuk menyelesaikan sebuah permasalahan dengan input /
masukkan tertentu pada sebuah algoritma adalah jumiahan setiap langkah yang
digunakan oleh sub prosedur tersebut. Untuk mendapatkan estimasi big-O pada jumlah
langkah yang dibutuhkan, sangat perlu untuk menermukan estimasi big-O pada jumlah
langk_éh yang dnglmakan pada setiap sub prosedur dan s.elanjﬁi;_:ya estimasi._ tefsebnt_
dikombinasikan. |
Estimasi big-O pada kombinasi fungsi dapat diberikan jika akan mengambil ketelitian
estimasi ketika estimasi big-O yang berbeda akan digabungkan. Khususnya, sangat

periu untuk mengestimasi pertumbuhan pada jumlahan dan perkalian dua fingsi.

Teorema 3.2
Diberikan fi(x) adalah O{g;(x)) dan £(x) adalah O(g,(x}). Maka (fi + £ ) (x) adalah

O(max(g(x) , 22(x))). Selanjutnya disebut juga dengan Maximum rule.

Buldi :
Misalkan fj(x) adalah O(g(x)} dan £(x) adalah O{g:(x)), dari definisi 3.2,
---makaterdépat konstanta C1 ,-Cg-,.ki .dan kz‘sedemikjan' sehingga: o .

5 | <a | g |
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ketikax >k; dan

6 | <C | g |

ketika x > k, . Untuk mengestimasi jumlahan pada fi(x) dan f3(x), perhatikan bahwa
| (5+6)x) | = | i) +6) |
<@l + | 6 |
(dengan menggimakan pertidaksaméan .s'egitiga la+b | <|al+]b )
Ketika x lebih besar dari k, dan ks, dengan mengikuti pertidaksamaan untuk | fi(x) |
dan | £(x) | maka:
1600 |+ 180 [<a la® | +C [kl
sC e+ cle@ |
=(C+C) |8 |
=C | g |
dengan C= Cy+C; dang(y=max ( | 210 |, | &) |)-
maka, | (£+5)@® | = £ +6x) |
<lsel+lam]
<C |gx ]
<Cmx(laml,leml)
dengan C= Cy+C; dang(x) =max{ | @) |, | 00 | ) sertax>1k,
untuk k =max (I , k).

Dari definisi 3.2 maka {fi £ } (x) adalah O(max(g(x} , g2(x))) =

" Seringkali dipunyai estimasi big-0 wntik fi dan f pada hubungan tersebut

mempunyai fingsi yang sama yaitu g. Pada situasi ini, teorema 3.2 dapat digunakan
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untuk menunjukkan bahwa ( f; + £ ) (x) adalah juga O(g(x}), jika max {g{x) , g(x)) =

g(x). Hasil tersebut ditetapkan sebagai akibat.

AKkibat teorema 3.2

Diberikan fi(x) dan £;(x) kednanya adalah O(g(x)). Maka { f; + £ ) (x) adalah O(g(x)).

Teorema 3.3
Diberikan fi(x) adalah O(g;(x)) dan £;(x} adalah O( g(x)). Maka ( fi £ ) (x) adalah
O(g1{x)g(x))-
Bukti :
Dengan cara yang sama estimasi. big-O”dz.tpa.t. diperﬁieh dengaﬁ perkalian ﬁngsi
f, dan f; . Ketika x lebih besar daripada max ( k; , k; ), maka :
l(58)@ 1 =166 1 | 500 |
<C g | C el
<G G (g &)@ |
<C (g &)@ |
dengan C= C; Cpdan k=max( k; , k; ), untuk x >k, dengan mengikuti definisi maka (f;
f2 }(x) adalah O(g) (x)ga(x))- =
Tujuan menggunakan notasi big-O pada fungsi estimasi adalah untuk memilih
sebuah fungsi g(x) péda pertumbuhan relatif terendah dengan f{x) adalah O(g(x})-

Contoh 7 :

' Dapatkn estimasi big-O itk £ = (x + Dlog(@+ ) *#32
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Penyelesaian :
Pertama, estimasi big-O untuk (x + 1) log(x? + 1) akan diperoleh. Catatan ( x +
1) adalah O(x). selanjutnya, x* + 1 < 2 ¥ ketika x > 1. Sehingga,
log(x’ + 1) < log(2 y=log 2 +log ¥’ =log2+2 logx <3 logx, jikax> 2.
Ini terkihat bahwa log(> + 1) adalah O(log x).
* Dari teorema 3.3 bahwa ~(x + 1) log( + 1) adalah O(x log x). Untuk 3
adalah O(x?), teorema 3.2 menunjukkan bahwa f{x) adalah max(O(x log x , ).

Padahal x log x <%*, untuk x > 1, sehingga f{x) adalah O(%).

3.3. Kompleksitas Algoritma .

Salah satu alat yang digunakan untuk mengetahui efisiensi sebuah algoritma
adalah waktu yang digunakan oleh komputer untuk menyelesaikan sebush permasalahan
dengan menggunakan algoritma tersebut, ketika sebush nilai input ukuramnya telah
dispesifikasikan.

Pernyataan tentang hal tersebut di atas termasuk dalam Kompleksitas
perhitungan  sebush algoritma Sebuah analisa wakfu yang diinginkan untuk
menyelesaikan sebuah permasalahan pada uvkuran tertentu termasuk dalam
Kompleksitas waktn sebuah algoritma Sebuah analisa memory yang diinginkan
termasuk dalam Kompleksitas ﬁmg pada algoritma Pertimbangan kompleksitas
waktu dan ruang pada sebuah algoritma adalah penting ketika sebuah algoritma akan

diimplementasikan. Jelas sekali, penting untuk diketahni ketika sebuah algoritma akan

~_ menghasilkan jawaban dalam mikrosecond, menit atan jutaan tahun Demikian juga,

mefnory yang diinginkan harus tersedia. unfuk menyelesaikan - suafu permasalahan.,
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sehingga kompleksitas ruang harus dapat digunakan.

Kompleksitas waktu pada sebuah algoritma dapat diekspresikan pada jumlah
operasi yang digunakan oleh algoritma ketika input mempunyai ukuran tertentu.
Operasi - operasi yang digunakan untuk mengukur kompleksitas waktu dapat berupa
perbandingan bilangan bulat, penambahan bilangan bulat, perkalian bilangan bulat,
pembagian bilangan bulat afanpun sebarang operasi dasar lain. |
Contoh :

Diberikan algoritma untuk mencari elemen maksimum sebagai berikut :
procedure max{a;, az, . . ., a, : bilangan bulat)

max 1= a
fori :=2ton

if max < q; thenmax '=a;

Penyelesaian :

Bilangan yang dibandingkan akan digunakan untuk mengukur kompleksitas
waktu algoritma, karena perbandingan adalah operasi dasar yang digunakan.

Unfuk menemukan elemen maksimum pada sebuah himpunan dengan n elemen,
daftar mempunyai sebarang order, kadang - kadang elemen maksimum ada pada
himpunan pertama sama dengan inisial pada daftar. Maka, setelah dibandingkan akan
diperoleh bahwa akhir daftar bukan daersh jangkanan, kadang - kadang maksimum dan

suku kedua dibandingkan, selanjutnya nilai maksimum pada eiemen kedua jika ini yang

terbesar. Prosedur int Bérsambuﬁg, rhenggunakan dua"pehmhbahén perbandingaﬂnuhtul'(-'- SR

setiap term pada daftar. Jika dua perbandingan digunakan untuk setiap selesai langkah
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kedua pada n elemen dan safu lagi perbandingan digunakan untuk keluar dari loop
ketikai=n+1,tepat 2 (n - 1)+ 1= 2n - 1 perbandingan digunakan pada éplikasi
algoritma tersebut. Sehingga, algoritma untuk menemukan elemen maksimum pada
himpunan dengan n elemen mempumyai kompleksitas waktu O(n), yang merupakan
ukuran pada term - term perbandinéan bilangan yang digunakan.

‘Tabel .1 menunjukkan beberapa ferminologi . yang digunakan unfuk
mendeskripsikan kompleksitas waktu algoritma  Sebuah algoritma dikatakan
mempunyai Kompleksitas ekponensial jika mempunyai waktu kompleksitas O(b®),
dimana b > 1. Dengan cara yang sama, sebuah algoritma dengan waktu kompleksitas

) O(n‘_’) dikatakan mempynyai _konipl_eksitas _polynomial.

Tahel 1

Terminologi yang digunakan untuk Kompleksitas Algoritma

Kompleksitas Terminologi

O(1) Kompleksitas Konstanta

O(log n) Kompleksifas Logaritma

Ofn) Komple.ksitas Linier

O(n log n) Kompleksitas n log n

O(n®) Kompleksitas Polynomial

O(b"), dimana b > 1 Kompleksitas Eksponensial
. O(@l). . . o Kompleksitas Faktorial

“eei e o Digm bil dari- bukw-"Discrete Mathematios and its-Applications " Kenneth H: Rossen,-edisitiga halaman 108 - -o -
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Sebuah estimasi big-O pada kompleksitas waktu algoritma menyatakan bagaimana
wakt: yang diinginkan untuk menyelesaikan permasalahan berubah sesuai dengan
pertambahan ukuran input. Dalam prakteknya, estimasi terbaik yang dignnakan ( dengan
fungsi referensi terkecil ) dapat ditunjukkan Estimasi big-O pada kompleksitas waktu

tidak dapat diterjemahkan secara langsung ke dalam penjumlahan aktnal waktu yang

digufzakan kompnuter. Safu alasan adalah babhwa estimasi big-O f{n) adalah O(g(n)),

dengan f{n) adalah kompleksitas wakiu sebuah algoritma dan g(n) adalah fungsi
referensi, schingga fin) < C g(n) ketika n > k, dengan C dan k adalah konstanta
Sehingga tanpa diketahui konstanta C dan k pada pertidaksamaan, estimasi ini tidak
dapat digunakan untuk menentukan batas atas jumlah operasi yaﬁg diguﬁakén.
Selanjutnya, waktu yang diinginkan untuk suatn operasi tergantung pada tipe operasi

dan komputer yang digunakan.

3.4. Analisa Algoritma

Jika ditemuken beberapa algoritma yang berbeda dalam menyelesaikan
permasalshan yang sama, maka harus dipilih salah satu yang sesnai dengan kebutuhan,
Alat yang paling utama unfuk tujuan fersebut adalah Aralisa Algoritma. Analisa
algoritma dapat digunakan untuk menentukan efisiensi dari beberapa algorifma tersebut,

dengan demikian dapat diambil keputusan terbaik untuk menggumakan suatu algoritma.

3.4.1. Analisa Strnkfur Xontrol

Analisa élgorilma biasanya - proses berjalannya secara terbalik Pertama, -

menetapkan waktu yang diperlukan oleh instruksi tunggal { seringkali dibatasi dengan
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konstanta ), kemudian menggabungkan waktu tersebut berdasarkan struktur kontro!

selanjutnya menggabungkan instruksi - instruksi pada program.

3.4.1.1. Barisan { Seguencing ).

Diberikan P; dan P; adalah dua penggalan pada sebuah algeritma Mungkin

merupakan instruksi hmggal. atan sub algbritma yang ramit susuﬁannya. Diberikan tidan = -

t, adalah waktu yahg berturut - turut dimiliki oleh P, dan P;. Waktu tersebut akan
tergantung pada bermacam - macam parameter, seperti ukuran kejadian. Aturan
Sequencing mengatakan bahwa waktu yang dibutuhkan untuk menghitung “P; dan P,",
adalah jmhlah_ wakiu dari Py dan selanjuiya P, , s“é_cara sederhana t, + t; Dengan

“menggunakan aturan maksimum (maximum rule) , waktu tersebut adalah O{max(ty.t; )).

3.4.1.2. Loop "For"

Loop For adalah loop termudah untuk dianalisa, dibandingkan dengan loop -
loop yang lain.

for i< 1 to mdoP(i)
Misalkan loop tersebut bagian dari sebuah algoritma yang besar, bekerja dengan
ukuran kejadian n. Terdapat P(i) yang merupakan statemen atan blok statemen yang
berada di dalam loop. Kasus tezﬁmdah adalah ketika waktu yang dibutuhkan oleh P(i)
tidak tergantung pada i, meskipun dapat tergantung pada ukuran kejadian atan secara
umum pada kejadiannya sendiri. Diberikan t yang merupakan waktu yang dibutuhkan

setiap waktu berhérgat, dan fotal waktu yang dibutulikan oleh loop adalah /=mt.
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Loop For adalah yang terpendek dibandingkan dengan loop While. Bila loop for di
atas diubzh ke loop while adalah sebagai berikut :
i1
while i <mdo
P(i)
iei+1
Pada banyak keadaan, biasanya suatu harga unit test i <m, instruksi i¢<-1 dani < i+l ,
dan operasi berantai (go to) sudah termasuk dalam loop while. Diberikan ¢ adalah

batas atas wakiu yang dibutuhkan oleh setiap operasi. Waktu / yang digunakan oleh

" loop dengan batas di afas'adalah
< | ¢ ' untuk i (— 1
+ (m+1)c untuk test i < m
+ mt uniuk eksekusi pada P(i}
+ me untuk eksekusi pada i<« i+1
+ me - untuk operasi berantai

< (t+3c)m+2ec

waktu 7 tersebut dengan jelas mempunyai batas bawah mt. Jika ¢ diabaikan untuk
dibandingkan dengan t, vperkiraan sebelumnya bahwa / kira - kira sama dengan mt
adalsh bemilai benar, kecuali pada safu kasus tertentu : / ~ mt adalah kesalshan

: kompieks ketikam= 0 {leb1h buruk lagi jika m adalah negatif}.

Anahsa 1oop for akan 1eb1h menank ketxka waktn yang dibutuhkan pada PGy

berubah - ubah berdasar fungsi pada i. Diberikan waktu tersebut adalah t(l) Secara
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urmum, wakiu yang dime P(i) tidak hanya tergantung pada i tetapi juga pada
ukuran kejadian n. Jika waktu dalam loop kontro! diabaikan, maka wakfu yang
diperiukan loop for di atas sama dengan hasil penjumlshan dari waktu-waktu (
t{1),t(2)...... t{m) ) yang diambil oleh P{i} { P(1),P(2), ...... , P(m) ), sehingga dapat

ditulis sebagai berikut :

3 K

i=1

3.4.1.3, Prosedur Reluursif

Analisa algoritma rekursif biasanya langsung, iangkah demi iangkah sampai

akhir,

functien Fibrec{(n)
if n <2 then retmn n

else return Fibrec(n-1)+Fibrec(n-2)

Diberikan T{n) adalah waktu yang diperlukan untuk memanggil Fibrec(n}). Jikan <2,
algoritma dengan sederhana kembali ke n, dan memberikan waktu snafu konstanta a.
Sebaliknya, jika n = 2 sebagian besar pekerjaan berupa pemanggilan dua rekursif,
dengan wakta berturut ~ turut T{n-1} dan T(n-2). Selain itu, juga satu penambahan yang
melibatkan f, ; danf, j.ﬁg& kontro! pada rekursi serta test "if n < 2". Diberikan h(n}

wntuk menunjukkan kerja yang dilibatkan pada penambahan dan konfrol tersebut, dengan

. mengabaikan waktn yang dibutuhkan untuk memanggil Fibrec(n) itu sendiri dan waktu .

yang dipakai untuk nmemanggil dua rekursif . Dari ketentian T(n) dan h(nj d.ip.eroleh-
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rekurensi:

a jikan=0ataun =1
T(n) < .
T(n -1} +T(n -2)+h(n) yang lain

3.4.1.4. Loop “While” dan “Repeat”
~ Loop While dan Repeat biasanya lebih sulit untuk dianalisa daripada loop For
karena tidak ada langkah pasti untuk mengetahui berapa besar waktn yang dibutuhkan
untuk melalui loop tersebut. Ada beberapa cara untuk menganalisa loop while maupun
loop repeat, salah satu cara yang sederhana adalah dengan memperlakukan atau
menganggap loop tersebut sebagai suat algoritma rekursif dan bukan iteratif
| Akan di.periihaﬂ{an”bfn;z:.'y search."_i’ang se]aﬁjﬁtnya akan “d.ianalisé si:ﬁkhn‘
kontrol loop While. Tujuan dari binary search adalah menemukan sebush elemen x

pada array T{1..n] mempunyai order tetap.

function Binary_search(T[1..n}.x)
ie-1;ij¢n
while i <j do
{Ti] <x < Tfj}}
ke (i+j)/2
casex<T[k]:j« k-1
x=T{K] : i, j <k {retwrn k}

retwn i
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Dengan mengimplementasikan / memperlakukan while loop sebagai suatu
algoritma rekursif ( bukan iteratif ), masing-masing waktu putar loop direduksi ke range
kemungkinan lokasi x pada array. Diberikan t(d) wakty maksimum yang dibutuhkan
unfuk memberhentikan loop while dengan j - i + 1 < d. Dapat dilihat bahwa nilai j - i
+ 1 adalah lebih kecil dari waktu yang diperiukan loop. Dalam suku-suku rekursif,
dinyatakan bahwa {(d) adalah constanta waktu b yang diambil untuk menjalankan
putaran yang pertama, ditambah waktu t(d+ 2} yang dibutuhkan untuk menjalankan
putaran selanjutnya sehingga cukup untuk memeberhentikan loop. Dengan mengambil
konstapta waktu ¢ untuk menugjukkan bahwa loop akan berhenti disaat d = 1, kita

dapatkan persamasan rekaurensi sebagai berikut :

¢ jikad=1

T{(d) < ,
b + T(d+ 2) yang lain

3.4.2. Ataran Umum Analisa Algeritma
Secara umum, Running Time pada sebuah statemen atan kelompok statemen
mungkin térpﬁrameterisaéi dengan ukuran input dan atau dengan banyak variabel.
Parameter yang diperbolehkan untuk Running Time pada keselurnhan program adalah n
ukuran input. Atiran umum untuk analisa algoritma adalah sebagai berikut : |
1. Running timé setiép assigment (tugas), b.aca (read) dan statemen Write besarnya
dapat diambil O(1).

2. Rumning Time pada barisan statemen ditentukan dengan atuwran jumiahan yaitn

 bahwa Running Time pada barisan adalah tidak melebihi dari sebuah faktor

| konstan yéng merupakan Running Time terbesar pada beberapa statement barisan.
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3. Running Time pada statemen if adalah harga pada kondisi statemen eksekusi.

Waktn menghifung kondisi secara normal adalah O(1). Waktu untuk if then else

adalah waktn menghitung kondisi difambah waktu terbesar yang dibutuhkan
untuk statemen eksekusi jika kondisinya false (salah).

4. Waktu eksekusi adalah jumlah semua wakiu sekitar loop, waktu eksekusi

- selmmpulan - statemen dan waktu ‘mengevaluasi kondisi -untuk penghentian

{biasanya yang terakhir adalah O(1)).

Untuk selanjutnya f{x} disebut pula dengan T(n) atan Running Time.

~ Contoh Analisa Algoritma Serting, diberikan prosedur program sebagai berikut:
procedure select(T{1..n])
for i< 1ton-1 do
minj < 1 ; minx <~ T[i]
for j«—~i+1to ndo
if T{i] < minx then minj < j
| mihx « TTi]
Timinj] « T{i]

T[i] 4~ minx

Meskipun waktu yang diperlukan oleh setiap perputaran di dalam loop bukan

konstanta, waktu tersebut adalah dibatasi oleh suatu konstanta ¢. Untuk setiap nilai i,

- instruksi-instruksi dalam loop terdalam dieksekusi sebanyakn - (¢ + 1)+t =n-1 =~

_.ka]i, dan selanjumya waktu yang diberikan _.o.leh_ loop terdalam adalaht(i)<(n-
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i ) ¢ . Waktu yang yang diberikan oleh putaran ke-i pada loop terluar dibatasi oleh b +

t(i) untuk sebuah konstanta b memberikan jumlahan pada oprerasi - operasi dasar

sebelum dan sesudah loop terdalam dan lcop kontrol untuk loop terluar. Selanjutnya

total waktu yang diperlukan oleh algoriima di atas adalah

i(b—i—(n- 1) C)V = il(b+ cn} - ci{';

i = S
={n-1)(b+cn)-cn(n-1)/2
=%cn2+(b~-i1-c)n—b

adafoh O(n%). -

3.4.4. Algoritma Program Quicksort Berrekursif

Quicksort adalah suatu metode rekursif untuk mengurutkan suatu array Afl],

Af2},...... ,AIN] sehingga pada partisi pertama memenuhi kondisi berikut ini :

[F3]

. Kunci v berada pada posisi terakhir dalam array ( jika v adalah data terkecil ke-j,

maka ia berada datam Afj]). -

Semua elemen sebelah kiri A[j] adalah lebih kecil atan sama dengan Afj]. {
Elemen-elemen ini yaitu A[1], A[2],........ ,A[j-11 disebut “left subfile™)

Semua elemen sebelah kanan A[] adalah lebih besar atau sama dengan Afj]. (

Elemen-elemen ini yaitu A[j+1], A[j+2],........ LA[N] disebut “right subfile’)

Setelah partisi, masalah yang semula dari pengurutan array diubah menjadi masatah

- ...pengurutan left subfile danright subfile. .. .
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Program berikut ini adalah algoritma dari metode Quicksort berrekursif, dengan proses

partisi yang mudah dipahami dalam pseudo lerguage.

Program 1

procedure quicksort(integer valne /,r);

(1) coﬁment Sort A[ 7 :r]where Al r+ 1] >=A[ 7], ....c... CA[r];
(2} #r>1!then

(3) i=Il;j=r+1;v=A[7]

(4) loop?)
- (5) . leop:i:=i+1;while A[ i ] <vrepeat,
(6) ~ loop:j:=j-1; while A] j ] > v repeat;

(7)  wntilj<i
(8 Ali}=A[j]
(9)  repeat;

(10)  A[Z]=ALj}

(11)  quicksort(/,j-1);
(12)  quicksort(i,r);

(13) endif;

penjelasan. :

Program ini menggunakan operator pertukaran atay swep :=:, dan statemen

" kenfrol LOOP ... REPEAT dan IF.... ENDIF. ~Statemen yang terlotek diontara

LOOP dan REPEAT diiterasi: saat kondisi WHILE tidak dipenuhi,  atan kondisi
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UNTIL dipenuhi ) maka akan segera keluar dari LOOP. Kata “REPEAT” bisa
diartikan sebagai « eksekusi kode yang diawali dari LOOP lagi”, untuk contoh,
“UNTIL j<i” bisa dibaca sebagai “jika j<i maka keluar dari LOOP”.

Proses partisi mungkin paling mudah dimengerti dengan asumsi pertama bahwa
kunci-kunci A[1],A[2],-....., A[N] berbeda. Program dimulai dengan mengambil
‘elemen paling kiri --sébagai elemen parﬁsi. Kemudian sisanya dibagi dengan mencari.
dari kiri ke kanan untuk elemen > v, dari kanan ke kiri untuk elemen < v, kemudian
menukarkan elemen-elemen tersebut dan proses dilanjutkan sampai pointer-pointer
saling berseberangan atan bersilangan. _Loop berhenti pada saat j + 1= i, dengan

diketahui bahwa A[/+1],......,A[j] < v dan A[j+1],..... A[r] > v, serta pertukaran

menghentikan pointer pada kasus v adalah yang terbesar. Prosedur memanggil
Quikcsort (1,N) akan mengurutkan A[1],....... LA[N]. Jika A[N+1] diinisialisasi ke
beberapa nilai paling tidak sebesar kunci lain ( Biasanya ditulis dengan notasi A[N+1]
=~}

Jika kunci-kunci yang sama berada diantara A[1].......,A[N], maka program (1)
masih tetap berjalan dengan benar dan efisien, tetapi tidak persis dengan penjelasan di
atas. Jika beberapa kunciA éama dengan v sudah berada pada posisinya, maka pointer
dapat mencari dan berhenti dengan i = j, sehingga setelah safu kali lagi melaini loop,
akan berhenti dengan j+2 = i. Tetapi pada keadaan ini diketahui tidak hanya

O AH.All] <= v dan A[+2],on Alr]>=v, tetapi-juga- diketahui A[j+1] =v.--




45

Setelah pertukaran A[/] :=: A[j], didapatkan dua elemen pada tempat terakhir dalam

array ( Afj] dan A[j+1]), dan subfile yang diurutkan dengan rekursif

3.4.5. Analisa Algoritma Program Quicksort Berrekursif

Berdasar pada algoritma Quicksort berrekursif beserta penjelasannya maka

Rurming time program Quickéort dapat ditentukan sebagai berikut :

Pada baris (1), adalah hanya berupa komentar yang menyatakan bahwa prosedur
Quicksort akan mengumtkan data dari A[f] sampai dengan A[r], dengan A[r+1} >=
Alf], All+1], ......... , Afr]. Karena hanya berupa komentar maka baris (1) tidak
dieksekusi, éehinggg hdak mempengarvhi analisa algoritma program teréebut.

Pada baris (2), terdapat statemen kondisi if , maka Running Timenya adalah harga
pada kondisi statemen eksekusi. Jadi jika statemen kontroi terpenuhi maka Running
Timenya adalzh Running Time statemen atau blok statemen setelah Then dan jika
statemen konfrol tidak terpenuhi maka Running Timenya adalah Running Time dari
pengujian statemen kontrol yaitn O(1). Jika pengujian statemen konirol terpenuhi
maka program akan mengeksekusi baris (3) sampai dengan baris (12).

Pada baris (3}, hanya terdapat pemberian harga pada suatu variabel, yaitm
pemberian harga i dengan /, j dengan r+1 dan v dengan A[/] maka Running Time

baris (3) adalah O(1).

T(n) = O(max(1,1,1)) = O(1)

‘Pada baris (4); sesuai dengan-pragrami dan péfzjéffisannyc-z,r LOOP adalsh awal -

dari'_s_uatu statemen kontrol yang diakhiri dengan REPEAT. ‘Statemen LOOP pada
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baris {4) mempunyai pasangan REPEAT pada baris (9), dan eksekusi akan keluar
dari statemen kontrol tersebut pada saat UNTIL j < i ( baris (7)) terpenuhi.
Analisa pada LOOP .. REPEAT di atas akan tergantung pada statemen penguji
dari loop tersebut yaitu UNTIL j < i, dari statemen penguji tersebut maka proses

dalam loop akan berlangsung sebanyak j - i . Pada blok LOOP .. REPEAT baris

- {4) dan (9) terdapat operator pertukarah «.= pada baris (8), sehingga baris (8)

mempunyai Running time O(1) karena pada operator pertukaran tersebut hanya
terdapat pemberian nilai pada suatu variabel. Pada blok LOOP .. REPEAT baris
(4) dan (9) juga terdapat dua LOOP .. REPEAT yaitu pada baris (5) dan (6) yang
masing-masins merﬁbwlsfai st?ie?nen penguji WHILE Ali] <v dan WHH*E Alll=
v. Untuk kedua LOOP .. REPEAT tersebut sifainya adalah sama dengan statemen
kondisi If , yaitu jika statemen penguji terpenuhi maka akan menjalankan LOOP ..
REPEAT dan jika tidak terpenuhi maka tidask akan menjalankan LOOP ..
REPEAT atan keluar dari LOOP .. REPEAT. Karena hal tersebut maka untuk
menghitung Running Time loop tersebut sama dengan menghitung Running Time
pada statemen kondisi If , yaitu sebesar harga pada kondisi statemen eksekusi.
Karena statemen eksekusinya hanya pemberian harga pada variabel i :== 1+ 1 dan
= j - 1 sehingga banyaknya eksekusi pada kedua loop tersebut adalah j - i. Jadi

. . . )
Running Time LOOP .. REPEAT pada baris (5) dan {6) adalah : ‘

T(n):ZO(l):Zc:c(j—i):c(r—l)

j j<i

_dengan menambahkan suatu constanta ¢ sebagai waktu untuk operator pertukaran
“pada baris (8) dan pengjian pads UNTIL j < i maka Running Time LOOP- ..
REPEAT pada baris (4) dan (9) adalah :
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T@)=c(r-1)+c=c(r-1+1)

o Padabaris {10) terdapat operator pertukaran  :=: “, maka Running timenya adalah
O(1), karena pada operator tersebut hanya terdapat pemberian nilai pada suafu
variabel.

« Pada baris (11) dan (12), terdapat pemanggilan prosedur Quicksort ( prosedur

rekursif'), yaitn Quicksort(/,j-1) dan Quicksort(i,r).

Diberikan T{(n) adalah waktu yang diperlﬁkan untuk memanggil Quicksort(1,n). Jikan=
1, algoritma dengan sederhana akan keluar dari prosedur tersebut, dan memberikan
waktu suafu konstanta ¢y Se.balilmya, jika n > 1 sebagian besar pekerjaan berupa
- pemanggilan dua rekursif pada baris (11) dan (12), dimisalkan 1< i < n, dengan i =] -
1, maka wakin yang diambil oleh kedua rekursif di atas adalah T(i) dan T(n-i).
Diberikan c;n adalah waktu yang diperlukan dilvar prosedur rekursif pada eksekusi
yang pertama sebelum masuk ke eksekusi pada kedua rekursif fersebut, dengan
mengabaikan wak yang dibutuhkan untuk memanggil Quicksort(1,n} itu sendiri dan
waktu yang dipakai untuk memanggil dua rekursif . Dari ketentuan di atas diperoleh

rekurensi:

jikan =1 |
T{n) < { ) o et (3,1)

T(i) + T(n - i)+c,n n>1

~ dengan ¢; adalah wakiu yang diperlukan untuk n= 1
on adalah wakiu yang diperlukan diluar prosedur rekur51f untuk n > 1 pada
eksekusi yang pertama sebelum masuk ke eksekust pada kedua rekursif

Persamaan rekurensi di atas dapat diselesaikan sebagai bertkut :

 Dengan sejumizh n data, prosedur Quicksort akan mengurutkan dari data ke-1 sampai

" data ke-n, maka pada setiap pemanggilan prosedur Quicksort ditermukan i < /2, jadi

--persamaan rekurensi dapat ditulis sebagai berikut - . .
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¢, jikan=1

. (3,2)
2T(n/2)+c,n yang lain

T(r) < {

Dari persamasn rekurensi di atas dapat dibentuk ke persamaan karakteristik berikut :

T(n) = 2T{n2) + ¢;n . (3.3)

Ta) - 2T@?) = on o G
dimisalkan n = 2*, maka k = 2 log n dan Ty = T(n), jadi persamaan karakteristik di
atas dapat ditulis :

- 2w = 02t . (3.5)
. bila kedua sisi dikalikan 2 maka persamaan menjadi : |

2Ty — 4Ty = 63 27 | o (3,6)
dengan mengganti k menjadi k-1, maka didapatkan persamazan sebagai berikut:

2Ty — ATz = 62 2° (3.7)
dari persamaan (3,5) dan (3,7) maka

Te — 2Teq = 2Teq — 4T

Ty - (242)Tyy + 4Tez =0

Tx — 4Tk + 4Tz =0 (3.8)
dengan T(n) = T(2*) = Tx = x" unfuk k adalah derajat tertinggi, maka persamaan
(3,8) menjadi :

P dx+4 =0 (3.9)

(x-2)(x-2)=10

__dengan y dan 1, masing-masing adalah 2, merupakan akar-akar persamaan G

dengan rumus umum




t my-l
T(n) = Zchnjr}‘

i1 j=0
dari persamaan (3,9) dan (3,10) maka
Tm) = T(2X)= T, = ar* + ¢k
=25+ k2k dengan k = *logn
o= él n +c;nllogn
=¢ n +{c;/log2)nlogn
dengan mengambil ¢; =a dan ¢,/ log2 = b maka
= an+ bn logn

jadi T(@)= Ofalogn)

(3,10)
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