BAB 11

MATERI PENUNJANG

Dalam bab berikut irﬁ_disajikah beberapa pengertian yang mendukung

untuk pembahasan selanjutnya mengenai penggunaan metode Adams pada

penyelesaian persamaan diferensial biasa orde pertama secara numerik.

_ ___?,.1__Kesaiahan_Metod¢_Nmn_trik S

Setiap metode numerik yang digunskan dalam perhitungan dapat
menimbulkan kesaishan Kesalahan numerik timbuyl dari penggunaan
pendekatan untuk menyatakan operasi dan besaran matematiz yang eksak.

~ Kesalahan numerik sama dengan keketidaksesuaian (discrepancy) antara harga

yang sebenarnya dan harga pendekatan yang dapat dirumuskan sebagai berikut;

e, = harga sebenarnya — harga pendekaian | | {2.01)

¢, menunjukkan nilai eksak kesalshan dan subskrip { menyatakan bahwa e

adalah kesalahan sejati (true error).

Dari ketiga besaran di atas hanya satu yang diketahwi yaitu harga

pendekatan. Tetapi kita seringkali mengetahui sesuatu hal tentang 'kesal_ahan |

tanpa mengetahui harganya secara pasti. Berikut ini beberapa jenis kesalahan
yang sering dijumpai.
Kesalahan absolut fe) didefinisikan sebagai beda entara harga

sebenamya dengan harga pendekatan ;




e =|x-x]| n(2.1.2)
dimana x = harga sebenarnya
x = harga pendekaian
_ ' Kesalahan refaﬁ_f_(er) adala_h kgsalal_mr; absolut dibagi dei;_gan- harga
pendekatannya ; -
e =e/x 2{2.13)
Ada tiga macam dasar kesalahan dalam perhitungan numerik ;

>

kesalahan inheren, kesalahan pemotongan, dan kesalahan pembulatan.

" Kesaluhan inheren atau Kesalahan vang fak dapai dipisalikan adalah

kesalahan di dalam besaran dafa, yang disebabkan oleh ketidakpastian
pengukuran, baik oleh pengukuran langsung ataupun oleh harga pendekatan
yang dipertukan wntuk menyatakan suatu bilangan dengan jumiah digit tak
terbatas.

Kesalahan inheren diacu sebagai kesalahan dalam data, berikntnya data
diclah oleh komputer dengan menggﬁnak:m prosedur numerik. Kedua macam
kegalahan lainnya adalah kesalahan yang muncul oleh prosedur numerik itu
sendiri. -

Kesalahan pemotongan disebabkan oleh pemotongan dari proses
matematika tak terbatas. Banyak prosedur yang digunakan pada perhitungan
numerik adalah tak terbatas sehingga kesalahan pemotongan ini merupakan
bagian kesalahan utama. Pada persamaan diferensial kesalahan pemotongan

didefinisikan sebagai. berikut,




DeﬁnisiAZ.l.i _,

Kesalahan pemotongan % adalah jumlah dari solusi persamaan diferensial yang

gagal memenuhi pendekatan persamaan. Lebih tepatnya adalah norm dari beda

antara solusi persamaan diferensial dan solusi numerik dibagi dengan ukuran

.langk.ah yang diguﬂakah. - | |
Kesalahan pembulatan adalah kesalahan yang terjadi karena komputer

hanya dapat menyatakan besaran-besaran dalam sejumlsh digit berhingga.

Banyak prosedur yang digunakan pada perhitungan numerik adalah iak terbatas

sehingga kesalahan pembulatan ini merupakan bagian kesalahan utama.

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Orde Pertama

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau
beberapa furunan fungs} yang 7tqkridikerl':ahui. Istilah persamaan diferensial
(aequatio differentialisy diperkenalkan oleh Leibniz pada tahun 1676.
Persamaan diferensial yang memuat turunan biasa disebut persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial yang memuat furupan parsial
disebut persamaan diferensial parsial.

Definisi 2.2.1

Suatu persamaan diferensial biasa orde » adalah suatu persamaan yang 'dépai
ditulis dalam bentuk
P =fx, .5 , ¥ ) _ Lz

dimanay, y,.., y™ semua nilainya ditentukan oleh x.




Selanjutnya persamasn diferensial digolongkan dalam linear dan tak-
liilear. Svatu fungsi disebut linear jika fingsi /° dalam persamaan (2.2.1)
meliputi y dan turunannya secara linear.

Peubah bebas x terletak dalam suatu selang 7 (/ boieh berhingga atau
tak herh.iﬁg:ga), fm.lgsi.f.d.an ¥ !;efﬁil;ii_l'eal. | | | B
Contoh dari definist 2.2.1,

¥ +xy=0 {2.2.2)

y -y=0 _ n(2.2.3)
Persamaan (2.2.2) adalah suatu persamaan difereg?i.al“ biasa orde pertama dan,
persamazn “(l’-.-z...S-)-adaJah persamaan diferefisial biasa prde I;eélua. " ¢

ﬁefinisi 222
Suatu penyelesaian persamaan diferensial biasa pada persamaan (2.2.1) adalah
suatu fungsi y(x) yang ditentukan pada suatu selang bagian Jc f yang secara
" identik memenuhi pérsamaan {2.2.1) pada seluruh éélang Joo
Sebagai contoh kita perhatikan persamaan {2.2.3) yang mempunyat
petyelesaian yaitii =& dan ¥y = ¢* Kita ambil y; = &, da_paf_dilih:ﬁ
bahwa,
¥ G-y = @) -t =" - =0
Jadi y; = &' untuk x dalam selang real (-, +0) adalah suatu penyelesaian dari
yiey=0. | | s
Definisi2.2.3
Fungsi ff’i, ) dikatakan memenuhi syarat Lipschitz pada variabel v dalam set

D c 9%, jika diberikan konstanta £ = 0 dengan syarat bahwa




[fx, i - flx, vl <L 1 ys -y

dimana (%, y;), (x, yz) € D. Konstanta /, disebut konstanta Lipschitz untuk 7.
Contoh untuk definist 2.2.3:

Jika D={fx yM1 <x<2, -3sy<4}danfx, y) =xlvl, maka untuk setiap_..

pasangan titik (x, y;J dan {x, y,j dalain D didapat

A6, 2) = f65, 2| = Islyd - 3l = el -l < 2

Vg
Jadi /'memenuhi syarat Lipschitz dalam D pada variabel y dengml konstanta
Lipechitz adaldh 2. ¢

B Defmln 2.2.4
Suatu set DC%" dlsebui convex jika (x;, ), (x; ¥ = u,tmk
((1-A)x; +2xz2, {{ - WYy; +2yz) € Duntuk setiap 4,0 <A < 1.
Secara geomem definisi 2.2.4 menyatakan bahwa suaty set adalah
- convex jika diberikan dua-—titik vang berada dalam set, semua garis lurus yang

menghubungkan antar titik juga berada dalam set.
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Gambar 2.2.1 Convex
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Lemma2.2.1
Untuk settap x > -/ danm 20,
0 <1 + xJ" <™, o {2.2.4)
Bukti

Menggunakan deret Taylor dengan f{x) =¢*, xo =0 ,dann = 1,

JB) =0 + 1O —xg) +170) Emx0’ 4 4R,
2!

dimana R, = /&Y (X~ %)

n!
e 2]+ et
2

dengan 0 <& <x_ Jadi

O] +x <t +x+ 1 %5 < &
2

E4

o dankarena ' +x 20,

O +)" <) =™ 4
Le.mma“2 2.2 |
Jika 5 dan ¢ bilangan real positif; {a; }fz ; adalah barisan yang memenuhi
ap2 t/s, dan

@i+) S(1 +sjag + 1t untuksetiapi =0, 7, 2, 3 ..,k c(2.2.5)

makaaﬁ.j '.S.e(i"'i)s( £_+ @g |- _Z_
& 5

Bulkti

Untuk suatu integer i, pertidaksamaan (2.2.5) menyatakan bahwa




1¢

it} :S'(J:_'!'S)ai +f
S +s)f (1 +s)ay +t] +1

<1+ ) (1 +S)as +1] )+t

<(i+sf gt 1 H (1) v +s)f . (ST

tetapi 1+ (7 +5) F (1 +5)7+. Hl+g) =% (I+s)

i=t

adalah deret geometri dengan rasio {1+ s} dan mempunyat jumlah .

i - O +5")iﬂ - _1_[(!"1‘ S)(’h‘ _ f]
1-0+s) 5
jadi g (1 3 ap+ O L e g 45 [’£+ an]_ ¢
: . s & 5
dan berdasarkan lemma 2.2.1
d;+) <efti® (t—*‘auj_ L _
g Ny ’

Definisi 225
Permasalahan mlai awal,

Y =fry),asx<h, y@) =a, o (2.2.6)

229
dikatakan well-posed problem jika :

(i) . ada penyelesaian khusus y(x) padu permasalahan;
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(i) untuk sembarang & > O terdapat konstanta positif ¥ dengan syarat

" bahwa ketika | &g l < g dan lS(x) | < e, ada suatu penyelesaian khusus

%’ =flez) +8(x), e <x<b . z{a) = tgy , {227

dengan ‘z{x) - y(x) | < e untak setiap @ <x < b.
Permasalahan pada persamaan (2.2.7) sering disebut perturbed probiem

(permasalahan gangguan) yang berhubungan dengan permasa,lahan pada

persamaan (2 2. 6) Metode numenk sela.lu berkmtzm dengan menyelesmkan

perturbed problem karena kesaiahan apapun vang dxa.;ukan akan d:hamikan

pada permasaiahan persamaan (2 2.7). Kecuali kalas permasalahan persamaan
(2.2.6) adalah well-posed problem, ada sedikit alasan untuk mengharapkan
bahwa penyelesaian numerik 7dari suatu Vperturbed problem akan akurat

mendekati penyelesaian permasalahan persamaan (2.2.6).

2.3 Interpolasi Polinomial Newton

Untuk mendapatkan rumus prediktor dan korektor dari metode
prediktor-korektor Adams orde keempat digunakan rumus mterpo]asx
polmemlai belakang Newton. Rumus interpolasi poimomxal belakang Newton
didapat dari rumus interpolasi divided difference ( selisih terbagi} Newton .

Andaikan X9,X; X3, .. %, adalah bilangan real dengan dan f'adalsh
fungsi dari xg ',x; X2 5 e Xy . Dengah ménggunakan .met-ode divided

differerence (selisih terbagi) didapat polinomial
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Puls) = Go + aifx-xo) + eat-xg)(x-x1) + . + @pfx-xg)(x-21).. (221 1)

(2.3.1)
dimana gy,a;,... ,a, adalah konstanta,
00~ ) =l
untuk P,{x;) = fix,)
Pulxa) = flxd + afx-x0)
sehingga ¢ - S )= flxo) n(2.3.2)
o L oXp - xg '
 fIxJ adatahnotusi divided différererice (selisih terbagi) untuk /{x))

3] =7
Pada selisih terbagi pertama untuk X; dan x;,, didapat

Tl Flriaad- fla] .....(2_3-37)7

. ,,,x,-H —,,x:',, o

Pada selisih terbagi ke -7 didapat

S B xig s Xip g Lk = f[xiﬂ’xi+lv"'rxi+k-—l’xi+k]‘ Fleixivises %iogy ]
taad 8 N LhAs ] I+X—1>» -

ivg = %4

(234
dengan notasi diatas persamaan (2.3.2) menjadi @, = fx, ,x 1/ secara analog
dapat _d_itentukanéz 3, 8h, ya#'tu ap =flxo,x;, x5, .. ., X/ untuk

k= 0,1,2,..., n sehingga persamaan (2.3.1) menjadi

Pulx) =J?rx0]_+ Jlxox ] (x-x4) t Axoxr 3ol {s-xgia-x) + .

+ i {xaxs 50, , Y] (x-xg}(x-% 7). (x-%,0.0)
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- atan
Pufx) = fixq] + é. Mo, 50, o s xd(x =20 . (—xiy). ....(23.5)
Persamaan (2.3.5) disebut juga rumus interpolasi divided difference Newton.
Rumug inferpolasi polinomial Newton ada dua 'jenis ‘yaifu, rumus
interpolasi depan Newton dan rumus interpolasi sefisih belakang Newton.
Untuk menetukan rumus interpolasi selisih belakang Newton pada titik-titik
XX nts - X g persamaan (2.3.5) diubah menjadi
Pos) = M5 Mtwaa] i) + Mo el (crdlssn) + .
- + f [xax, ,xg, , gﬂj.(x-x_,){x-x,,_,)..{:-x,)
denganx = x, + 5k danx = x; + {s+n-i}} dihasilkan
Pulx) = Pulx, + sh)
AR A A el LRV R
+ 5(s+1). (stn-Dh" [ixax, X7 X0

Persamaan (2.3.6) disebut rumug interpolasi selisih lerbagi belakang Newton.

Pefinisi2. 3.1
Diberikan barisan {pn iy, > operator selisih belakang Vp,, adalah
Vp,., = Dp=Dn.} utukn > 1
Vi pn = v/ (Vpn} untuk k > 2

Definisi (2.3.1) menyebabkan

M) = -}1-2- V0 s (825t s 5n] = ﬁ? V2 fx),




i4

dan secars umum

T o mdett s o s Xty Hn] = E%F VE A,
f

P {x} menjadi :

CPufx) = flxa] + sV + f_(*iitl_)vz fond + ..

456 +1)brn-1)gn g ) (2.2.6)

Definisi2.3.1

Fungsi binomial untuk  suatu bilangan bulat tak negatif dan y bilangan bulat

adalah :
(7)= y(y - 1).-"0* ~i+1) (237
il _ _
- Dengan menggunakan fungsi binomial untuk y = -5 dani = # dlidapatrr— -
(;;)z -s(- s -1)1;{.!(-.9— z—g)
(;s )= (-1 56 + 1)}(’:’ +k-1) {2.3.8)

Dengan menggunakan persamaan (2.3.8) maka persamaan {2.3.6)

menjédi :

Pufx) = flxgd + 1Y (75 )V fix) + (1Y (3* V2 ) + . |

DOV )




Prlx) =

15

s (U (3 )V A (239

=0

Persamean {2.3.9) disebut ramus interpolasi selisih belakang Newton. YV flxn)

merupakan operator diferensi belakang Newton yang nilainya ditentukan

meialm tabel (2.3.1).

Tabel2 31

Xn-3 Vn-3

X2 ¥n-2

Xn-t yn-l

7 xn”, ”*"

Daftar Diferensi untuk Interpolasi Polinomial Belskang

Newton unfuk k=3

s

Vs e
e Vo y
\ Vohs
Jut Vs
Vot

Persamasn (2.3.9) digunakan untuk mendapatkan rumus prediktor-

korektor metode Adams. Untuk menentukan rumus prediktor Adams-Bashfort

digunakan rumus interpolasi belakang Newton P,.; pada tifik-titik

(s )_’(Ii))s (x: 1 _.V_(xa-i)): (x,:,;, y(x:2))s v s Givton s )f(3¢+i-:§)) . Sedangkan

untuk menentukan rumus Adams-Moulton digunakan rumus Interpolasi

 belakang Newton P+, dengan tambahan titik (s, Mo y0rae))).
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2.4 Analisis Kestabilan

Secara umum metode multistep untuk menentukan penyelesaian

masalah nilai awal -

y'=fx,y),a sx<b,yfa) = a. {24.1)

entuki=m-1,m, .. ,n-l damh ={(b-a)l/n setax; =a +ih
denganWo = &, W: = &, ... , Wi = .t >

dapat difulis dalam bentuk

Win) T Gy Wt G2 Wiy T ¥ Qo Wirim

+ k[b,,,ﬁbrm, wi-!-!} + bm-!f(xi; Wi)'f' o T Z}.Oﬁ-?_‘:i—l-f-.m: Wi-l-]-m)]

(24.2)

~Kesalahan pemotongan lokal untuk metode multistep yang dinyatakan

dalam bentuk (2.4.2) adalah

ﬁ_’_](k) = Y(Xn) = QoYX = = @V {(Xiisom ) - 'F(xi,h, Wiw, Wi ..o ) wi—t—:’-m)
kK

c(2.4.3)

untuk setiapi = m-1 , m ;.. , n-1.

Persamaan (2.4.2) dapat dibentuk menjadi :
Wie = Gy Wit @ oWt . +aaWi+j-m+kF{xi R, Wity , Wiy s Wi-;-f-m)

c(244)
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dengan
F(xak, Wiets Wis oo, Wiggon) = bmﬁixﬂ, Wi+f)+bm-f]?xb Wt ..
+b Qﬁ;’:iﬂ-m Wi—k}-m)

dan Wo= &, W, = @, .. , W = Oy .

Untuk melakukan anal:sa kestabllan dlbuat dua asumsi yang

belhubungan cengan fungm F
(1) jikaf= 0 (jika persamaan diferensial homogen), maka ¥ = 0 ;
(ify ¥ memenuhi syarat Lipschitz yang berhubungan dengan barisan

Feitl-m

{w "l dan diberikan konstanta [ dengan
|F(xinh; Wish .. s Wr:u-m) - F(*xi:k:vz} ;Vi+1-m,j| <l > I Wisri= Vivs |
i

untuk setiap { = m-1, m, .. , n , dan barizan {w {,

Sebelum melakukan analisa kestabilan metode multistep periu dil%etahui
hubungan antara konsistensi, konvergenm dan kestabilan metode mu!tm\‘en
sehmgg'z akan membantu dalam memilih suatu metode yang baik.

Suatu metode multistep dikatakan konvergen jika  solusi dari
pendekatan persamaan diferensi mendekati solusi dari persamaan diferensial

pada saat ukuran langkah mendekati nol yang berarti bahwa
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lim,,omaXoc; ¢ W — y(x:) | = 0. | ce(2.4.5)
Untuk kekonsistenan suatu metode, perbedaan situasi dapat terjadi.
Suatu metede yang konsisten menyatakan bahwa solusi pendekatan persamasn
| diferensi mepdekati solusi persamaan diferensial pada saat ukuran langkah
mendekati nol. Syarat tambahan muncul karena jumlah nilai-nilai awat yang
dibutuhkan metode multistep. Karena bissanya hanya terdapat satu nilai awal

Wo = «, maka perlu dinyatakan bahwa kesalahan pada semua nilai awal { ;)

mendekati nolpada saat ukuran langkah mendekati nol; sehingga kedua syarat

- berikut ini harus -dipenuhi - agar- suatu  metede - multistep - dapat dikatakan - = -

-konsisten yaitu:
lim tafh)l =0, untuk setispi =m, m+1, .. , 5, on(2.4.6)
h-y
dan lim log - yix;) | =0, untuk sefiap/ =1, 2, .. , m-1 (247
-3

Syaraf yang kedua (2.4.7) dapat mengakibatkan metode multistep tidak
konsisten jika metode one-step yang digunakan nntuk menentukan nilai awat

Juga tidek konsisten.
Persamaan (2.4.3) adalah polinomial, diasumsikan bahwa /' = 0 maka

F = 0, untuk w,, = 2" didapat persamaan polinomiat karakteristiknya adalah :
PV = A~y A -y A7 - -4y A-ag .{2.4.8)

dengan A adalah akar dari persamaan polinomial karakteristik.
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Besamya akar dari persamasn polinomial karakteristik metode
multistep berhubungan dengan tingkat kestabilan metode yaitu pada kesalahan

pembulatan, Perhatikan contoh berikut;

»'=0,yfa})= adimmaa 0. {249y

Permasalahan tersebut mempunyai penyelesaian eksak y(x) = «
Setiap metode multistep akan menghasitkan penyelesaian eksak

Wy = & untuk setiap ». Penyimpangan dari penyelesaian eksak terjadi pada. .

kesalahan pembulatan bawaan berhubungan dengan perhitungan metode.

Sisi kanan dari persamaan diferensial (2.4.9) mempunyai iz} =g,
menurut asumsi (i} (pada halaman 17) F(x;, 2, Wiy, .., Wiy = 0, dalam
péx;sézﬂaéh diferensial (247) "Kbhsekuaﬁsrinya béhtuit ” standar Vpet.'srérnwlaan

diferensial menjadi
Wis) = Quup Wi T oWy + .. + do Wiriom (2410)

Andaikan A adalah akar persamaan karakteristik berhubungan dengan

persamaan (2.4.7). Karena

R,i-'-'r — Gt 117:- Gz __,1;',] -, Ai—l-]-wrr:,114'}—?#[3,}3“&’3’!/1”3-! T 7 ﬂg] = 0

{2410
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maka w,, = A” untuk setiap » adalah penyelesaian untuk persamaan {2.4.10}.

Tika Ay, Ap, .. , A akar-akar nyata dari polinomial karakteristik persamaan

(2.4.7), dapst ditunjukkan bahwa setiap penyelesaian untuk persamaan (2.4.10)

dapat dinyatakan dalam bentuk .
Wy = :,c.._l? cn(2.4.12)
il

untuk kumpulan konstanta khusus ¢, ¢, .. , Cn .

' Kéi'ena: penyel,éséizjﬁ"éksak dari"péi"safnééiﬁ "(2';4'.9)" adélah'}{x} ) ='  Gl
untuk setiap », maka w, = & adalah penyelesaian untuk persamaan (2.4.10).

Kemudian digunakan padsa persamaan (2.4.9) sehingga didapat;

O~ Ay -~ Olpa=. - Abo= A1 —tpy - ~dgf =0
Hal tersebut menunjukkan bahwa A = [ adalah salah satu penyelesaian dari
persamaan karakieristik. Diasumsikan bahwa pada persamaan (2.4.12)

penyelesaian ini dinyatakan dengan A; = [ dan¢; = «, schingga semua

penyelesaian untuk persamaan (2.4.12) dinyatakan sebagai berikut
W=t S ' | e {2,4.13)
=2

~ Jika semua perhifungan adalah eksak maka semua konstania c5¢3,..., G

- bernilai nol. Dalam prakteknya konstanta c;, ¢3, .. , ¢ tidak harus nol pada




kesalahan pembulatan. Kesalahan pembulatan berkembang secara eksponensial
sampai dengan l?u;l < 1 untuk setiap akar-akar A;, Az, .. , Ap . Semakin

kecil kenaikan gkar-akar terscbut, semakin stabil metode yang akan

mempengaruhi perkembangan kesalahan petnbulatan.

Dibuat asumsi sederhana untuk mendapatkan (2.4.13) bahwa akar-akar =~

persamaan karakteristik adalah ayata Situasi yang serupa terjadi ketika

muncul akar-zkar ganda .
Definisi 2.4.1

Andai A; , A, .. , A, werupakan akar-akar persamaan polinomial

- karakteristik
p(A) = A" — Gy A g, A —ay A-ap= 0
berhubungan dengan metode multistep -
Wo= &, W;= U, oo , Wg = Oy,
dan Wiy = Gy Wit G Wiy + .0 T Qg Wipn
+hE(x, B Werts Wis oo s Weigon)

Jika l?ﬁqli 1 untuk setiap i = 1, 2, .. , m dan semua akar dengan mlai

absotut 1 adalah aka;j-akar sederhana, maka metode dikatakan memenuhi roor

condition (syarat akar).




™~
i~

Definisi2 4.2

(i) Metode yang memenuhi syarat akar dan mempunyai A = 1 sebagai

satu-satunya akar persamaan Kkarskieristik disebut strongly stable

(kestabilan sangat koat}. - -

(i) Metode yang memenuhi syarat akar dan mempunyai lebih dart satu akar

nyata disebut weakly stable (kestabilan sangat lomah).

(i) Metode yang tidak memenuhi syarat akar disebut unstable (tidak stabil)






