BAB II

" MATERI PENUNJANG

2.1. Dasar-Dasar Teori Graph

Definisi 2.1.1

Sebuah graph G(V,E) atau disebut juga graph G terdiri atas himpunan V dari
elemen-elemen yang disebut ‘titik, dan himpunan E dari suatu daftar pasangan
elemen itu yang disebut garis, dinyatakan d_eﬁgan bentuk (i,)) atau (j,i) dimana
iJéV. Garis yang mempunyai titik awal sama dengan ’;itik akhir dinotasikan (i,i)
disebut self-loop di G, dan garis-garis dengan titik awal i sama dan titik akhir j
sama disebui ganis paralel. Garis paralel antara titik i dan titik j dinotasikan
dengan simbol (ij), (ij), ... , (L k = 2. Dalam benyajiannya titik-titik dalam
sebuah graph dinyatakan deﬁgﬁn bentuk lingkaran kécil atau berupa titik dan

garisnya dinyatakan dengan gz{ris leﬁgkung atau garis lurus.

Comoh 2.1.1
Graph G(V.E) dengan himpunan titkk V = {1,2,3 4} dan himpunan garis
E = {(152)5 (1>3)17 (193)2: (212)5 (293)15 (233)29 (334)5 (474)1> (494)2} (ditunjUkkan

pada Gambar 2.1.1).

Gambar 2.1.1. Graph G(V.E)




Seperti terlihat pada Gambar 2.1.1, Graph tersebut mempunyai self-loop
pada titik 2 dan titik 4, dengan banyaknya self-loop pada titik 2 adalah 1 dan pada
titik 4 adalah 2. Sedangkan untuk garis paralel, terdapat Pada garis (1,3) dan garis

(2,3) masing-masing mempunyai 2 garis paralel.

Definisi 2.1.2

Subgfaph dan graph G(V.E) adalah suatu graph G;(VS,ES) dengan V; dan E;
adalah subset dari V dan E. Zfika V, dan E; subset sejati maka subgrapnya disebut
subgraph sejati, dan jika Vs = V maka subgrapnya disebut sebagai spanning
subgraph dari G. |

Contoh 2.1.2

(a)

Gambar 2.1.2. Subgraph dari graph Gambar 2.1.1

Pada Gambar 2.1.2 di atas, Gambar 2.1.2(a) merupakan spanning subgraph
Gy(V.E.) dan Gambar 2.1.2(b) merupakan subgraph sejati Gy(V.,E,) dari graph

Gambar 2.1.1.

Definisi 2.1.3
Derajat dari suatu titik i dalam 'graph dinotasikan dengan d(i), didefinisikan
sebagai :

d(i) =2 ny+ n,




dimana n, adalah jumlah self-loop yang bertemu (incident) dengan titik i dan n,

adalah jumlah garis selain se]f-loop yang bertemu (incident ) dengan titik 1.

Contoh 2.1.3

Pandang graph G(V,E) pa(_ia Ga@nbar‘ 2.1.1. Banyaknya derajat pada masing-
masing titik adalah sebagai berikut : |

titik 1 tidak mempunyai self-loop, ny =0 dan n, = 3, maka dH=20)+3=3
titik 2 mempunyai 1 self—looﬁ, n;=1dann, =3, maka d(2)=2(1)+3=35

titik 3 tidak mempunyai self-loop, n, = 0 dan n, = 1, maka d(3)=2 O+1=1
titik 4_mempunyai 2 self-loop, ng = 2 dan n, = 1, maka ‘d(4) =2(2)+1=5

Jadi banyaknya derajat pada masing-masing titik adalah

d0=3,  d@)=5  d®=1,  d@)=5.

Definisi 2.1.4

Barisan garis (edge sequencé) deﬁgan panjang k — 1 dalam sebuah graph G
adalah barisan terhitung déri gaﬁs-garis yang dinotgsikan (i1, 12), (12, 13), ... ,
(i1, 1x), kK = 2. Barisan, garié dikatakan tertutup jika i; = iy dan dikatakan terbuka

jika iy # iy,

Contoh 2.1.4

Barisan tertutup dengan panjang 10 adalah garis-garis (4,2), (2,6), (6,3).
(3,5), (5,2), (2,6), (6,3)‘> (3,5), (5,15, (1,4) dan barisan terbuka dengan panjang 9
adalah garis-garis (1,6), (6,3), (3,5), (5,3), (3,4), (4,2),(2,6), (6,3), (3,5). (terlihat

pada Gambar 2.1.4).




Ganabar 2.1.4. Sebuah graph

Definisi 2.1.5
Jika semua garis yang muncul dalam barisan garis adalah berbeda, maka barisan

garis itu disebut train garis (edge train).

Definisi 2.1.6
Sebuah train garis terbuka (if, i), (Ia, 13),...,(i1, i) k >2 disebut path dengan

panjang k-1 jika semua titik iy, iz, ... , i adalah berbeda.

Contoh 2.1.6
Barisan garis (1,6), (6,2), (2,5), (5,3), (3.4) merupakan train garis terbuka

dengan panjang 5. (seperti terlihat pada Gambar 2.1.4).

Definisi 2.1.7
Scbuah train garis tertutup (i1,is)(is,is),... ,(i1,i) k > 2 disebut sirkuit dengan
panjang k-1 jika i, = i dan semua titik i1, iz, i3, ... ,ix1 adalah berbeda.

Sebuah self-loop adalah sirkuit dengan panjang 1.

Contoh 2.1.7
Tertlihat pada Gambar 2.1.4. Garis-garis (1,5), (5,3), (3,6), (6,1) adalah

sebuah sirkuit dengan panjang 4.




2.2. Operasi Dalam Graph

Ada empat teori hilﬁpunzm dalam operasi graph yaitu gabungan (union),
irisan (infersection), pengurangan (diference), penjumlahan (ring sum) yang
disimbolkan dengan U,\~@® .

Jika Gi(V,E1) dan Gx(V,,E,) adalah dua subgré.ph dari graph G(V,E) yang
tidak mempunyai titik isolas_is maka :

GG, adalah subgraph yang terdiri dari semua elemen baik di G
maupun di G; atau di kedﬁanya. G1UG, dapat disajikan sebagai subgraph G
dengan himpunan titiknya VL V, dan himpunan garisnya E; U E,.

G1" Gy adalah' subgraph yang terdiri dari semua elemen yang ada di
keduanya di Gy dan juga ada di Gs. Irisan graph Gy~ G, adalah subgraph G
dengan himpunan titik V,m Vg dan himpunan gatis E1NE,. |

G- G; adalah subgraph ‘yang:mengandung semua garis di G, tapi tidak di G,
G1 © G; adalah subgrapﬁ yéné menganduﬁg semua garis di Gy atau di G; tapi
tidak dikeduanya. |

Gi® G2 = (GiUGy) — (G1NGy) = (G- Ga) W (G — Gy).

GOT=08G =G,

Contoh 2.2.1

(G1)

Gambar 2.2.1. Dua subgraph G, dan G;




Gambar 2.2.1(A, B, C, D, E). Operasi dari graph G, dan G,
(A) GiUG, ; (B) GinGy 5 (C) Gi® G2 (D) Gy -Gy 5 (B) G2 - Gy

2.3. Digraph (Graph Berarah) dan Digraph (p,s)

Definisi 2.3.1
Sebuah digraph G4(V,E) adalah sebuah graph yang terdiri atas himpunan titik-
tittk V dan garis-garis E yang berupa garis berarah yang dinyatakan dengan
bentuk (ij) dimanai,je V. Titik:i adalah titik awal dan titik j adalah titik akhir
dari (1,j). Garis-garis dengan titik awal i sama dan titik akhir j sama disebut garis
paralel. Garis paralel berarah dari titik 1 ke titik j dinotasikan. dengan simbol (i,j);,
(L)zseres (ke » k 2 2. Jika :garis‘dengan titik awal dan titik akhir sama maka
disebut self-loop di G. |
Contoh 2.3.1

Sebuah digraph dengan himpunan titik V = {1;2,3,4}dan. himpunan garis

E={(L1),(1,2), (1.4, (23}, (2.3), (3,1), (4,3), (4.4)1, (4,40}




Gambar 2.3.1. bigrap'h dengan self-loop dititik [ dan dititik 4,
juga 2 garis paralel dari titik 2 ke titik

Definisi 2.3.2

Derajat masuk d'(i) dan derajat ke!uar d'(i) dari sebuah digraph G adalah sebuah
digraph dengan d’(i) menyatakan jumiah garis-garis di G yang mempunyai titik i
sebagai titik awal yang disebut derajat keluar dan d(i) menyatakan jumlah garis-
garis G yang mempunyai titikj i sebé.gai titik akhir yang disebut derajat masuk titik
1di G {[ d(i),d (i) ] }menyatakan barisan pasangan derajat titik i dalam G.
Contoh 2.3.2 | |

digraph G dengan himpunan titik V={1,2,34,5,6} dani e V.

Gambar 2.3.2. Sebuah digraph G
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Derajat keluar d*(i) dan derajat masuk d'(i) dari digraph G Gambar 2.3.2

adalah
d'(1)=2 d'(4)=2 d()=1 d4)=1
d'2)=1 FG=1  d@=2  d@©)=2
d'(3)=3 d'(6) .=1 - d3)=2 d(6)=2
{[a* @, a1 = ¢ [2;1], (1.2}, [3.2}, [2,1), {1.2], [1.2] }.
Definisi 2.3.3

Sebuah digraph G(V.E) dikétakan bipartite jika himpunan titik V dapat dipartisi
menjadi dua subset terpisah ' V; dan V, sedemikian sehingga dari tiap-tiap garis
berarah tersebut mempunyai titik awal di V; dan titik akhir di V.
Contoh 2.3.3 | |

Pada Gambar 2.3.3 adalah digraph bipartite B yang didapat dari digfaph G

gambar 2.3.2.

Gambar 2.3.3. Digraph bipartite

Definisi 2.3.4
Sebuah digraph (p,s) adalah graph berarah G4«V.E) dimana | (x,v) |Sp untuk:

semua (X,y)€E, x #y, dan |(x,x)| < s untuk semua xe V, dengan p menyatakan
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jﬁmlah garis maksimum anfara dua titik dan s menyatakan jumlah self-loop yaitu
jumlah garis dengan titik a\a;al' daﬁ tittk akhir sama pada titik itu juga. T ii{a p=s
maka digraph (p,p) disebug digraph D.
Contoh 2.3.4 |

Terlihat pada Gambar 2.3.2, jumlah garis maksimum antara dua titiknya
adalah 2 atau p=2 dan jumlah self-loop maksimum adalah 2 atau s = 2, sehingga
digraph (p,s) tersebut merupakan digraph (2,2). Kafena p =s maka digraph (2,2)

disebut juga digraph 2.

2.4.Jaringan Perluasan Peféediaan—Permintaan

Theorema perIuasanj peréediaan-pennintaan ~dapat digunakan - unutuk
menyelidiki kefeasibelan aliian pétda jaringan persediaan-permintaan. Dalam hal
ni jaringan persediaan-permintaan  disajikan dalam bentuk graph berarah
G(V.Ec.f). Jarnngan G yané dinotasikan dengan G ( V,E,c,f ) merupakan suatu
graph berarah dengan hinip?unan, titik V, himpun@ garis berarah E, dimana
masing—masing garis (x,y) e E mempunyai kapasitas garis c(x,y) dan nﬂm aliran
f(x,y). Dalam penyajian jaringan G(V,E,c,f ), nilai funési ¢ dan f secara berurutan

dituliskan sebagai pasangan bilangan pada garis tersebut.

Definisi 2.4.1
Suatu pola aliran {f (x,y)} dikatakan fisibel dalam G{V E,c,f ) dan mempunyai
nilai aliran fy dari titik sumber s ke titik terminal t jika untuk setiap x € V

memenuhi persamaan ;

2AEN-YEE0=1, , X

I
o

2.1
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=0 x#s, t (2.2)
=-1; , X =1 (23)
o ()2 f(xy)20, (xy) < E.

Misalkan ( X,Y) adalah himpunan semua garis berarah dari beberapa titik
dalam X ke beberapa titik dalam Y, maka besémyei nilai aliran f atau kapasitas ¢
dalam jaringan G didefinisikan -

f(XY)= Df(y

EVe(XY).

c(XY)=  dcxy)

w@ye(XY)

dengan £(X, Y)=c (X, Y )=0,jika(X,Y)=0

Definisi 2.4.2

Himpunan potong dari s ké t (s — t cut set) pada jaﬁngan G (V.E,c,f ) adalah
minimal himpunan garis ( X 3,?) dengan s e X, dan | t e X dimana X c V dan
X = V - X. Dimana jiké gafis tersebut dihilangkan dari graph G akian'

menghasilkan graph G tak terhubung.

Theorema 2.4.1
Misalkan ( X, X ) adalah pofongan dari s-t (s-t cut) pada jaringan G (V.Ecf).
Nilai aliran f; daris ke t dalam G adalah :

Fu= (X, X)_£(XX) <o (X X) | (2.4)
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Bukti
Berdasar pada definisi 2.4.1 pola aliran {f (x,y)} memenuhi (2.1)~— (2.3).

Jika xe X, maka diperoleh :

£ = 2 [ 6 V)-£(V.x)=£ (X, V)-£ (V.X)

fex
V=XuU X, persamaan di atas menjadi :
£ =f(X, XU X)-F(XU X.X)
SF(XX)+ (X, T)- (X, X)-£( K.X)
—£(X, ¥)-1(X,X) |
Karenaf(X, X) € ¢(X, ﬁ_{')danf(f,X)zo,maka

F(X, T)-£(X,X)< ¢(X,X) (terbukti).

Contoh 2.4.1
" Disajikan jaringan G(V,E,c,f ) seperti pada Gambar 2.4.1, dengan

mengambil beberapa potongan ‘pada jaringan tersebut. Tunjukkan bahwa

FXX)-f(X.X)Se(X,X) pada: a. (X1,X1) ; b (X2, X2) : ¢ (Xs,K3)

Gambar 2.4.1. Jaringan G(V,E,c.f ) dengaﬁ beberapa potongan
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. Penyelesaian :
Dari Gambar 2.4.1, diketahui X, ={s,1}, X ,={2,34,5.6,7t},
X={s12}, Xo={345678, X={s12345}, X;={67t)

a). X1 ={s,1}, X 1= {2,34,56,7.)
£(X1,X1)-f(X1.X0)=£(52) + £(1,2) + £(1,3) - £ (4,1) = 3+1+8-0=12
c(X,i)==c(s,2)+c(1,2)+‘c(1,3)=3+1+10=14‘
f(Xl,—)Zl)-f(il,Xl)SC(X1,§])=12514 (terpenuhi)

b.Xo={s12}, X:={345671
f(Xg,ig)-f(ig,Xg)=f(§1,3)+rf(2,4)+f(2,5)—f(4,1)=8+0+4—0=12
c(xz,i2)=c(1,3)+c(2,4j+b(2,5)=1o+5+5=20
F(X2,X2)-f(X2,X)<e(Xs,X2)=12€20 (tefpenuhi)

c). X;=1{s5,12,34,5}, X:={6,71
f(xg,i3)-f('i3,xg)=f(3,6)+f(4,7)+f(5,7)—f(6,4)=5+2+5—0=12

o(X3,X3)=c(3.6)+c @ +c(57)=5+2+6=13

£(X5,X3)-F(X3,X:)<c(X5,X3)=12<13  (terpenuhi)
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Theorema 2.4.2

Jaringan G (V,E,¢,0) denganfhimpunan V dipartisi menjadi tiga himpunan bagian
yang terpisah S, R, dan T.I‘ Setiap xe S berhubungan dengan dua fungsi real
nonnegatif a(fc) dan a'(x), dJmana é(x) < a'(x), dan untul setiap z;eT berh.ﬁbungan

dengan dua fungsi real nonnegatif b(x) dan b'(x), dimana b(x) <b'(x), sehingga

a(x) <f(x,V)— f(\r,x')3 <a' (%), XeSs - @25)
fx,V)—f(Vx)=0, xeR (2.6)
b(x) < F(V,x)- fx,V) < b' (x), xeT Q.7
() 2 k) 2 0, xy) € E 28)

adalah fisibel jika dan hanya jika

c(XX)2b(TnX)-2'(8nX) (2.9)

c(X,X)za(Sn X)-b(TnX) (2.10)

berlaku untuk setiap XV, dimana X=V-X

Bukti

Syarat perlu

Diketahui :
a(x) <f(x,V)~fV,x) < a (x), . xeS 2.5)
fx V) - f(Vx)=0, xeR (2.6)
b(x) < £(V.%) - f(x,V) <v . xeT @7

oxy) 2 f(xy) 20, xy) e E (2.8)
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Dibuktikan :
c(X,X)2b(TAX)-a (SN X) (2.9)
cX.X)za(S M X)-b (TAX) | (2.10)

Diasumsikan bahwa ierd¢1pat sebuah aliran f dalam G yang memenuhi

kondisi (2.5) - (2.7), yang dapat ditulis kembali sebagai berikut :

) < FV)~F(VR) xeS @.11)

FEV)-f(V0)=0 xeR (2.12)

f(x,V)— f(V,x) < b'(x) xeT (2.13)
dan ‘

£V - £0V) < al(x) | x &S (2.14)

FV-fxV)=0 xeR (2.15)

bR <E(VR)-EV) xeT (2.16)

Misalkan x € X, maka kondisi (2.11) — (2.13) dapat ditulis kembali sebagai

berikut :
aSNX)<f(SAX, V)-Ff(V,SAX) (2.17)
f(Rnx,V)—f(v,‘R:nX)ﬁo | (2.18)
FTAXV)-F(V, TAX)<B(TAX) (2.19)

Misalkan x eX, untuk kondisi (2.14) — (2.16) dapat ditulis kembali sebagai
berikut :

f(SNX,V)-f(V,SnX )<a(SnX) : (220)
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f(RAX,V)—f(V,RNX )=0 | (2.21)

£(TAX, V)-£(V,TnX)<b(TAX) (2.22)

Kemudian kondisi (2.17) —~ (2.19) dan kondisi (2.20) — (2.22) masing-masing

dijumlahkan, diperoleh :

F(SAX,V)+F(RAX, VI+f(TAX,V)}-f(V,SNX)=f(V,RNX)

CF(V,TAX) > a8 AX)—b(TAX) (2.23)

f(V,8NX)+f(V,RAX )+ (V,TAX)-f(SAX,V)-f(RnAX, V)

~f(TAX,V) 2 b(TnX)-a(SnX) (2.24)

Kondisi (2.23) dan kondisi (2.24) ekuivalen dengan
f(X,V)—f(V,X)‘Z a(8 NX)-b(TNX) (2.25)
f(V,X)-f(X,V) 2 b(-Tmi)—a‘(Smi‘) (.2.26)
Dimana, V=X U X maka kqndisi (2.25) dan (2.26) menjadi :
(X, X )-£(X,X) = a(SNX)-b(TAX) 2.27)
f(x,i)-f(i,xyz B(TrAX)—a(SAX) (2.28)
Bc;rdasar pada_t theorema 2.4. 1 :diketahui bahwa :
f(X,)_();f(i,X):‘s.c(X, X)
maka (2.27) dan (2.28) menjadi :
o(X,X) 2 b(Tmi‘)-a'(Smi)
(X, X)2aSNX)-b(TNX)

Terbukti diperoleh kondisi (2.9) _dan (2.10), maka syarat perlu terbukti.




Syarat cakup

Diketahui :

(X, X) 2 b(Tmi)—a'(Smi)

X, X) 2 a(SNX)-b(TAX)

Dibuktikan :
a(x) <EV) - V) < o' (),
V) - f(V.X) =0,
b(x) < F(V.)- V) < b (),

c(x,y) = f(x,y) 2 0,

xe S
xe R

xeT

xy)e E
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Pertama dibentuk perluasan jaringan G'(V\E¢'f ') seperti pada

Gambar 2.4.2, dengan menghubungkan titik baru s,t,u dan v dan garis berarah

(s,S), (u,8), (T.,1), (T,v), (wt), (s,v) dan (t,s) dengan kapasitas yang didefinisikan

sebagai :

c(s.x) =2(x)-a(),
o'(,%) = a(x), |
c(x,) =b(x)—b(x),
c'(x,v) =b(x),

c(ut) =K(T)

¢'(s,v) = a(S)

c(t,s) =0

c'(x,y) = c(x.y),

xe S

xy)eE

(2.29a)
(2.29)
(2.29¢)
(2.29d)
(2.29¢)
(2.29¢)
(2.29¢)

(2.29h)




a'(s1) — a(s;)

a'(sk)-a(s'ir & t b’(tm)t b(tm)
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Gambar 2.4.2. Suvatu jaringan G(V'E'c.f) yang diperoleh dart perluasan.

jaﬁngan G(V,E,c,f) yang menghubungkan titik-titik s;tu dan v

dengan arah panah seperti pada Gambar.

Misalkan f adalah alur yang fisibel dalam G. Alur f dalam G diperluas menjadi f'

dalam G' dengan mendeﬁniéikan .

£Y(s,%) = f(x,V) — f{V,x) — a(x), xeS
£'(u,x) = a(x), | | xe$
FiGct) = BV,x) = %, V) - b(x), xeT
£V =bx), <
Fi(wt) = b(T) |

f'(s,v)=a(S)
£1(t,s) = f(S,V) — f(V,S)

fxy)=fxy), (xy) € E

(2.30a)

(2.30b)

2.300)

(2.304)

(2.30e)

(2.30)

(2.30g)

(2.30h)
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Terlihat bahwa {' yang didefinisikan tersebut merupakan alur dari sumber
ke tujuan dalam G' yang bernilai a(S) + b(T).
Untuk membuktikannya, miisalkan (X', X ') merupakan suatu potongan-didélam
G'. Kasus di bawah ini yang membedakannya.
 RASUST
se X' danteX" Jika subset-subset X' dan X'di v dipartisi menjadi
X'={us} UX, X'={vi}u X
Dengan X=V-X, maka -
SR, )= cwh + el K) + eom) + o6 K) + € Xv) + 6 Xt)
+ (X, X)
=b(T)+aS "X )+aS) +2(S AX)-a(S A X)+b(TAX)
FB(TAX)-b(TAX)+o(X,X)
karena a(S "X ) 2 a(S "X ) dan b(( T A X ) 2 b(-T A X ), ini menunjukkan
bahwa

(X, X 2 aS) + b(T).

KASUS 2

seX'dant e X"

pada kasus ini, ¢'( X', X! ) adalah infinite dan tidak ada kondisi yang memenuhi.

KASUS 3
5,t € X', Partisi dari X 'dan X' ke dalam

X'={stu} UX, X'={viu X
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Maka didapat
(X', X' )= G +e(sX )+ (5, X)+ ¢ (Xv) +c( X, X)
—a(S)+ a*(s-m_i)m 28 AT+ a(S AX)
+b(TdX)+c(X,i)
=a(S)+ a(S X )+ b(T) - b(T AE Y+e(X,X)
diketahui : (X, X)2b(T X )-2' (S AK), maka

¢ (X', X' )z aS) + b{T)

KASUS 4
ste X", Partisi X ' dan X' ke dalam
X'={upuX, i‘%{s,t,v}ui
Kemudian didapat
¢ (XK= () + o, K) +¢ (X +e(X) + (X, )
=b(T)+a(sm§)+b'(TmX)—b(TmX)+b(TmX)
(X X
=B(T)+a(S)-aS N X)+b(TAX)+ (X, X)
diketahui o X, X )= a( Sr{X)-b'(TmX), maka :
¢ X, X2 a(8)+ b(T)
Terbukti bahwa f' yang didefinisikan tersebut memiliki aliran maksimal
dari pusat sumber ke tujuan. dailam G' adalah a(S) + b(T), sehinggaj setiap
potongan dalam G'(V' E' ¢' ?f "} memiliki nilai kapasiias paling kecil a(8) + b(T).

Hal ini menunjukkan bahwa pennasalahan tersebut fisibel.
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Berdasarkan uraian tersebut dapat disimpulkan bahwa kondisi (2.5)— (2.8)
adalah fisibel jika nilai aliran maksimal dari sumber ke tujuan dalam G’ adalah
a(S) + b(T).

Kemudian, karena f ' merupakan aliran dari sumber ke tujuan dalam G' yang
bernilai a(S) + b(T) maka : |
£'(u,x) = a(x), : - xeS (2.30a)
£'(x,v) =b(x), - xeT (2.30b)
untuk x €8, maka diperolehf' sebagai berikut :

f'ux)+f'(s,x)=f (3,V) -~ (V%) .(2.31)
dari (2.29a) diketahui c'(s,éc) = ra.'(x) — a(x), dan ¢'(s,x) = f (s,x} = 0, maka
diperéleh a(x)—ax)z f '(s;x) >0
sehingga kondisi (2.31) dapat ditulis kembali sebagai berikut :

ax) 2 f(x,V)-f (V?x) > a(x) ‘ XeSs t2.32)
Selanjutnya untuk x €T diperoleh f ' sebagai Berikut :

F(xv) + £ = £ (V) - £(x,V) (2.33)
dari kondisi (2.29¢) diketah?ﬁ c'(x,t) =b" (x) — b(x), maka kondisi (2.33) menjadi :

B 2 (V.0 - (V) 2 b(x), xeT (2.34)

- Dapat disimpulkan bghwa: jika pada jaringan G terdapat suatu aliran yang
mempertemukan batas bawah persediaan pada setiap sumber dan batas atas
permintaan pada setiap mjgan, dan jika pada jaringan tersebut terdapat suatu
aliran yang memenuhi batas atas persediaan pada setiap sumber dan batas bawah
permintaan pada setiap tujuan, maka terdapat suatu aliran yang fisibel didalam

jaringan persediaan permintaan.
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Dengan memperhatikan bahwa jika himpunan a(x) = 0 untuk x €S dan.
b'(x) = oo untuk xeT, maka theorema 2.4.2 menghasilkan theorema persediaan-
]jermintaan.

Karena syarat perlu dan cukupnya terbukti, maka theorema terbukti.
2.5. Theorema Aliran untuk Masalah Subgraph (p,s) dari Digraph (p.s)

Salah satu aplikasi dari theorema aliran perluasan persediaan-permintaan
adalah penyelesaian masalgh subgraph (p,s) dar ‘digraph (p,s), vaitu untuk
menentukan syarat perlu dan syarat cukup dari sebuah directed graph agar.
mempunyai subgraph (p,s) yang Ipemenuhi derajat keluar dan derajat masuk yang
ditentukan. Jika dalam sebﬁah digraph (p,s) derajat keluar sama dengan. derajat
masuk dari setiap titiknya dan tidak mempunyai self-loop maka digraph (p,s)
tersebut mempunyai subgraph (p,0) simetri atau graph (p,0). Jadi theorema untuk
penyelesaian masalah subgfaph dari digraph menjadi landasan theorema untuk.

penyelesaian masalah barisén. graphical.

Theorema 2.5.1 ‘
Misalkan G(V,E) sebuah d_igraph yang menghubungkan setiap Xe V yang
memenuhi | |
0 <a(x)<ax) _ (2.35a)
0 < b(x) < b ‘ | (2.35b)

dengan a(x), a'(x), b(x), b'(x) integer nonnegaﬁf.
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Digraph G(V.,E) tersebut Iﬁemptinyai subgraph (p,s) H dengan derajat keluar

d  (x) dan derajat masuk d ,; (x) yang memenuhi :

a0 €d, ()< a (x) | (2.362)
b(x) < dy(x) < b () B - (2.36b)
Jika dan hanya jika |
> min{b’(y),z minf(x,y)}, 8 (s-p)+p]}2a(X) (2.372)
yey(x xeX .
3 min{a'(y),z minf(x, ), 8 ., (s~p)+p]}2b(X) (2.37b)
yey*x) xeX ;

Untuk semua X € V, dimana

3, : Kronecker delta,
=0, x#y
5{
= I, X = y
#(X) : himpunan titik-titik terminal dari garis-garis di G(V,E) yang

mempunyai titik asal di X.

¥ *(X): himpunan titik-titik asa} dari garis-garis di G(V,E) yang mempunyai |

titik terminal di X
Bukti
Syarat perlu
Diketahui ;

Sebuah digraph G(V,E) yang memenuhi 0 < a (x) < a'(x)dan 0 < b(x) < b'(x)

_mempunyai subgraph (p,s) H yang memenuhi :
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a(x) < dy (x) < a(Xx)

b(x) £ d,(xX) £ b'(x)
Dibuktikan : ‘ :
5 min{b' .Y minfx,y),6 ., (s-p)+p]}2a(X)

yey( xeX

-2, min {a‘(y),Z minf(x,y)

YEP*(®) xeX

- L e

,5xy@-m+pﬂ2bon

Pertama, mengubah permasalahan ini ‘menjadi: sebuah permasalahan aliran,
yaitu digraph G(V,E) dibenfuk menjadi directed graph bipartite B(V',V".E") untuk
setiap xe V dengan cara 1nénghubungkan dua titik yaitu x'e V' dan x"e V". Garis
(x', y") di dalam E' adalah :s;ebuah garis (x,y) di G. Dalam kondisi ini garis-garis
paralel x ke y di G diwakili dengan garis tunggal (X, y")eE sehingga
B(V',V"E"} adalah sebuah :digra_ph (1,0). Setiap garis (x,y")eE' berhubungan
dengan sebuah integer noniiegatif c(x', y") yang disebut kapasifas (x,y"). Fungsi

kapasitas ¢ dari E' didefinisikan : -

ox,y") = min[|(xy).pl, x=Yy (2.382)

= min[i{x,y), s}, x =y (2.38b) |

Selanjutnya untuk melengkapi permasalahan persediaan-permintaan,
setiap X'e V' dihubungkan dengan a(x') dan a'(x') dua integer nonnegatif’ dan
setiap x"e V" dihubﬁn.gkan dengan dua integer nonnegatif b(x') dan b'(x") yang
memenuhi : | : |

ax)=a(x), a(x)=a(x), x € v, eV

bx)=bx), BE)=bLxeV, X'e V"

ST
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sehingga digraph bipartite B( V', V", E' ) dapat disajikan sebagai jaringan
persediaan-permintaan B( V;,‘ AAN E‘, ¢, T) dengan himpunan V' sebagai éumber
dan himpunan V" sebagai tujuan.

Kemudian berdasar pada theorema 2.4.2 (theorema perluasan persédiaan—
permintaan), jaringan G (V, .E, ¢, f ) dengan himpunan V dipartisi menjadi tiga
himpunan bagian S, R, dan T. Setiap xe 8 sebagai sumber berhubungan dengan
a(x) dan a'(x) dimana a(x)< :a'(x),_ dan setiap xe T sebagai tujuan berhubungan
dengan b(x) dan b'(x), dimané b(x)< b'(x). Jaringan G (V, E, ¢, f) tersebut identik
dengan jaringan persediaan{;ﬁermiﬁtaan B( V\V"E'c,f ) dengan himpunan V'
sebagai sumber dan himpunaﬁ V" sebagai tujuan.

Séhingga pertidaksamaan pada jaringan G( V, B,c,f )

a) < f(x V)-f(Vx)<al),  xeS
F(xV)—-f(Vix)=0,  xeR
b(x) < F(V,)—F(xV) < b (x),  xeT
c(xy) 2 f(xy) ’—’ 0, (xy)e E

fisibel, jika dan hanya jika
c(XX)2b(TAX)-a (8N 2)
c(X.X)=a(S N X)-b(TnX)
untuk setiap X < V, dimané X =V- X, t@aka kondisi tersebut dapat divbah
menjadi, ‘ |
a¥) S E(L VU V) -£(VU VX ) Sa(x), XeV  (239)
b(x') < F(VUV, X )—F(X, VU V') S (x), X'eV'  (240)

c (xl’yll) > f(X',y" ) 2 0’_ ‘ (X',y" ) = E‘ (24])
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fisibel, jika dan hanya jika |
c(xi):b(ﬁ"mi)-a'(v'mi) (2.422)
c(x,i)za(wf'mX)-b'(v"nX)‘ | (2.42b)
Untuk setiap X € V'U V', dan X= V'UV" - X pada jaringan persediaan- -
permintaan B ( V', V", B!, c; £). a |
~ Karena jaringan B adalah bipartite dengan garis arah dari scbuah titik pada
himpunan titik V' ke sebuah:titik pada himpunan titik V" maka :
' F(VUV X )=0 | . (2.43a)
f(x", V'VUV")=0 (2.43b)
Kemudian subset—subset X dan X adalah :
X=XuXx" (2.44a)
X=X'UX" | (2.44b)
dimana X'c V', X"; V", dan
X =v-X | (2.452)
Xr=v'-x : (2.45b)
Dan dengan menggunakan sifat bipartite dari jaringan B, pertidaksamaan

(2.42a) dan (2.42b) dapat dis‘ederh.anakan. menjadi

C(X, X")2b(X")-2(X") ‘ (2.46)
(X, XY 2 a(X)-b(X") | (2.46b)

Sehingga jaringan persediaanfpennintaan B( VVUV"E'cf ) dengan

himpunan V' sebagai sumber dan himpunan V" sebagai tujuan menjadi :
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a) S,V U V) S (x), X eV (2.47)
bE)< F(VUV, ) S b (x), x'eV 48
oy 2 £y} 20, (Ky')eE (249)

adalah fisibel jika dan hanya jika
¢(X, X") 2 b(X")-a'(X") ‘ (2.50a)
c(X, X")>a(X') b (X") | (2.50b)
untuk setiap subset X'c V' dan X"; ATAN |
Jadi dapat disimpulkan jika directed graph G(V,E) memiliki sebuah
spanning subgraph (p,s) H dengan derajat keluar dan derajat masuk vang
mcmeﬁuhi pertidaksamaan (2.36a) dan (2.36b), maka ada f yang seluruh alifannya
fisibel di B yang memenuili. (2.47) — (2.49) dengan fungsi kapasitaé yang
didefinisikan di (2.38a) dan (2.38b). |
Kemudian karena kojndisi' (2.50a) dan (2.50b)} masih dalam jaringan
berbentuk bipartite B dengan éubset X'c V' dan X" < V* maka (2.50a) dan (2.50b)
akan diubah ke dalam bentuk G(V,E) dengan X< V. |
Kondisi pertama untuk (2.50b) dengan X'c V. |
Misalkan, U'= 'y e V', by ) <Xy} (2.51)
U'g V"
Dari definisi tersebut maka pErﬁda!csamaan (2.50b) mehj adi
| c(X‘,i")Za(X’)-b'(x")
(X, X")+1b' (:X") > a(X')

o(X, 0"+ (UM = Y minfo 5", X,y")]zaX) @52)

Yar(X)
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Ruas kiri dari (2.52) adalah jumlahan minimum untuk semua X"; v,
sepertl berikut ini :
¢ (X, TN +b U =c X, T'AX) + ¢ (XX —c X UNX"
+ B (U AXM B (XD -6 (T"NX")

karena |
C(Xl’ ﬁllm X-ll) _ bf (6‘", XII) S 0
B(U" A X" - o(X,U" A X" < 0, maka
e (X, TN +b' (U < c (X, X+ b (X

Analog untuk kondisi (2.43a) dengén subset X" < v dan didefinisikan
U= {x‘[ x‘eV',a‘(x‘)>c(x‘,X") } (2.53)

Uc V ‘

Dari definisi tersebut di atas maka pertidaksamaan (2.50a) menjadi

.C(X',i") > b(in) - a!(i—{ |) |

oK, X ") +2(X") > b(X")

oW, XM +a(T) = Sminfa (x),c(x,X)]2b X" (2.54)

Yeyr (X7 :
Ruas kiri dari (2.54) adalah jumlahan minimum untuk semua X'V, seperti
berikut ini : | |
c(U, X" +a (U= c(UnX', X"+ c(X, X") — c(U'nX, X"
+ 2 (U'nX)+a' (X)-a (Un X"

kafena o _
c(UnNX, XN—-a (UnX)<0

a'(ﬁ'nX')-—c(wa'hX', }—(") <0, maka’

c(U, X" +a' (“ﬁf') < ¢ (X, X"+ a2 (X))
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Untuk perhitungan ¢ (X', y") dan ¢ (x',X"), " € V" dan X' € V' dengan memisalkan
X= {XGVI x'eX‘} ‘ | (2.552)
Y={eV|y'ex} (2.55b)

Dari definisi fungsi kapési.tas (2.382) dan (2.38b) didapatkan

c(X,yM= me I_](x y)| 5, (s-p)+ p_' _ (2.56a)
¢ (X, Y)= > min U(Xa )’)I 6 (s- P) + P_I (2.56b)
veY

Dan dengan menggunakan (2.56&)_ dan (2.56b) pada pertidaksamaan (2.52) dan

(2.54) di dapat pertidaksamaé.p (2.57a) dan (2.57b) sebagai berikut :

> min{b'(y), > minfex,y),5 ,, (5-p) +p]}za<X) (2.572)
yer(X) xeX
> min {a’ ). > minfy,x), & , (s-p) +p ]} >b(X) (2.57b)
yeyt(X) xeX -
Syarat perlu terbukti.
Syarat cukup
Diketahui :

3 min{b' ) mfﬁlj(x,y)l,a y (s-p)+p]}2a(X)

yey(x) xeX

> mm{a 99 mmﬁ(x,y)[ 8 ¢y (- p)+p]}>b(X)

yey*(x) xeX

leukukan
Sebuah digraph G(V,E) yang memenu]:u 0<a (x) <a(x)dan 0 £ b (x) € b'®

mempunyai subgraph (p,s) H yang memenuhl :

a(x) < dj(x) £a'(x)
b(x) £ di(x) < b (x)
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Kondisi (2.57a) dan (2.571).) ekuivalen dengan Ikondisi (2.50a) dan.(2.50b)
yang diperoleh dari kondisi (2.9) dan (2.10) pada theorema 2.4.2. Pada theorema
tersebut diketahui bahwa kbndisi (2.9) dan (2.10) merupakan syarat fisibelnya
kondisi (2.5) — (2.8), dan kondisi (2.50:1) dan (2.50b) inerupakan syarat ﬁsibelnya
kondisi (2.47) - (2.49) yang merupakan jaringan pada digraph bipanité B daer‘
ke V"I. karena (2.47) — (2.49) ﬁsib;al dari V’ ke V" pada d_igraph bipartite B maka

dapat diperoleh sebuah subgfaph (p,s) H yang memenuhi :
20 < 4] (0 < 20
bx) < d , (x) < b(x)
dari sebuah digraph, jika ada gén's (x,y) di H dengan f (x', vy )= 0.

Syarat cukup terbukti.

Karena syarat perlu dan syaré.t cukup terbukti, maka theorema terbukti.

Theorema 2.5.2

Sebuah digraph G(V,E) mempunyai sebuah subgraph (p.s) H dengan derajat

. )
keluar d ,; (x) dan derajat masuk ¢ ;; (x) memenuhi :

d.(x)=a(x)20, xeV (2.582)
dy)=bx) =0,  xeV (2.58b)
jika dan hanya jika | _
a(V)=b(V) o \ | (2.59)
dan . ‘ ; '
S min {b ) 3 minfe ), 8 4 -p) + p‘]} >a (X) (2.60a)
yey (X} - xeX ‘
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atau  ». min {a W), 2, mm ﬂ(y, X}

yey*(X) XeX |

5, (s-D) +p ]}ZbG{) (2.60b)

untuk semua X < V

Bukti
Syarat perlu

Diketahui : | _

Sebuah digraph G(V,E) mempunyai sebuah subgraph (p,s) H yang memenuhi ;
d,(0=a(020, xeV ‘ (2.582)
d, (x)=b(x) > 0, XxeV (2.58b)

Dibuktikan : | |

a(V)=b(V) dan

> min {b (y), > min “(x, V&, (s-p) +p ]} >a(X) (2.60a)
yerX) xeX : ‘
atau - », min {a (¥), Zzﬂinﬂ(y',x)[,s o (8-D) +D ]}z b (X) | (2.60b) _
yey*(X) xeX . '

Diketahui bahwa dalam sebuah digraph ataupun dalam sebuah subgraph, setiap
gai'is memberikan satu derajat keluar dari titik x dan satu derajat masuk untuk titik
X yang lain, sehingga jumlah derajat keluar dari semua titik dalam sebuah digraph

sama dengan jumlah derajat niasukilya dan memiliki persamaan :

S dn®= Y dp®

xeV xeV

Karena subgraph (p,s) H memenuhi :
d;(x)=a(x)20,‘ xeV

d,(x) =b(x)20, xecV, mika
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S dpm =Y dy

Z ax) = Z.‘b(x)
xeV xeV
a(V) = b(V):

Kemudian untuk membuktikan (2.60a) dan (2.60b) yaitu dengan memperliﬁaﬂaﬁ o

bahwa (2.59) dan (2.60a2) mengakibatkan (2.60b), sedang (2.59) dan (2.60b)
mengakibatkan (2.60a). |
Men.ggunakan bukti theorema 2.5 .1 dengan a(x) = a'(x) dan b(ﬁ) =b'(x), diicetahui
pertidaksamaan (2.60a) dan (2.60b) ekuivalen dengan {(2.50a) dan (2.50b).
Sehingga dengan menggunaké.n simbol-simbol yang didefinisikan di (2.50a) dan
(2.50b) dalam jaringan perésédiaaﬁ-pennintaan biparﬁte B, akan diperlihatkan
bahwa (2.59) dan (2.50b) mengakibatkan (2.50a) yaitu : |
OO XN 2a() b (dari2.50b)
a(X)+c(X, X" 2 a(X)+a(X)- b (X")

a(X)+e(X, X" 2> a(X (X MN-bXD) (X+X=V)

= a(V)-b' (X") (b'x) =b(x)
= a(V') - b(X") @(V)=b(V))
= (V) b(X") (X=V-X)

a(X)+o(X, X" = b (X"
o0, X > b (XM -a(X) @) =a(x)
c(X, X" 2b (i")ga} (X"

Terbukti didapat persamaan (2.50a).
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Kemudian untuk (2.59) dan (2.50a) mengakibatkan (2.50b) yaitu :
¢ (. X" 2 b(X"—a' (X") ( dari 2.50a )
bXD+o(X, X" 2bX)+b(X"-2'(X)

b(X"+e(X, X" 2 (X" +b(X"}-a'(2) (X+X=V)

~ bV - (X) @(V)=b(V)
= a(V)-a(X) @ =a®)
= 2 (V)-a(X) X=V-X)

)oK X 2 2 ()
¢(X,X") 2 a(X)-b ) (b'(x) = b(x))
c(XLX") = a(X) —:b' (X" |
Terbukti didapat persamaan (2.50b).
Karena a(x)=a(x) dan b(x) = b'(x) memenuhi kondisi (2.50a) dan (2.50b) maka

kondisi (2.37a) dan (2.37b) r’rienjadi X

> min{b (y), D_min ﬂ(x, VLS, (5-p) + p]} za(X)

vey(X) xeX

atau > min {a ), Y min I](y, x),8 o (s-p) +P ]} >b(X)

yey*(X) xeX

Syarat perlu terbuktt.

Syarat cukup
D'Lketahui :

a(V)=b(V) dan

S min {b (), 3" min [, )

yer(X) xeX |

,5W(S-p)+p]}2a(X)
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| Yey(X) xeX-

atau  » min {a ¥), Ztﬁin ﬁ(y, X),8 o (5-P) +D ]}2 b(X)
Dibuktikan :

Sebuah digraph G(V.E) mempunyeﬁ subgraph (p,s) H yang memenuhi :

-+ : .
dy()=ax)20, xeV

dy(®)=bx)>0, xeV
bukti :

diketahui a(V) =b(V), untuk setiap x € V maka didapat ¥ a(x) = 3 b(x).

xeV xeV

Kemudian karena untuk setiap xe V dalam subgraph H memenuhi :

S dy®=3 dy

xEV xeV

dan berdasar pada theorema 2.5.1 untuk kondisi (2.36a) dan (2.36b), maka

diperoleh :

d;(x)=a(x)_2 0, xeV
d,(x)=b(x)20, xeV
Selanjutnya untuk kondisi (2.60a) dan (2.60b) diperoleh dari theorema 2.5.1 pada

kondisi (2.37a) dan (2.37b) dcngan a(x) = a'(x) dan b(x) = b'(x).

karena a(x) = a'(x) dan b(x) = b'(x) maka kondisi (2.36a) dan (2.36b) menjadi :

d;(x)=a(x)20? xeV

dy(x)=b(x) 20, CxeV
Persamaan di atas menunjﬁkkan bahwa sebﬁah digraph mempunyai subgraph
(p.s). Syarat cukup terbukti. | |

Karena syarat perlu dan cukup telah terbukti, maka the@rema terbukti.





