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MATERI PENUNJANG

2.1. Beberapa Definisi dalam Graph

Dalam graph dikenal dengan istilah edge (garis) dan vertex (titik).
Jumiah dari iitik dalam sebuah graph G disebut dengan order, sedang
jumiah dari garis' disebut dehgén size (ukurari). Sebuah graph déngan

order p dan ukuran q disebut graph (p,q).

Definisi 2.1.1
" Graph G terdiri atas himpunan yang .'tidé.k“kbééng dari elemen -
eiémé‘n yahg disébut ﬁtik, dan suatu. déftar _pasanga.n. tidak
terurut elemen itu, yang disebut garis. Himpunan fitik dari graph
G disebut himpunan titik G, dinotasikan dengan V(G), dan daftar
garis- disebut daftar garis G, dinotasikan dengah' E(G). Suatu
garis berbentuk vq v» atau vy v» dikatakan menghubungkan vy

dan v .

Definisi 2.1.2
- Dua buah titik sebarang v; dan v; disebut adjacent jika ada garis

yang Eangsung menghubungkan kedua titik tersebut.




Contoh 2.1.2 :

gambar 2.1.2

Titik vs adjacent dengan titik v4 membentuk garis e, Titik v; adjacent

dengan titik v4 membentuk garis e; .

- ~Definisi 2.1.3

Garis g dikatak;n incident dengah titik' v; Jika titik vy merupakan
ujung dari beberapa garis & -
Contoh 2.1.3:
o ‘_]5ada gambar- 2.1."2, gvar_is‘ es Cjan“e1 incident dengan titik v, garis
e dan e, iﬁcident dengan titik vy, garis g, dan e, incident dengan

titik v4, dan seterusnya.

Definisi 2.1.4
Derajat (degree) dari v; dinotasikan deg v; agialah banyaknya garis
7 yang incident dengén titik v; . |
Cbntoh 2‘.-1.;4 X N

Degvi =degvs =3, degv, = degvs =2




Definisi 2.1.5
Suatu titik dari derajat O sebagai suatu fitik terisolasi (titik asing),

sedang titik dari derajat 1 merupakan titik akhir (end-vertex).

Contoh 2.1.5:
- G:
V4 Vs
OVs
V2 by,
~ Gambar 2.1.5

- = v5 merupakan titik asing karena mempunyai derajat 0. - -

- v merupakan titik akhir karena mempunyai derajat 1

Definisi 2.1.6
Suatu titik adalah génap‘atauganjil menurut apakah derajatnya
merupakan derajat genap atau ganijil.

Contoh 2.1.6 X

Pada gambar 2.1.5: - v; ,v,, merupakan titik genap. .

& |-
- f

*iyy dan v, merupakan titik ganijil

Definisi 2.1.7
Suatu gréph dikatakan rég‘ular jika setiap titik- dari graph tersebut

r_nempﬁnyai derajat yang sama.




Contoh 2.1.7

T
V1 O——OVZ V1 vvz Vi N V2
‘ Va3 . Vs OV 4

. gambar 2.1.7

- graph reguler derajat 1,2, dan 3

" Definisi 2.1.8
Sebuah graph G merupakan r-regular atau regular dari derajat r
| jiﬂka titi'k d“ar'i G mempuriyai derajat r
_.C_cmtah 218 S e

G:

OVa

gambar2.1.8

Graph G merupakan graph 4-regular

Definisi 2.1.9
Komplemena dari graph G yaitu graph dengan V(G) = V-(”E),
dan sedemikian sehingga vy v» -merupakan garis dari 5 dan

bukan merupakan garis dari G.




Contoh 2.1.9:
G: —G :
Vi 0 V2 V{0 0 V2
V3 @ O Va4 vz 6 "o vy
gambar 2.1.9a . ~ gambar 2.1.9b o
graph G komplemen dari graph G

2.2. Walk dan Path
Definisi 2.2.1
7 Suatuy walk (jalan)" yang panjangnya k- dalam graph ‘G adalah
urutan k garis G yang berbentuk
Vi Vp vz V3 ,V3 V4 ,...,Vn2 Vet Vit Vn
jalan ini dinotasikan dengan vy vz vs3 ,...,Vn1 Vv, dan disebut jalan
antara vy dan vy .
Contoh 2.2.1 :

V4 : Ova.

Vg ' O V3

V5 QO OV
gambar.2.2.1
Vs Vi V2 V3 V4 V2 Vg V5 V4 adalah jalan yang panjangnya 8 antara vg dan vy,

yang memuat garis vq v dua kali, titikk vy, va, dan v4 dua kali.




Definisi 2.2.2
Jika semua garis .(tetapi tidak perlu semua ftitik) suatu jalan
berbeda, maka jalan itu disebut trail. Jika semua titiknya juga
berbeda, maka firail iiu disebut path.

Contoh 2.2.2 :
Pada gambar 2.2.1, jalan vy vs v4 V2 v3 vi adalah trail yahg
bukan path (karena titik v4 ada dua), sedang pada jalan vy vz v3 v4

vs tidak ada titik yahg diulang, karena itu merupakan path.

 Definisi 2.2.3
Suaiu 'jéla_n tertutup dalam graph G merupakan urutan garis G
berbentuk |
Vi Vo Vo Va Va V4. Vi Vit Vit Va Va Vi
jlka semua garlsnya berbeda, maka Jalan tersebut disebut trail
tertutup Jika titik - titiknya juga berbeda maka trail itu disebut
~ sikel.
Contoh 2.2-3 :
Dalam gambar 2.2.1, jalan tertutup Ve vi V2 V4 Vi Vs Ve adalah trail
tertutup yang bukanlmerupakan sikel (karena titik v4 muncul dua
kah) sedang trail ter‘utup Vi V2 V3 Vg Vi dan vy vz V3 Vg Vs Vg

semuanya adalah Slke|




Untuk setiap pasangan dari titik dalam graph yang dihubungkan

dengan path disebut graph terhubung.

Definisi 2.2.4
Graph terhubung vang tidak memuat sikel disébut dengan free
{pohon).

Contoh 2.2.:4 X

G:

gambar 2.2.4a

graph G yang memuat sikel
‘Pohon dari graph di atas adalah :

TV QV2 ' Vi Va2

- N30

o

— Vs . -V30 Vs
Vo, _ Va :
V4 Vo

V3 O ' OVs
- V4
gambar 2.2.4b

pohon dari graph G
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2.3 Graph Khusus
Definisi 2.3.1

Graph yang setiap dua titikknya yang berbeda dihubungkan
2

dengan tepat satu garis yang mempunyai order p ukuran g :("L

| : ‘
Zt(p. 2)‘ = -p{p-1)/2 disebut dengan graph komplit. Graph
Hip-2)! '

: komplit dinotasikan dengan K.

Contoh 2.3.1:
- Ky Ka - Ks
gambar 2.3.1
graph komplit order 1,2, dan 3
Definisi 2.3.2 °

Suatu graph G adalah blparht jlka V(G) dapat dibagi dalam dua
. t L
subset yang tldak kosong V dan U sedemtklan sehingga set:ap

rgans dari G menghubungkan satu tltik dari V dan satu titik dari U.

¢




1l

Contoh 2.3.2 ;

/ ) / W \;
we. O Ovz . W @ S . DU
. Us

U4 Uz

G:

gambar 2.3.2

graph bipartit G
 Definisi 2.3.3

dalam dua subset vang ftidak kosong V dan U sedemikian
sehi'ngga masing - masing titik dari V adjacent pada s'etiap {itik
dari U..

~ Contoh233:

_ gambar 2.3.3
- graph bipartit komplit -

" Definisi 2.3.4
Graph berbobot adalah graph G yang garis - garisnya e

- mempunyai bobot positip w(e)




i2

Contoh 2.3.4
vy
3 2
Va . Va
4
gambar 2.3.4

graph -beruﬁébc;t
Pada gambar 2.3.4 garis-garisnya mempunyat bobdt positif
sebagai berikut :

W(e1 :V_1 .Vz )32, W(ez =Va V3 ):4, W(ea =V3 V{ )=3

Definisi 2.3.5
Suatu graph dikatakan graph bipartit komplit berbobot jika suatu

graph bipartit komplit yang garis - garisnya e mempunyai bobot

positif w{e).
' Contoh235:
ADV3
3
DUl

gambar 2.3.5

graph bipartit komplit berbobot




Gambar 2.3.5 garis-garisnya mempunyi bebot yang dapat

digambarkan dalam bentuk matrik sebagai berikut :

U4 Uz 923
v,s_’% 5 7 TI
v, 6 3 6-

s e 3l

2.4 Subgraph

Definisi 2.4.1

- Sebuah graph H merupakan suatu subgraph dari G jika V(H) <

- V(G) dan E(H) cE(G): - '
Contoh 2.4.1 :
G:
W Va
C )
Na g
\ll4 e QVsg

garhbar 241a

, graph G
) Hy - H, :
Vi p———————0V; v \Z
Va b DVs V4 Vs
.gambar 2.4.1b

- subgraph dari G

Hi dan H, merupakan subgraph dari G.




Definisi 2.4.2

Sebuah subgraph H dari sebuah graph G merupakan suatu

- spanning subgraph dari G jika V(H) = V(G).

Contoh 2.4.2 :
.G
\Z
V3 ~-PV3
Va0 . OVs
oo.gambar2.4.2a .00 L DLl T I Ll
graph G
Hgﬁ
OV,
OvVs Va V3
ovs V40 V5
- gambar 2.4.2b

spanning subgraph dari G

o : : Hi:
; : sz Ev3
- - rV4 Vs
gambar 2.4.2c
‘bukan spanning dari graph G
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H{ dan H, merupakan spanning subgraph dari G, sedang Ha bukan

spanning subgraph dari G karena V(H;) = V(G).

2.5. Matching

Definisi 2.5.1..
Suatu matching daiém graph G adalah subgraph 1-regular pada
G yaﬁg disebabkan oleh kumpulan dari pasangan garis yang tidak

adjacent.

Contoh 2.5.1 - | - ' - -

gambar. 2.5.1

Pada gambar 2.5.1 yang merupakan matching dari G adalah

M:{V2V3,V5V4} 3

Definisi 2.5.2
ﬁSuatu titik bebas édélé:h titik yang tidak b_érada dalam matching.
- Contoh 2.5.2:

Titik bebas dari gb. 2.5.1 adalah v, dan v
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Definisi 2.5.3

Suatu path berayun adalah path yang garisnya berada dalam
matching maupun yang tidak dalam matching. Jika path berayun
dimulai dan diakhiri dengan fitk bebas disebut dengan path
periuasan.

Conioh 2.5.3 :
Pada gambar 2.5.1 yang merupakan path berayun adalah vivavavs
, V2VaVsVs. Sedang path perluasan pada gambar 2.5.1 adalah vq v

V3 V4 Vs V5.

*Definisi 2.5:4
Sebuah titik dikatakan titik matched jika titik tersebut berkenaan
dengan matching, sedang sebuah garis dikatakan garis matched
jika garis tersebut berkenaan dengan maiching, dan suatu garis
disebrutr ‘garis unmatched jika garis tersebut tidak berkenaan
dengan matching.

Contoh 2.5.4 :
Pada gambar 2.5.1 v» , Vs, V3, v4 merupakan titk matched, &, dan
€5 merupakan garis matched, sedang €1, €3, €, & disebut garis

unmatched.
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2.6. Matching Maksimum dan Matching Bobot Maksimum

Definisi 2.6.1
Harga pokok suatu matching adalah banyaknya garis yang
membentuk matching dalam G dengan notasi ||. Sebuah
matching dari harga pokok maksimum dalam suatu graph G

~disebut dengan matching maksimum.

Contoh 2.6.1 :

4 €s

Oy,

Vsr

4
gambar. 2.6.1

Dalam graph G di atas himpunan M = {Vz V3, Vs V4 } merupakan matching,
sedang M' = {v{ v2 \va V4 V5 Vg } merupakan matching maksimum,
karena M' mempunyai harga pokok maksimum, yaitu :
M| =2 dan IM]=3
Definisi 2.6.2
Jika G merupakan graph dengan order p yang mempunyai
matching dengan ha_rga pokok pf2, maka matching tersebut

disebut matching perfek.
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Contoh 26.2:

Va3l Qv

gambar 2.6.2

matching perfek

Gambar 2.6.2 merupakan matching perfek kerena mempunyai

harga pokok matching p/2=6/2=3, yaitu : M = {v1v3, VoV, VsVe}.

Definisi 2.6.3
 Suatu matching bobot maksimum dalam graph berbobot

'mérupakan 'suat'u matching yang 'jumlléh dari bobot garisnya

maksimum.
Contoh 2.6.3 -
1 2 5 ) 1
@ PEEEEEE— . &
W - Vz .8z V3 e Vs 4
Vs :
1
=
V4
gambar. 2.6.3

Gambar 2.6.3 menunjukkan bahwa matching M* = {vqvz, v3 vs } merupakan
matching bobot maksimum, sedang M'={ wvyv,, vsvs, vavs } bukan

merupakan matching bobot maksimum, karena w(M*)=6, sedang w(M)=3.
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2.6.1 Perluasan Matching Sekitar Path Perluasan

Misal M sebuah matching dalam graph G, dan andaikan bahwa P
sebuah path perluasan yang berkenaan dengén M. Misal M’ menunjukkan
‘himpunan garis dari P termasuk pada M, dan misalkan M" = E(P) - M".
Himpunan ﬁh =(M - M') u M" dan amati bahwa M4 adalah matching untuk
G yang mempunyai harga pokok M| + 1. Dikatakan bahwa M, dihasilkan
“dengan memberluas M sekitar P.

| Contoh 2;6_1.1 : |

‘G:

e3

VO™

Dari graph G di atas didapatkan hasil sebagai berikut ;
M = { vavs, Vavs, VeV7 }
P = vyVaVaVaVsVeVsVs

- M = { vavs, Vavs, Vev7 }

Zimi
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M =EP)-M
= { V4Va, VaV3, VaVa, VaVs, VsVs, VaV7, VoVs § - { VoV, Vavs, Vevr }
= { V1Vz, VaVs, VsVs, VoV }
- My = (M-M YU MY
= ({VzVa, VaVs, VeV7 } - { VaVa, VaVs, Va7 1} U { ViVa, VaVa, VsVg, V7V }
Mi = { vqvp, VaVs, VsVe, V7Va }
_M, merupakan matching yang dihasilkan dari pefluasan matching sekitar

path perluasan P yang digambarkan pada graph berikut;

i (b
' gambar. 2.6.1 .71
memperluas M sekitar P

Gambar 2.6.1.1 merupaka*ﬁ perluasan matching sekitar path perluasarn.
Dalam gb. 2.6.1.1 (@) menunjukkan graph G dan matching M yang garis -
ga'ri"snya ditunjukkan dengan garis tebal. Titik matched ditebalkan sedang

- titik bebas tidak. Gb. 2.6.1.1 (b} menunjukkan graph G dan matching M,
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yang dihasilkan dengan memperiuas M sekitar path perluasah P:vivavs

V4 V5 Vg V7 Vg .

Theorema 2.6.1

Bukti: .

=

Suatu matching M dalam. graph G adalah maksimum jika dan
hanya jika tidak ada path perluasan yang berkenaan dengan M

dalam G.

perluasan yang berkenaan dengan M dalam G.

Andaikan ada path perluasan P yang berkenaan dalam M.

Kemudian dengan menggunakan cara periuasan matching

sekitar path perluasan seperti pada sub bab 261, maka

~ diperoleh maiching dengan harga pokok {M'| = [mM[+1.

Sehingga M bukan merupakan matching maksimum. Kontradiksi,
karena diketahui bahwa M adalah matching maksimum., Sehirigga
yang benar adalah jika M merupakan matching maksimum maka

tidak ada path periua_éan.

< Jika tidak ada path perluasan yang berkenaan dengan M dalam

- G maka M adalah matching maksimum.

Jika M matching maksimum dalam _(,.-‘:mrﬁ'éka”tidak “ ada path
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Ambil M suatu matching yang tidak mempunyai path perluasan
yang berkenaan dengan M. Ambil M merupakan maiching
maksimum. Sehingga M' juga tidak mempunyai path perluasan

yang berkenaan dengan W'

Dari pengandaian tersebut didapat suatu harga pokok yang sama
yaitu 2 (dua). Sehingga |M| = [W']=2.

Jadi terbukti bahwa M merupakan matching maksimum.






