BABTI

MATERI PENUNJANG

2.1. DASAR-DASAR TEORI GRAPH
Definisi 2.1.1

~ Suatu graph G(V,E) terdiri dari himpunan berhingga tidak kosong dari elemen-
elemen yang disebut titik (V(G)) dan suatu daftar pasangan tidak terurut dari elemen-

elemen titik yang disebut garis (E(G)).

Contoh : Gambar 1 adalah graph G(V.,E) dengan V={1,2,3,..8} dan E={(1,2),(3.4),

(3’5)a (3:6)’ (4’5): (4’6)1 (3:3): (353)) (7’8):- (7)8)3 (718)}

Gambar. 1. Sebuah graph G(V.E)
Definisi 2.1.2, |
| Seb.uah subgraph dari graph G(V,E) adalah sebuah graph G, (V,,E,) dengan V,
dah Es. adalah suEsét déri V dan E jika v5=v maké subgraﬁhnya disebut

Spanning Subgraph dari G.




Gambar 2. Scbuah Subgraph G(V., E.) dari graph G(V_E).

Definisi 2.1.3.
Derajat (Degree) sebuah node i dalam graph dinotasikan dengan d(i} yaitu
jumlah garis-garis yang incident dengan node i.
Definisi 2.1.4.
Sebuah graph G(V.E) dikatakan bipartite jika himpunan V dipartisi menjadi dua .
subset yang tei"pisé.h Vi dan V; ”sedemi'k'iaﬁr seﬁingéa rsertiép grarris dari graph G
menghubungkan sebuah titik di V; ke sebuah titik di.Vg atau garis-garisnya

mempunyai suatu ujung akhir di V; dan ujung yang lain di V.

Contoh: Gambar 3 adalah graph bipartite dengan himpu_n_an“titikn,“Mlg{_l,2,3,,4,}wdanv‘W,,f,w,w,.w,,ﬁw..‘.,,

V3={5,6,7,8} dengan E(s)={(1,5), (1,6), (2,5), (2,7), (2,8), (3,6), (3,7), (4,83)}

Gambar 3. Sebuah graph bipartite.




2.2 DIRECTED GRAPH DAN (p,s)}-DIGRAPH

Definisi 2.2.5
Suvatu graph G(V,E) disebut directed graph bila semua garis dalam graph

tersebut mempunyai arah.

- Garis-garis dengan titik-titik awal (i) sama dan titik-titik akhir (i} sama disebut
garis paralel. Jika .garis dengan titik awal sama deﬁgan titik akhir maka disebut self
loop.

Contoh: V={1,2,3 4}

Gambar 5. Directed Graph dengan self loop di titik 1 dan gaxis paralel dari titik 2 ke titik 3.

Definisi 2.2.6

Derajat keluar (out going degree) dan derajat masuk (incoming degree) dalam

sebuah digraph G, d'(i) menyatakan jumiah garis-garis di G yang mempunyai

titik 1 sebagai titik awal yang disebut derajat keluar sedangkan d'(i) menyatakan

jumlah garis-garis di G yang mempunyai titik i sebagai titik akhir yang disebut -

derajat masuk.

Kemudian ada dua nilai yang didefinisikan untuk setiap titik di G. Nilai itu

ditunjukkan sebagai derajat positif dan derajat negatif sebuah titik. Jika d(i) menyatakan

¢ .




nilai garis-garis G yang incident dengan titik i, maka berlaku

dG) = d" () +d (D)
Karena setiap garis keluar dari svatu titik akan menuju ke titik lain maka ini
membuktikan bahwa nilai b dari garis-garis G berhubungan dengan derajat titik-titiknya

dengan memiliki persamaan :

=3 d* Q) EZ & (i) , diman.a semuaidi G. )

sebagai contoh dalam digraph G pada gambar 6 mempunyai:
d'@)=2 d@)=1 d"(4)=2 d@=1
d@)=1 d@=2 d'G)=1 dE)=2
d"(3)=3  d@3)=2 d"(@y=1"  d&©)=2
dran péﬂﬁfungaﬁ br mernghars;ilkran; | | -
5

b=)"d"(}) = 2-+1+3+2+1+1

5
=2 d°() = 1+2+2+1+2+2=10

barisan derajat [d" (i), d" (i)] dari titik-titik i (i=1,2,...,6) ditulis dengan

{167 @), & ON={2,1,(1,2),3,2).(2.1),(1,2),(1,2)}

Y
h ;

Gambar 6. Sebuah digraph G(V,E)
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Diberikan directed graph G(V,E), dengan setiap titik xeV dihubungkan dengan
sebuah nonnegatif integer h(i) dan setiap garis (x,y)eE dihubungkan dengan sebuah
nonnegatif integer g(x,y). Fungsi h didefinisikan dati V ke nonnegatif integer . Jika X
dan Y subset V, maka (X,Y) dinotasikan sebagai himpunan semua garis dari xeX ke

y€Y, dan fungsi h atau g didefinisikan pada v atau E, maka dapat ditulis:

h(X) = 3 h(x)

xeX

gXY)=  Yg(xy)

(¥ )e(X.Y)

Sebuah himpunan yang mengandung satu elemen sebagai elemen tunggal, yaitu
misal X mengandung satu elemen tunggal x akan dinotasikan (x,Y),h(x).,g(x,Y).. Dalam
hubungan ini (x,y) menipitnyai dua arti yang berbeda.” Arti yang 'peftﬁma :sebagailsat:u{ -
garis paralel yang dinotasikan (x,y), , t=1,2,..k, k>2 di E. Sedangkan arii fainnya
dinotasikan sebagai himpunan garis-garis paralel dari X ke Y di E. Untuk jumlah
elemen sebuah himpunan finite S dinotasikan dengan | S|. Kemudisn | X] menyatakan

jumiah titik dalgm",X,._danml.(X,Xl),l.Wmenyatakanwjum1ah~gar—is-~di--(Xw,Y}"Danw|-‘(x; W=t

. dinyatakan sebagai jumlah garis paralel dari x ke ydiE.
Definisi 2.2.7. |
| Sebuaﬁ (p.s) digfaph adalah sebuah graph berarah G(V,E) dimana [(x,y)| < P
#ntuk semua (x,y) € E, x#y dan f(x’,x)l < s untuk semua xeV, dimana p

menyatakan paralel dan's menyatakan self loop. Jika p = s, maka (p,s)- digraph

disebut p-digraph.
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Dalam gambar 7 graph berarah G(V,E) adalah (3,2)-digraph, karena jumlah
maksimum garis paralel dari satu titik ke titik lain adalah 3 yaitu |(2,4)=3]dan jumlah
maksimum self loop di titik-titiknya adalah 2 yaitu |(3,3)=2|. Dan barisan derajat tiap

titik adalah {{ d* (x), & GO1}={(3,1),(3,3),(4,4),92,4),(2,2)}

Gambar 7. Scbuah (3,2)-digraph G(V,E)

Definisi 2.2.8 |
. Pens.rajia-n d_igraph..b-ipédite (E) .eki.valen' dénga’n penyaj.ién'. digraph G dengan V |
himpunan titiknya, ¥Intuk himpunan V di G dibentuk replika yaitu V’ dengan
elemen-elemen di dalamnya berhubungan dengan elemen di V. Garis 1, di G

ada, dengan setiap garis paralel depandang sebagai garis sendiri. dengan kata

lain-dalam-G-danB-mempunyai-a{i;j)=a (i)

Sebagai contoh gambar 8b adalah digraph bipartite B yang didapat dari digraph G di

gambar 8a.

Gambar 8a.  Scbuah digraph G(V,E) Gambar §b. Digraph bipartite
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2.3. PERLUASAN PERSEDIAAN - PERMINTAAN

THEOREMA 2.3.1 .

Diberikan jaringan G(V.E,c,f) dengan himpunan V dipartis?' ‘ menjadi tiga
himpunan bagian yang tidak saling berhubungan S, R, dan T. :Setiap xe S
berhubungan dengaﬁ 2 fungsi real non negatif a(x) dan a'((x), di_@a'ﬁg a(x) < a (x).
Dan untuk seﬁap xeT berhuﬁungan dengan 2 ﬁ.mgsi.real non negatif b(x) dén b

(x), dimana b(x) < b’ (x), sehingga

a(x) < f(x,V)-f(V, x) < a(x), xe$S .1
f(x,V) - £(V, x) =0, xeR (2.2)

B(x) < .f..'(V,'x)'-r‘"(x,\:’): <b' (%), o xeT (2_3“5 .
ox, y) = f(x,y) 20, (x,99€E (2.4

adalah fisibel jika dan hanya jika

X, X)2b(Trn X)-a (SA X) (2.5)

X XY (S XY TH (T X) (26)
berlaku untuk setiap XV ,dimana X =V -X

Bukti :

Pertama dibentuk perluasan jaringan G(V B ¢ , £ ) seperti pada gambar 9
dengan menghubungkan titik baru s,t,u dan v dan garis (s,5), (u,S), (T,1), (T,v), (ud)
(s,v) dan (t,5) dengan kapasitas yang didefinisikan sebagai :

c(s, x)=a(x)- a(x), - xe8§ (2.7.8)
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¢(u, %) = a(x), xeS$ (2.7b)
¢(x =b()-bx), xeT 2.7¢)
(%, v)=b(x), xeT (2.7d)
¢(u, t)=b(1), (2.7¢)
c(s, v) = a(S) 2.7
ct) =~ ) | 2.7g)
(%, ¥) = c(x.y), (x,y) €E (2.7h)
a(S)

* G Ec,f) o

b {tr) - b(ty)

X R /]
¥ St 7 fin O/ » Gj

' (s) - alse) S T B (tw) - Bltn)

A

Gambar 9. Suatu jaringan G' (V' , ', ¢, /') yang diperolch dari perluasan jaringan G(V,E.¢.f)
' ' - dengan menghubungkan titik-titik 5. 7, 2. dan v dari arah panah seperti yang
ditonjukkan, o R
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Dapat disimpulkan bahwa kondisi aturan (2.1) - (2.4) adalah fisibe! jika dan
hanya jika nilai dari aliran maksimal dari u ke v dalam G’ adalah a(S) + b(T). Untuk

menunjukkan hal ini , misalkan f adalah alur yang fisibel dalam G.

Perluas f dalam G ke f dalam G’ dengan mendefinisikan :

£, %) =£(x, V) -V, 0)- a(x), xeS " (28a)

- f ;(ﬁs X)= a(k), : xe$S ~ (28.b)
£'(x, t)=RY, %) f(x, V) - b(x), xeT (28,0
f'(x,v)="b(x), xeT (2.8.d)
f'(u, t)="b(T), (2.8.¢)
f'(s,v)=a(S) (2.8

9= £(5, V-V, S) | | @23g

(%, Y)'¥f(X, Y}, e (xy) eE (28h)

Kemudian dapat diperiksa apakah ', yang didefinisikan di atas adalah alur dariu ke v

dalam G yang bernilai a(8) + b(T).

Akibatnya, jika { " adalah aliran dari u ke v dalam G yang bemilai a(8) + b(T)

maka
fiiu, x) = ax), xe S (2.9.a)
F(x,v)=b(x), xeT (2.9.)

Misal f menjadi f " dalam E. Maka untuk x e S didapat

Fi(u, Xy Fi(s, x)=f(x, V)-F(V, %) (2.10)

Kareﬁa dari (2.7a)

a(x)-a) 2 f (s, x)20 (2.11)




13

« Persamaan (2.10) dapat ditulis kembali sebagai :

a(x) 2 f(x, V)-f{V, x) > a(x) 2.12)

Setelah melihat (2.9a) . Selanjutnya, dapat ditunjukkan bahwa

b(x) =V, x) - f{x, V)= b(x) xeT | (2.13)

Pembuktian secara lengkap dari pernyataan yang ditunjukkan oleh aturan (2.1) - (2.4)

~ adalah benar jika dan Hanyé jika nilai aliran maksimal dari u ke v dalam G’ adaiah a(lS).
+b(T). Sehingga untuk membuktikan teorema di atas dengan menunjukkan bahwa
kondisi (2.5} dan (2.6) adalah perlu dan cukup untuk keberadaan aliran ' dari u ke v

dalam G~ yang memiliki nilai a(S) + b(T).

- Akan ditunjukkan bahwa setiap potongan u - v dalam G (VB ¢ |, £ )

memiliki nilai kapasitas paling kecil a(S) + b(T), sehingga permasalahan menjadi fisibel
atau dapat dipecahkan.
Akan diambil 4 kasus untuk membedakannya , misal (X, X ') menjadi suatu

potongan u-v didalam G .

KASUS 1
seX'dante X . Partisi dari subset - subset X ' dan X dari V' ke dalam :

X' ={us}uX, X' ={vt}uX sehingga X = V-X

Maka

(X, X Y=c'(u,t) + c'(u,“XM) + c'(.s,v) +c(s, j(—) +e (X, v)+c () + c'(X,jYz)
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=b(T)+aS ~X)+a(S)+a (SNX)-aSAX)+bT AX)+b (T X)-

BT AX)+ (X, X)

Karena a (S nX) 2 a(S nX) dan b(T n X) 2 b(T ~ X), hal ini menunjukkan
bahwa

c(X', X )= a(S)+b(T)

KASUS 2

se X dante X .

Pada kasus ini ¢'(X ', X ) adalah infinite dan tidak ada kondisi yang dipenuhi.
KASUS 3

5t e X' Di.paft-is.i X “dan "X: !;edalarﬁ' -

X ={stu} UX, X'=(vjuXxX

maka didapat

(X, X)=c(sv) +c(s, X )+ c(u, X)+c'(Xv) + (X, X)

=a(S)+a (SNX)-aS NX)+aBAX)+bT X+ (X, X)
=a(8) +a (SAX) +b(T) - BT N X) +e(X, ¥)
"Hal ini menunjukkan bahwa
c(X', X)2 a(S) + b(T)
Jiké d_an hanya jika

c(X, X)= b(Tmyya'(Sh:\’_)
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KASUS 4

ste X' Partisi X dan X ke dalam
X' ={uyuX X' ={stvju X
Kemudian diperoleh
c(X', X)=c(ut)+cu X)X )+ X v)+cX X) |
=BT} +2{SNX)+b(TrX) -b({T X} +b (T "X+ X, X3
—BT)+a(S)-a(SAX)+b (T A +o(X, X)

Ini menunjukkan bahwa

(X', X )= a(S)+b(T)
Jika dan hanya jika

c(X, X)za(SnX)-b (TnX)
Telaﬁrdritunjukkan bahwa aturan (2.1)-(2.4) adalah fisibel jika dan hanya jika
nilai dari aliran maksimal dari u ke v dalam G * adalah a(S) + b(T), dan aliran dalam

G ada (exis), jika dan hanya jika kondisi (2.5) dan (2.6) dipenuhi untuk setiap subset

dari himpunan titik dalam G.

THEOREMA 2.3.2
Misalkan G(V,E) sebuah directed graph yang menghubungkéh setiap x € V
yang mérﬁenuhi |
0 < a0 <a(®) | (2.14.0)’
0<b(X)< b ' ' (2.14.b)

dengan a(x}, a’'(x), b(r), b’(x} integer non negatif.
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Dan G(V,E) mempunyai sebuah (p,s} subgrah H dengan p,s integer non negatif dan |

derajat keluar d, (x) dan derajat masuk dy (x) yang memenuhi

a(x) < dy, () £a'(®) (2.15.a9)
b(x) < dg(x) <’ (x) (2.15.b)

Untuk setiap x € V jika hanya jika

: Z miﬁ {b'_(y) , D min [[(x,y)l, S, (s;p)«!—p']} > a(X) (2.16.a)

yerix) xeX
> min {a'(y) , Y. min [[(y,x)l, S, (s-p)+p]} > B(X) (2.16b)
yEy*r(x) x& X

untuk semua Xc V, dimana

- Oxy ~ : kronecker delta 8, =0, x2y

¥(X): Himpunan titik-titik terminal dari garis-garis di G(V,E) yang mempunyai

titik asal di x

y*(X) : Himpunan titik-titik asal dari garis-paris di G(V,E)ﬂ_,.ygngwmgmpyn,yai__k,,,v S

titik terminal di x.

Bukti :
-Pembuktian Theorema di atas dengan mencari syarat perfu dan syarat cukup di
G(V.E) untuk sebuah (p,s) directed graph sebagai spanning subgraph H dari G(V,E)

yang memenuhi derajat keluar dt; (x) dan derajat masuk dy{x) yaitu

ax)<df R <ad®),xeV
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bx)< du(x)<b'(x),xeV
Untuk menentukan syarat perlu dan syaratr cukup yaitu dé‘ngan mengubah
permasalahan ini menjadi sebuah permasalahan aliran. Pertama mer;lbentuk directed
graph bipartite B(V’, V”, E’) dari G(V,E} untuk  setiap xeV dengan cara
menghubungkan dua titik yaitu x’eV” dan x”’eV™. Garis (x°, y”") di de;!-am himpunan
| garis .E’. aaal.ah.sebl.;ah-éaris tx,y) di G. f)alarﬁ kéﬁaisi ini garis-garis par;ll_el x ke y di
G diwakili dengan garis tunggal (x°, y”’) € E’, sehingga B(V’, V7, E’) adalah sebuah
(1,0) digraph yang berhubungan dengan G{ V,E). Setiap garis (X, .y”)e E’
berhubungan dengan sebuah integer non negatif c¢(x’, y**) yang disebut kapasit'as
- (x,y”"). Fungsi c dari E” ke integer non negatif didefinisikan:
c(x’, ¥y} =min [I (X,Y)I,_P], X#£y : - (2.17.a)

=min [ |(x,y)| ,8}, x=y (2.17.b)

Selanjutnya  untuk  melengkapi  permasalahan  persediaan-permintaan

..... —.dihubungkan_setiap_x’eV’_dengan. a(x’)..dan a’(x’)-integer-non. negatif, -dan..setiap -

x’eV” dengan b(x’’), b’(x’’) integer non negatif yang memenuhi:
.a(x’) = a(x) a(x’}y=a(x), x’eV’, 3 xeV |
b(x’") = b(x) (<) = b(x), X’eV”, xeV
Sekarang directed graph bipartité B(V’, V*, E’) dapat dipikirkan sebagai jaringan
- persediaan-permintaan B(V’, V**, E’, ¢, f) dengan himpunan V’ sebagai sumber dan

himpunan V*’ Sebagai tujuan.
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Kemudian sesuai dengan Theorema Petluasan Persediaan dan Permintaan
dimana jaringan G(V,E,c,f) dengan himpunan V dipartisi menjadi tiga himpunan bagian
S, R, dan T. Sefiap xS sebagai sumber berhubungan dengan a(x) dan a’(x) serta a(x)
< a’(x), dan setiap xeT sebagai tujuan berhubungan dengan b(x) dan b’(;{), dengan b(.x)
<b’(x).

Jaringan G(V E,¢,f) ini id_entiﬁ deng.an jaringan persediaan-permintaan B(V’, V**, E’, ¢,
f) de.ngan himpunan V’ sebagai sumber dan himpunan V*” sebagai tujuan.

Sehingga pertidaksamaan di jaringan G(V,E,c,f)

a(x) < fix,v)-f{lV,x) < a'(x) xe§
fx,V) - Rvx)=0 . | xeR
| btx) Sf{Vx)- f”(x;V) rsﬂb’\rfx)‘ - X rerT
c(xyi2Rx,y)20 (x,y} € E

adalah fisibel jika dan hanya jika

X, X)za(S A X )b (TnX)
untuk setiap X< V dimana X=V-X, dapat diubah menjadi

a(x') < fix', V'UV") - {iV'UV x) 2 @'(X), X' eV’ (2.18)

b(x") < V'OV x") - Bx" VAUV <b'(x"), x"eV" (2.19)
ofx’,y") 2 R{x",y") 2 0, (x",y")el’ - (2.20)

adalah fisibel jika dan hanya jika
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o(X, X)2b(V'~ X )a'(VnX) (2.21.)

(X, X )2 a(V'es X' (V'AX) (2.21.b)

Untuk setiap subset XcV'OV", dengan X=v'UV'-X di jaringan persediaan-
permintaan B(V’', V" E' ¢ f). Karena jaringan B adalah bipartite dengan garis arah dari
sebuah titik di V' ke sebuah titik di V *, maka:

V'OV, X -0 - (2229)

" ViUV =0 o @22b)
subset-subset X dan X adalah

X=XUXT : ‘ - (2238

X=X'"UX" . | (2.23.b)

dimana X'cV’, X" V", dan

X'=V.X | (2.24.2)

X=X (2.24.5)

Dengan menggunakan sifat bipartite dari jaringan B, pertidaksamaan (2.21) dapat

disederhanakan menjadi:

(X, X2 b(X -2’ (X") (2.25.2)

o(X', X ") > a(X)-b'(X") N . (2250)
Sehingga jaringan persediaan-permintaan B(V',V",E',c.f) dengan himpunan

sumber V' dan himpunan tujuan V’* menjadi :
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a(x’} < f(x’, VUV a'(x’) X'eV’ (2.26)
b(x™") < AV'UV, X)) <b’(X77) X"eV” {2.27)
c(xy7)2f(xy") 20 FyHek (2.28)

adalah fisibel jika dan hanya jika
ofX, X" 2b(X )a(X ) S @va

o(X, X ") 2 a(X)-b'( X") (2.29.)
Untuk setiap subset X’ ¢ V' dan X’ V™,
Jadi dapat disimpulkan jika directed graph G(V,E) memiliki sebuah spanning
{p,s) suﬁgraph H déngan derajat’ kéluar dgin derajat masuk vyang memem']hi”
| perticllaks;ar'r:laa.nr.(z;r'.IS) maka— ada £ yang selufuh'ali;a;tlnj}a ﬁsfbel di B yaﬁg 'memenﬁhi
(2.26)-(2.28) dengan ﬁmgs‘i kapasitas yang dideﬁnisikan di (2.“] 7). Sebaliknya jika ada
f yang seluruh alirannya fisibel dari V* ke V” di B yang memenuhi (2.26). - (2.28) maka
dapat membentuk sebuah (p,s) subgraph H yang memenuhi (2.15) di G(V,E), dengan
oo GRS (XY} di-H-jika- fie-y7)-#-0.~-Sehingga-dengan-menggunakan-kondisi- (2:29)
dengan batas-batas di G(V,E) akan mendapatkan kondisi subgraph yar;g dimaksud.
) “Ke.:m_udian karena ko.ndi.si (2.29) rﬁa§ih dijaring_an__B dengan subset X’cV’ dan .
X"C V” maka (2.29) akan diubah untuk kondisi di G(V,E) dengan subset XcV.
Kondisi pertama untuk (2.29.b) dengan subset X’c V’, dan didefinisikan
U=y’ eV, By <o(X, v7)) (2.30)

U” g V”
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Dari definisi tersebut di atas maka pertidaksamaan (2.29.b) menjadi
0¥, X"y 2 a(X') - b'(X")
X, X" - (X" 2d(X)

X, P Y min [T, oKy 2aX) (231

¥er(Xh

- ‘Bagian sebelah kiri dari (2.31) adalah jumlahan minimum untuk semua X° ¢ V7,
seperti berikut ini:

(X, 4"+ D)= o, u"n XY + o0, XY - o3, W X P b uiA X )+

. b‘)(X‘H)-b-’ (?:, Hn X‘!’)
Karena

oK, 1" XY - B (" XY <0
b’(u”m X ™ - (X, WA X ™) <0, maka

o(X, #") + B(U) € (X, X ")+ b(X7)

Analog untuk kondisi (2.29a) dengan subset X’ V™ dan didefinisikan

U={x/x’eV’, a'(x’} > c(x’, X")} (2.32)
Ugv
‘Dari definisi tersebut di atas.maka pertidaksamaan (2.292) menjadi. -
(X!, X")2b(X ") -a'(X ")
C(X', j") & a’()_f r) > b’(.;( rr)

o, 5(”)+a*(; )= > minfa'®), X )] =b(X ") (2.33)

FrEFHXY
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Bagian sebelah kiri dari (2.33) adalah jumlahan minimum untuk semua X’.c V°, seperti.
berikut ini:
oW, X"y +a'(u’y=cWn X, X") +o(X, X”)-c(u’eX, X" a'(in’n X7) +
a (X' @' X7
Karena
(WA X°, X" -a@’n X ) <0
a(u’nX)-c(u’nX’, X")<0, maka

e, X" ta(u’)< o(X, X")+a'(X)
Untuk perhitungan ¢(X’,y”) dan c(x’,X), y” € V7 dan x’eV’ dengan

- memisalkan
K={xeV/x’eX’} (2.34.9)
Y={yeV/y"eX"} (2.34.b)
dan dengan definisi fungsi kapasitas (2.417 didapatkan '

«Xy)=Y, min | [xy)], &, (s-p)+p] (2.35.0)

xaX
o, X)=3 min | [y)], 8, (s-p)+p | (2.35.5)

»e¥Y

Dengan menggunakan (2.35) pada pertidaksamaan (2.31) dan (2.33) akan didapatkan

pertidaksamaan (2.16) yaitu

> min {b'(y) , 2. min [I(X,Y)

yey(x) xaX

. O, (s-p)+p]} 2 -a(X)‘

YErT(x) xe X

S min «{a’(y)  Somin {|5,9], 8, (s—p)+p]} R






