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BAB II

KONSEP DASAR

2.1 Variabel Random dan Fungsi Densitas Probabiiités | - :

2.1.a. Variabel Random

Definisi 2.1:

Pandang sebuahpercobaanrandom dengan ruang sampel & Suatu fungsi-- - = 7

W yang mengawankan setiap elemen 4e€d ‘dengan satu dan hanya- satu -
bilangan riil W(d)=w, disebut sebagai variabel random dengan ruang range

Q={w=Ww(d),d  5}.

Jika ruang range Q daﬁ variabel random W memuat titik-titik yang banyaknya
berhiﬁgga atau anggota O dapat dipasangkan dengan kérespéndensi 1-1 dengan
integer positif, maka W merupakan suatu variabel random diskrit. |

Jika ruang range £ dari variabel random W berupa interval atau gabungan
intgrval, maka -W merupakan suatu variabel random kontinﬁ.

(Hogg & Craig, 1995).
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2.1.b. Fungsi Densitas Probabilitas

Definisi 2.-.2:
Suatu fungsi f{w,) dari sebuah variabel random diskrit ¥ dengan ruang
sampel & dan ruang range Q disebut sebagai fungsi densitas probabilitas jika

- ---hanya jika untuk beberapa-himpunan terhitung wy;w;-.—

i. Sowy) >0, untuk #=1,2,... 2.1
ii. Ffw,)=0untukwe {w1 W, ,} (2.2)
ik > flw,)=1 (2.3)
- Definisi 2.3: -

Suatu fungsi ) dari sebuah variabel random kontinu ¥ dengan ruang

sampel & dan ruang range Q disebut sebagai fungsi densitas probabilitas jika

hanya jika
L w20, Y (2.4)
i " fow)dw =1 - (2.5)

(Dudewicz & Mishra, 1995).
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2.2. Beberapa Sifat Distribusi
2.2.a. Nilai Harapan
 Definisi 24:

- Misalkan_J¥_merupakan variabel random, maka nilai harapan dari

variabel random W dinotasikan dengan g, atau E(W), yaitu:

E@)="w,f(v,) , untuk W diskrit | (2.6)
atas EQF)= [wffede, untuk Whontina @D
2.2.b. Variansi

Variansi dari suatu variabel random W merupakan suatu ukuran yang

" menggambarkan penyebaran dari distribusi variabel random W .

Definisi 2.5:

Misalkan 7 merupakan variabel random dengan nilai harapan i .
Variansi dari # dinotasikan dengan o, atau Var[/¥] dan didefinisikan dengan

persamaan sebagai berikut:
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ol = Varf¥]= Z(wh - ,un_,)2 ftr, ), untuk ¥ diskrit (2.8)
h

atau oy = Var[W]: I(w— Uy Y fw)dw , untuk W kontinu (2.9)

Definisi 2.6:
. Jika W merupakan suatu variabel random, standar deviasi dari W

dinotasikan dengan oy, dimana o, = +yfVar]7 ] (2.10)

2.2.c. Kovarian

Defims: 27
Misalkan W dan ¥ merupakan dua buah variabel random dengan ruang
probabilitas sama. Kovarian dari W dan ¥ dinotasikan dengan Cov[#,I] atau

oy dan didefinisikan dengan persamaan sebagai berikut:

Cov(#, 1) = E[ - p )V — 1ty)] (2.11)
2.2.4. Korelasi

Definisi 2.8:
Korelasi dari dua.buah variabel random W dan Y dinotasikan dengan

P, Y latau Py dan didefinisikan dengan persamaan sebagai berikut:
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_ Cov(#.Y)

wyYy

(2.12)
CGwOy

(Mood, Graybill & Boes, 1913).
2.3. Proses Markov
Proses stokastik adalah suatu koleksi dari variabel random dengan parameter

waktu yang dinyatakan dengan { W(j),je./}. Himpunan J disebut himpunan index dari

proses. Suatu proses stokastik disebut proses stokastik parameter diskrit jika

_ J={0,1,2,..} dan disebut proses stokastik parameter kontinu jika J={7:20}.

. Definisi 2.9:

Sebuah proses stokastik parameter diskrit {#{y), /=0,1,2,..} atau proses
stokastik parameter kontinu {W{j), j 20} disebut proses markov jika untuk
sembarang himpunan m titik Waktu J, < j, <..<j, merupakan himpunan
berindex dan distribusi bersyarat dari W(j,) untuk nilai-nilai (), W{js),..,
W(fm.l) yang diketahui hahya- tergantung pada W{(jn.1) yaitu nilai yang paling
akhir diketahui, sehingga untuk sembarang bilangan riil wy, wz,..,Wn maka:
PIW(Gm)<walW(j)=w, W(i)=wz, ..., W(jmr}=Wm11

= PIHG)<W md Wiy =Wori] C(213)
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Suatu bilangan riil w dikatakan sebagai sebuah state (keadaan) dari proses

stokastik {W(j).j EJ} jiké terdapat sebuah titik j € J sedemikian Sehingga peluang

Plw-h<W(j)<w+h] berharga positif untuk setiap #>0. Himpunan dari state di dalam

suatu proses stokastik disebut ruang state. Suatu ruang state disebut diskrit jika

memuat state-state yang banyaknya berhingga, jika tidak maka disebut ruang state

kontinu.

2.3.a. Rantai Markeov Parameter Diskrit

- Sebuah-proses: markoy-disebut sebagai- sebuah rantai markov jika hanya -

terdapat. state. yang. . diskrit. Sebuah proses stokastik disebut rantai markov

parameter diskrit jika setiap variabel random W, diskrit dan untuk setiap

himpunan m titik waktu j;<js<...<j, (w>2), maka distribusi bersyarat W,

untuk nilai-nilai WJ.’,WJ.’ . 4'1 hanya -tergantung pada W, o sehingga

untuk setiap bilangan riil w;,wa,.., wn, maka:

=W o= w = =
P[W i =W W f =W fl’Wiz w fz""’mewz W jm_l}
:PlW. =w, W, =w, l 2.14
i Imi w1 w-’m——l ( )

(Parzen, 1952).
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2.4. Random Walk

Definisi 2.10:
Pandang barisan variabel random Wo, W, W, ...,W, yang mempunyai

sebuah distribusi bersama, V;j=0,1,2,....m

__Barisan variabel _random tak hingga Wo, W, W>,...independen jika hanya jika

W, W1, W, ..., Wn independen untuk setiap J. Schingga Wy, W, W.,... independen
jika hanya jika:
POV, eI, W, el W,el,. W, el =] [PW, I),

=0

' untuk s_etiaij variabel random W, 720 disebut terdistribusi identik bila semuanya
memiliki fungsi distribusi yang sama.
Misalkan Wy, Wy, W,... merupakan variabel random yang berharga bulat,

independen dan berdistribusi identik, sehingga barisan jumlah parsial Ky K}, ...

dapat dituliskan:
K=K +W, j2I : : - (2.15)
Ko=Wp (2.16)

Jika W; digambarkan sebagai lompatan ke j yang dilakukan oleh {K;}, maka
barisan K, />0 merupakan salah satu proses stokastik yaitu random walk.

(Srinivasan & Mehata, 1976).
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2.5, Distribusi Normal

Definisi 2.11:
Suatu variabel random W berdistribusi normal jika fungsi densitas
probabilitasnya:

fW(w - \/_ { (v;;u) } N AT R
o | .

dimana ¢>0 dan —co < g <@,

Theorema 2.1:
- Tika "variabel . random . W~N(y, 02")_,-- >0, maka- variabel ~random .
FoE Noy
fol
bukti:

Fungsi distribusi G(w) dari W-n dengan ¢”>0,

W N 2

M - 1 (v —4)”
W)= P[ < w} PW <wo + )= exp) ———5— aw
G( i g~

4 , maka G(w)= j

] -
e 2
N2

Jika ¢= W
fed

Fungsi densitas probabilitas dari variabel random £ adalah:

g

, — 0w <C<W

1
gu (M’) = ‘\/g €
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sehingga, VW_# ~N{0,1)

Theorema 2.2:

Jika terdapat variabel random W}, W, ..., W, berdistribusi normal dengan

mean 24, vanan o‘, , covar o;,(]#) maka U*Za W, berdlstrlbum normal

F=l
dengan  E(U)=Y a,u; dan Var(U) Za o; +ZZa1 0,  dengan
j=t =1 r=1
rej

aas, ...y, konstan.

bukti:

EU)=EQ a W)= Z arf._E(Wf_) =—.Za1ﬂ i .
= =t =1

=ia§E[(W ) s iiafa,f:[(wj )W, - 1)

r=j

—Za Var(W)+iZa a,Cov(W, W)

J=lr=l
r=j
m
—Zafff 3.3 4,4,
- ] f=t r=1
rej
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Theorema 2.3:

Jika wp,ws, ..., W, merupakan sampel random berdistribusi normal dengan
It7 n 1 id TTr 7
mean ¢ dan varian o, maka 1= Wdan 6° =—) (i, -W)*
w5
J
bukti:
W, ~ N(i,6%)

o’)= : ex ——l—(w —u)’
}J, - f_zjro_ p 20_3 _f‘ )u

for,

2074

fow uo®)=(x) 2(0) * exp(—— 1 Z( g —yf]

 Fungsi likelihood: Z(6)) _:_(2@__3@2)‘33@(_ .
ood: Z(G)y 9| =772

m m ., 1 m
log likelihood: / = ——log 27z - —log & — === > (o, — )’
a1, 2,074
e Y, - ) =
o ;( ;~ WED >
ol m 1 & 2
= + W, — )
go’ 207 20“';( i)

Persamaan likelihood:

) Z(wj.“’/'})
g—_-o:ﬂz1 =0
ou o2
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Z(wf _ﬁ) =0
=l

mn
Z W,

nt RN
> w, —mjt =0, sehingga fi = =W
= n

v m 1
=0
e 260 20

o (w =)t =0
i1

—m&*+y (w,— i) =0
=1

~ o IT7 2 . A 1 ot Y77
—m&*+ Y (w,—W ) =0, sehingga &* = ;Z(wf_—W)“
P =

 Definisi 2.12:

Suatu vektor random W={w,ws,.., Wy, * berdistribusi normal multivariat

N(1,Z) dengan fungsi densitas probabilitas sebagai berikut:

S 1 —
Sy W)=—7—7 exp{* E(W —u) T w— #)} 7 (2.18)
(27)? |Z 2 .
Rad 1% e O
dimana, p=| : |, Y.=
4['}’n 0-.1111 b O-;nm

= ojg =Var(W}), g=Cov(W, W), j=1,2,.,m untuk semua w bernilai riil.

Jika W=(wj, w3, ..., Wm) independen, maka oj- =0, sehingga:
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[ EW-u)  E@ )W) .. EW =)W, —u,)]
_ EW, — )W, — ) EW, - u.)* . LW, _ﬂz)(Wp — o) _

EGV,, - 16,)00, — 1)) EGW, —p YW~ p0) .. EW,—m,)

Loy, oy

2 O_lm
sehingga, > = = ° "
T Om2 - Opum

Karena q,-r‘:cr,j, maka matrik varians-covarians dari variabel random W, W,.. W,

Gll o‘l" .- o-l

2 o
(e} [N eee (4
-alm- --o-lm S Gmm

(Kartiko, 1988).

2.7. Theorema Limit Pusat

»

Definisi 2.13:
Jika W variabel random, moment pusat ke-r dari W di a didefinisikan

dengan El(W - a)r], jika 2 = p moment pusat dari W di p dinotasikan dengan
Ho= E[(W - a)r] Dengan catatan bahwa p, = E[(W-w)]=0 dan

u, =E{(W-?}=0".
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. o .. 0 |
V=l | (2.19)
0 ol

( Dudewicz & Mishra, 1995).
- 2,6. Matrik Varians - Covarians - . .. . .

Variabel random W, Wo.,.., W,, dengan mean [y, fé ..., variansi crf, oy, ...,
G dan covarian O3 Oizr Opm-hm , dimana: o;-'?s E(W}-;g-)g, E(#W)=u; dan
o= EQ(Wrppy(We-1). j7
e du vorabl random i oW e, dapr iyatkan dalam
ben.ttllk matrik, -s'eba-gai berikut:

EW,) }7 H
: (2.20)

p=E@)={ t
| EW,) Lﬂ

make, 3= EG - W Y =E| Wy ]

W - )2 W, )Wy — 1) - (W, = 1, YW, — H)

_ g @ )0~ a) W~ 1) e = 1), — i)
= S =) =YWy 1) o =1, )°
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Theorema 2.4 (Theorema Limit Pusat):

Misalkan f(.) merupakan fungsi densitas dengan mean pdan varian

terbatas o°. W_ adalah mean sampel dari sampel random berukuran m dari f(.).

— " —
Sehingga variabel random Z,, = J\r——*‘“ W, | “; —H N (2.22)
Var \N _//

- Bukti= -

Diketahui fungsi pembangkit moment dari distribusi normal standar

1.2 : 1.2
2t ~t
adalah My (f) =e? , maka akan ditunjukkan bahwa Mz, (t) = e?

‘\/IZm(t) E[ tz‘“] .E[expth] E exp{ oy

Jika Y=W;-11 dan M (——) menotasikan M ( J_) maka
m

odm

o))t o)

M Zon (t)= HE{exp(
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dimana;

a1

[ R ] +Y—‘[0+5] ﬂ

2 3

5 t
‘m +E[(W ) ]3!csmm "

1 E[W - ],(T+E[(“, Wl

Menurut definisi 2.13, ko= E[(W - a)r] , maka:

t3

"l

=1+u uq g ‘
kGf] 'lcx/_-r c'm LJBEGJma/_rHT

Karena ;=0 dan 1 =o°, maka:
t t? t?
M| —=|=14+—+p;,—F——+
) [Gx/_ﬂ_l) : 2m B!GJmJE
=]_|...1_ i+ _t;_;_
mt2 P aigiYm

t" 3 t m u mn
Jlkau——+u ., maka | M| —= =[1+—] .
kil \/—_ { ‘[G\/_ﬂ?]i\ m
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m j_ 2
X u m ot
Karena lim|i+—! =e®=e® , maka
- m—~] . .

m

disimpulkan bahwa fungsi pembangkit

1.2
~t
M, (t)=e? ,sehingga Zu~N(0,1)

(Mood, Graybill & Boes, 1913).

2.8. Uji Normalitas Lilliefors

12
im M, (H)=e2 . Dapat -

moment dari Zn adalah

~ Misal terdapat sampel random berukuran m yaitu A7, ..., My, yang berasal

“dari suatu populasi yang distribusinya tidak diketahui. Berdasarkan sampel tersebut

akan diuji hipotesis sebagai berikut:

H,: Sampel random berasal dari populasi berdistribusi norimal

H,: Sampel random berasal dari populasi yang tidak berdistribust normal

Prosedur pengujian hipotesis adalah sebagai berikut:

1. Mengurutkan sampel random #n,#3, ..., dari nilai terkecil ke terbesar.

2. Menghitung besarnya bilangan baku D;,Dg,...,D,,, dengan menggunakan

persamaan: D, =

j=1
m

dimana, 7 =
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3. Menghitung peluang A°(D;)=P(d <d,) dengan tabel distribusi normal standart

pada lampiran 3.
4. Menghitung proporsi Dy, Ds, ....,Dn yang lebih kecil atau sama dengan Dj, yaitu
dengan persamaan sebagai berikut:

banyaknya D,,D,,...,D,, < D;

m

S(D)=

5. Menentukan besarnya |4 (D;)—S(D; )I

6. Menentukan besarnya statistik penguji, yaitu T= maksimum IA' (D)-5(D; )’

7. Membandingkan besarnya statistik penguji T dengan harga kuantil (1-c) yang
diﬁei’giéﬁ f&gﬁ 1amp1ran6 'dahri'hi'pétésis‘ nol akan ditolak jika~harga’ statistik =
" penguji T lebih besar dari harga kuantil (1-0).”

( Sogjoeti, 1984).
2.9. Uji Kesamaan Varians (Homoskedastisitas)

Untuk menguji adanya kesamaan varians digunakan-uji koeﬁsien korelasi rank
spearman.
Prosedur pengujiannya adalah sebagai berikut:
1. Penentuan hipotesis |
Ho: tidak ada heterokedﬁstisitas

Hi: ada heterokedastisitas
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2 Membuat rank dari 2 karakteristik yang berbeda untuk observasi ke-J.

3. Menentukan besarnya koefisien korelasi rank spearman yang didefinisikan

dengan persamaan sebagai berikut:

v, = 1—6[——~——ij }
m(m” —1)

untuk observasi ke-f

nr; banyaknya observasi yang diberi rank

4. Menentukan kriteria pengujian, yaitu Ho ditolak bila ]t] >

m-2

| R

dengan t = kil = dan 7,,, , diperoleh pada lampiran 5.

5

ol

(Supranto, 1984),
2.10. Maksima dan Minima Fungsi g Variabel
2.10.a. Maksima dan Minima tanpa Pembatas |

Suatu fungsi g variabel f(u,,u,,....1,) pada titik w*= (e *,0,%, u %),

sedemikian sehingga ¢ turunan parsial nol.

Gy &

~ T 0"

cu, o,

o

u‘ —— PR -
aif

.=0
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Determinan hessian Ag dari turunan parsial order ke-2:

of  of &
gul  Qudu,  Ouln,
8t f 5 F agf
A, =08t ous Ou,0u,
ou bu, Bubu,  Ou,

Titik o* = (u,*,u,%,...,u,*) adalah:

maksimum lokal, kalau A;<0, Az>0, A3<0,...dan minimum lokal kalau A;>0, Az>0,

A0
2.10.b. Maksima dan Minima dengan Pembatas

2.10.b.1. Pengganda Lagrange

Suatu fingsi g variabel f(u,t,,...,t,)dengan pembatas k(w1051 =0

pada titik a* = (u,* 4, %,..,u,*) yang memenuhi g+1 persamaan.
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- A = O
cu,  ou,

b . ok

ﬁf — A - - 0
Gu,  ou,

%) . Ck
Y-
5z¢q o,

< GA OA

untuk ut = ("1*;”2*9-“:"(}*)7 A

Determinan hessian batas:

“
S S j;!'g”] . /JF‘_‘J"L .
Aqﬂ = ku3 j;"zul _;{'ku:ul
K o~ P,

f'u'd

S A

j;l

a

¥

L

.f;’:uz - ;"knzu:

fu

g"2

gl

= ,s5=L2,..

i

T

q

kuq S me e e
o -f;ilu'iq _'J"kuluq
.f;lzuq - Ak{l:l’iq

: ”
- Akﬂ 1]
[} T

titik #* = (u, *,%,%,...,u,*) maksimum lokal dengan pembatas kalau Az>0, As<0,

As>0,...dan minimum lokal dengan pembatas kalau A3<0, A4<0, As<0, ...

2.10.b.2. Kondisi Kuhn-Tucker

Perhatikan svatu fungsi ¢ variabel f@u,, ,u,) dengan pembatas

kG, ) < 0. Titk w¥ =@ *u, ¥, u*) maksimum lokal dari f(u;,2t,,...,1,)
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dengan pembatas k(u,,u,,...,%,) hanya kalau ada suatu A tidak negatif, sedemikian

sehingga A dan (u,*,u,*,...,u, *)memenuhi kondisi Kuhn-Tucker sebagai berikut:

IS — af _}b_fk_.:oaszlg?_‘,___,q (223)
Ol g Clg
Ak(uy 1y, 51,) =0 (2.24)

Kondisi ini juga cukup kalau f(u,,u,,...u,) cekung dengan pembatas cekung.
Oleh karena itu suatu titik maksimum f (,,1,,....1,) merupakan titik minimum
____c_ig_r_i__ - f (-u_‘_,zf?,__.,u q)_, .h.a"s.il ini juga berlaku kalau suatu fungsi cembung
' diminimur_nkari de_rigén_ pembatas ﬁ:embuﬁg.

Suatu fungsi akan cembung secara sempurna kalau tanda < dapat diganti
dengan tanda <, fungsi akan cekung kalau tanda < dapat diganti dengan tanda > dan
cekung sempurna kalau tanda < dapat diganti dengan >.

Jika A>0, maka maksimum atau minimum ditentukan dengan pembatas
ketidaksamaan. Jika A<0, maksimum atau ﬁ}jnimum ditentukan tanpa memperhatikan

pembatas.

Contoh 2.1:
Cari maksimum dari f (e, 1y, 0,y = —u; —2u; —u; + s, +1,
‘dengan pembatas #, +u, +#; <35

penyelesaian:
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Dengan menganggap pembatas tak sama berlaku sebagai pembatas yang sama,
maka diperolch fungsi f(u,,u,,u,) =—u; —2u; —u; +u,u, +u; dengan pembatas

w, -ty +u, =35

. = - 2 2 2 . 2y )
Sehingga F(u,,u,,1,,A) = —t; — 2l —1g g, iy — Ay 1, +it; —-35)

—==2u i, — A —— =i, Yu, A
aoF ol

—=-2u,+1-4 — = (11, +u, +1; —35)
Gt : OA ;

Tika g o Ao o
oty o, ou, oA

=0, maka: —2u, +u, =4
“uy+l=4
Sehingga diperoleh 1,=15, w2=9, 15=11 dan A=-21.

Karena A<0, maka maksimum tanpa pembatas juga maksimum dengan pembatas tak

sama.
- S ~3 . 3
c ¢ 0 '
ﬂi"———Zu,Hfz . ]: =-2 = / =1
o, O, Ou,0u,
- 2 2
‘ 0” a”
24 =—4u, +u, '{:—4 - { =0
o, &, O, Gt
62 62 .
@”:_%SJCL ; J:=-2 { =0
Ot ' oty Ou, O,y
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Tika —@r—:{), i:O,ﬂiff:O,maka: 2u, ~u, =0
- ou ou, Oy :

H 3

w, —4u, =0

- 1
jadi w=ux=0, ug=5

A =2
A,,: =8-1=7
2 1 -
-2 1 0
A, =1 _—_4 0i=-16-(-2)=-14
0o 0 -2

A1<0, A5>0, As<0 maka titik (0,0, ) maksimum. Karena dengan pembatas < ,

sehingga dengan kondisi Kuhn-Tucker,

g ok
—i——l—— =-2u, +u,—A=0
o, 528 -
G ok :
’:'}f —A——= 4, +u, —A=0
Ou, Oty
-
ck .
?f —A—="2u,+1-4=0
o, o, '

Ay + 1y +uy =35)=0 2 1y +1u; <35

- Salah satu A =0atauw, +u, +u; —35=0.
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BAB II KONSEP DASAR

28

. 1 . .
Jika A=0 makaw, =u,=0danu, = > Sehingga #, +u, +#; <35 terpenuhi, dan

f (0,0,%) = % Jika , +u, +u, —35=0, maka dengan memecahkan tiga persamaan
pertama,
2w Ay = A=0
e o By = e =0 e e
2u, +A =1
diperoleh =15, u=9, us=11, dan A=-21. Sehingga diperoleh f(15,9,11)=-362,

_yang kurang dari f.(O,O,}i—)__: % o

Tadi maksimum  dari f(uys2,,0) = —uf — 203 —wl 4y +uy -dengan pembatas -
a 1

w, +u, +u; <35 adalah w, =u, =0,u; =
T T2

(Supranto, 1987).
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