BAB 1I

MATERI PENUNJANG
2.1 Logika Proposisi

Definisi 2.1 (proposisi)

Kalimat logika proposisi dibentuk dari simbol-simbol
vang disebut proposisi. Adapun simbol-gsimbol vang
dimaksud adalah

* simbol kebenaran ; benar dan salah.

* simbol-zimbol proposisi menggunakan huruf besar

tertentu ; P,Q,R,S,Ps,P2,...

Definisi 2.2 (kalimat)

Kalimat logika propogisi dibentuk dari proposisi-
proposisi dengan menggunakan penghubung proposisi. Adapun
penghubung proposisi tersebut adalah : tidak(™), dan(~),
atau(~), jika-maka(=), bila dan hanya bila(e), jika-maks-
jika tidak-maka-. Ralimat logika proposisi dibentuk
menurut aturan
* Setiap proposisi adalah kalimat.

+ Jika F kalimaﬁ maka negasi F, yaitu tidak(F) kalimat.
+ Jdika F dan G kalimat maka konjungsi F dan G,
disjungsi F atau @&, implikasi jika F maka & dengan F
disebut anteseden dan G disebut konsekuen, ekuivalensi

F bila dan hanya bila &, masing-masing merupakan kali-

mat.




» Jika F, G, dan H kalimat maka kondisional jFika F maka

G, Jika tidak F maks H merupaksn kalimat.

Definisi 2.3

Kalimat atau ekspresi B yvang dibentuk dari kalimzat-
kalimat F, G, dan H (yang terdiri  atas proposisi-
proposisi) dengan menggunakan penghubung proposisi vang
sesual dengan (definisi 2.2), dapat dianggap sebagai
kalimat kompleks. Proposisi-proposisi dan kalimat-kalimat
pembentuk E disebut sub kalimat dari E. Dengan demikian E
merupakan éubkalimat dari E s=sendiri. Sub kaiimat— sub

kalimat selain E disebut sub kalimat sejati.

Contoh 2.1
RKalimat E: ({({(7(P s&atsu &3> = ("B} ~ (7@3¥¥),
mempunyal delspan sub kalimat, vaitwe P, &, P, @, BR,

(PR, (TpXa(Ta), E.

Definisi 2.4 (interpretasi)
Suatu interpretasi I memberikan nilai kebenaran
benar atauw =alah pada s=setiap simbol propesisi. I

merupakan interpretasi dari sustu kalimat F Jjika T

memberi nilsal kebenaran pada setiap simbel yang ada 4i F. .

I disebut interpretazi - kosong untuk kalimat F Jjika I

tidak memberi informasi lengkap sesuai proposgisi pada F.




Contoh 2.2

I+ : P salah, § benar, R benar.

Iz : P benar, @ benar, R salah.

Iz + P benar, @ salah, B benar, § benar.
Pandang kalimat E : P = (QwR) dan F : (PAQ) & (RvS}.
Terlihat bahwa T1,Iz,.dan T2 merupakan interpretzs

urtial

E, sedangkan interpretasi untuk F hanya I=2,

Definisi 2.5 (aturan semantik bahasz logika proposisi)
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dengan nilai kebenaran vang diberikan oleh T,

* Kalimat benar, berarti kalimat benar terhadap I.

* Kalimat salsh, berarti kalimst salah terhadap I.

* Tidak F benar jika ¥ sslah, dan salash jika F hensar.

* Konjungsi F dan & benar jika F benar, G hensr.

* Disjungsi F atav & benar jika salsh sstu stan keduanva

benar.

o~

* Implikasi jika F maka 3 salsh jika F benar, G salah.
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Aturan semantik untuk penghubung-penghubung
proposisi dapat disimpulkan dalam tabel kebenaran.

Misalkan B : benar, dan 5 : salsh.
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Contoh 2.3

Misalkan kalimat F: P=(QvR) dan interpretasi I: P
salah, @ benar, R benar untuk F. Untuk menentukan nilai
kebenaran Lkalimat F, dapat digunakan aturan semantik
bahaéa logika proposisi. Karena @ benar, dan R benar, QR

benar dengan aturan dan. Karena P salah, kalimat F benar.

Definisi 2.6 (keabsahan)
Kalimat F disebut sbsah bila ¥ bernilai benar

terhadap setiap interpretasi untuk F.




Definisi 2.7 (skema kalimat kontraposisi)
* (F=26) & ((TGE)=("F))
© ((TF)=G) & ((TG)=F)
* (Fal) & ((TF)=2(7G))

Definisi 2.8 (perluasan interpretaszi)

Bila I merupakan suatu interpretasi, p merupakan
suatu simbol proposisi, dan %t merupakan suatu nilai
kebenaran, maka notasi <p ¢« t>0l menyatakan =suatu
interpretasi yang wmemberikan nilsi kebenaran =esuai I,
kecuali simbol proposisi p diberi nilai t. Apabila p jugsa
termasuk didalam interpretasi I, maka nilai kebenaran

untuk p tetap t.

Contoh 2.4

Misalkan kalimat F: (Pv@)=R, dengan interpretasinya I: P
benar, @ benar, R salah. Nilai kebenaran F pada perluasan
interpretasi <R <« benar>el adalah benar, karena (PvQ)

benar, R benar.

Definisi 2.9 (kesepakatan antar interpretasi)

Dua interpretasi I dan J dikatakan bersepakat pada

kalimat F bila nilai F  terhadap I sama - dengan nilai F

terhadap J, Atau I dan J bukan interpretz=si untuk F.




Contoh 2.5

Misalkan interpretasi I: P benar, @ salah. J: P salah, @ salah.
I dan J bersepakat pada kalimat Q. I dan J juga bersepskat pada
kalimat R. 1 dan J jugs bersepakat pada kalimat (PAQ), karensa
kalimat ini bernilai salsh untuk I dan J. Sebaliknya I dan J
tidak bersepakat pada kalimat (PwQ), karena kalimat benar

terhadsp I, tetapi bernilai salah terhadap J.

2.2 Logika Predikat
Definisi 2.10 (simbol)

Kalimat logika predikat dibentuk dari simbol-simbol
* Simbol kebenaran : benar, salah.

* Simbol-simbol konstanta : a,b,e,a’,b’,c*,a1,b1,c4,...
« Simbol vﬁriabel : x,y,z,x',y',z',xx,y1;21,...

*+ Simbol fungsi : f,g,h,f1,g1,h1,f2,g2,h2,...

* Simbol predikat : p,q,r,pi,q1,rs,...

Setiap simbol fungsi ataun simbol predikat mempunyai arity,
vaitu banyaknya argumen yang terkandung didalamnya. Simbol
fungsi atasu simbol predikst dengan arity n disebut fungsi atan
simbol predikat n-air. Simbol 1-air, 2-air, dan 3-air berturut-

turut disebut unsir, binair atau biner, dan ternair.

Definisi 2.11 (term)

- Term dalam logika predikat merupakan ekspresi ysng menyastakan
_objék. Tefm?téfm dibangﬁn menurut aturan

* Konstanta a,b,c,... adalah term.

* Variabel : x,y,z,... adalah ternm.

* Jika t1,t2,...,tn adalsh term-term, dimanz n>1 dan f
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adalah simbol fungsi dengan arity n, maka
f(ts,t2,...,tn) adalah suatu term.

« Jika F sustu kalimat dan s,t adalah term maka kalimat
kondisional Jjika F maka s Jika tidak F maka t adalah

susatu term.

Definisi 2.12 (proposisi)
Proposisil dalam logika predikat adalsh relasi antara
ohisk~-objek, vang dibangun menurut aturan
+ Simboel kebensran : bensr dan salalr adslah propozsisi.
+ Jika tz,tz,.;;,tn adalah term-term, dimaﬁa nzl dén js)
adalah simbol pfédikatrdengaﬁ arity n, maka..

plts,t2,...,tn} adalah suatu proposisi.

Definisi 2.13 (kalimat)

Kalimat dalam logika prediksat dibentuk menurut
aturan

+ Setiap proposisi merupakan sebuah kalimat.

+ Jika F,G, dan H merupakan kalimat, maka ("F), (FAG),
(FGY, (F=2G),(FeiG),jika F maka G jika tidak F maks H,
mesing-masing merupakan kalimat.

+ Jika x merupakan sebuah variabel dan ¥ merupakan sebusah
kalimat, maka {(untuk semua. x)F dan {untuk suatu x)F
Juga merupakan kalimat. (untuk semua x)F disebut
uni?ersal quantifier, dan (untuk suatu x)F disebut

eksistensial quantifier.
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Definisi 2.14 (ekspresi)
Ekspresi dalam logika predikat adalah suatu ternm

ataun suatu kalimst.

Definisi 2.15 (subterm, subkalimat, subekspresi)

... Setiap term  dapat digunakan untuk  membangun  term
t(termasuk t sendiri) atau kalimat F disebut subterm dari
t atan F. Setiap kalimat dapat digunsakan untuk membangun
term t ataun kalimat F(termasuk F sendiri) disebut
subkalimat dari t atau ¥F. Subterm dan subkalimat dari
tefm t (termasuk.ﬁ.éeﬁdiri) disebuﬁ sﬁbekspresi dari term
t,' sedangkan subterm dan subkélimat dﬁri kalimat F

(termasuk F sendiri) disebut subekspresi dari kelimat F.

Contoh 2.6

Suatu term t: jika (untuk semua x)q(x,f(a)) maks

f{a) jika tidak maka b,

memiliki sub term x, a, f(a), b, t sendiri, dan memiliki
sub hkalimat g(x,f(a)}), (untuk semua x)a(x,f(a)).

Suatu kalimat F: (p(a,x,f(28,%x))) ~ ((untuk semua y)
a(g(b,x),¥)), memiliki sub term a,b,x,y,.f(a,x).g(h,x),
dan memiliki sub kalimat p(a,x,f(a,x)),q(g(b,x),v),

(untuk semua yyg(g(b,x),v)), dan F sendiri.

Definisi 2.16 (pemunculan variabel)
Pemunculan variabel x pada ekspresi £ dikataksan

pemnunculan terikat hila x terdapat didalam skup




12

quantifier dalam E. Jika pemunculan x diluar skup semua
quantifier dalam E dikatakan pemunculan bebas. Variabel x
disebut terikat di E jika dalam E paling sedikit terdapst
satu pemunculan wvariabel x vang terikat. Bila dslam E

paling sedikit terdapat pemunculan variabel x vang bebas,

maksa x disebut variabel bebas.

Contoh 2.7

Pandang suatu kalimat E: (untuk semus x)(p(x,y) dan
(untuk suatn yig{y,2). Variasbel =x terikat di E, s=sehsab
pémunculan x.di E teiikat oleh universal quanﬁifier untuk

X. Variabél v terilkat di E, sebab pemunculan v di a(y,z)

ol

erikat oleh eksistensial aquantifier. Variabel v  Jusga
merupakan variasbel bebas di E, sebab v muncul bebass di
p{x,¥). Variabel =z merupakan variabel bebas, sebab

pemunculan bebas =2 di q(y,z).

Definisi 2.17 (=simbol bebas)
Simbol-=zimbol bebas dari suatu ekspresi E adalah
variabel-variabel bebas dari E dan semus konstants,

fungsi, dan simbol predikat dari E.

Caontoh 2.8
Simbol-simbol bebas dari kalimat E: . (untunk semua
x)(p(x,vy dan (untuk suatu yvYgl(y,f(a,zy)) adalah v, =z, =,

f, p, dan 4g.
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Definisi 2.18 (interpretasi)

Misalkan D suatu himpunan dari objek-objek, sehingga
D tidak kosong. Sebuah interpretasi I selalu dikaitkan
dengan domain D, dan memberikan nilai untuk s=setiap
himpunan konstanta, wvariabel, fungsi, dan predikat.
Indeks I menyatakan nilai sesual dengsn interpretasi vang
ada. Interpretasi I dikatakan suatu interpretasi untuk
ekspresi E jika I mewberikan nilai untuk simbol-simbol

bebas di E.

Contoh 2.8

Suatu kalimat E:(p(x,f(x)) = (untuk suatu vip(a,v)).
Karenaz variabel y terikat, y tidak bolsh diberi nilai
untuk sebarang interpretasi I. Sesuai dengan definisi
interpretasi, apabila D = {orangl}, sedangkan I adalah

a_ * Napoleon, X ¢ George, fI : ibu dari d,
px(d1,dz) : dr anak de,

Kalimat E berbunyi : Jika George anak dari ibunya, maka

terdapat y sehingga Napoleon ansk dari v.

Definisi 2.19 (perluasan interpretasi)

Misalkan I wmerupakan suatu interpretasi dengan
domain D. Untuk wvariabel x dan elemen d dari domain D,
perluassan interpretasi <x<«d>eI dari I adalah interpretasi
dengan domain D, dimana

* Variabel x diberi nilai elemen 4.

+ Variabel y selain x diberi nilai elemen Voo vaitu




i4

nilai dari TI.

Contoh 2.10
Sesuai dengan interpretasi I untuk kalimat E pads

(Contoh 2.8), dapat diberikan perluasan interpretasi
J:<f«grol, dengan g (d): sahabat dari d. Sehinggda kalimat
£ berbunyi : Jika George anak sshabatnya, maka terdapat v
sehingga Napoleon anak dari v.
Definisi 2.20

Jika I dengan doﬁain D merupakan éuatu interpretési
untuk kﬁlimat (untuk semua x)F atau (untuk suaﬁu x)F,
maka periuvasan interpretasi J:<xe d>ecl disebut skup dari

quantifier yvang bersanghkutan dengan domain D,

Definisi 2.21 (aturan semantik}

Jika I dengan domain D merupsakan interpretasi untuk
E, maka nilail kebenaran E untuk interpretasi 1 ditentukan
dengan aturan semantik sebagai berikut
*+ Nilai konstanta a adalah elemen a_.

+ Nilai variabel x adalah slemen X .

» Nilai f({ts,tz,...,tn} adalah elemen fI(di,dz,...,dn},
rdenganAfungsirfIrdiberikan ke £, dan dzi,d=z,...,dn
adalah nilai dari term tz,tz,...,tn terhadsp 1.

* Nilai term Jiks F maka 5 jiks tidak F maka t adalah
nilai term s jika F benar, dan nilai term £ jika F

salah terhadap I.
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* Simbol kebenaran benar, dan salah.

+ Nilai proposisi p(ta,tz,...,tn) adalah nilai kebenaran
pl(di,dz,...,dn), dengan P diberikan ke p, dan di,d=,
...,dn adalah nilai dari term tz2,tz,...,tn terhadap I.

* Aturan penghubung logika dilakukan antar term.

* Aturan universal auantifier uontuk semua adelah
Misalkan I interpretasi untuk kalimat (untuk semua x)F.
Kalimat tersebut benar jika untuk setiap d<D, F
bernilai benar terhadap perluasan <x«¢ drol.

« Aturan eksistensial quantifier untuk sustu adalsh
Hisalkan I interpretasi.untuk kalimat (untuk suatu x)F.
Kalimat tersebut benar jika terdapat elemen deb,

sehingga F bernilai benar terhadap perluasan <x« d>ol.

Definisi 2.22 (kesepakatan)

Dua interpretasi 1 dan J dikatakan bersepakat
terhadap suatu simbol Jjilka I dan J memberikan nilai
kebenaran yang sama atau keduanya tidak memberikan nilai
terhadap simbol tersebut. Demikian juga berlaku untuk

ekspresi.

Contoh 2.1t

Hisalkan interpretasi I dengan domain - bilangan
bulat, dengan : a: Q; b: 2, x: -1, fi(d):d+1, dan
interpretasi J dengan domain bilangan bulat, dengaﬁ a: @,

% 1, fI(d):dwl. I dan J bersepakat pada konstants a,

karena nilai a adalah 0 terhadap masing-mnasing
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interpretasi. I dan J Jjuga bersepakat padsa simbol
predikat p. I dan J tidak bersepakat pada variabel x,
karena nilai x adalah -1 terhadap I, tetapi bernilai 1
terhadap J. I dan J bergsepakat juga pada ekspresi f{x),

dan f(y).

Definisi 2.23 (kaliﬁat tertutup)
Kalimat tertutup adalah kalimat vang tidak mempunvai

pemunculan bebas dari sebarang variahel.

Definisi 2.24 (keabsahan kalimat tertutup)
Ralimat tertutup F dikatakan absah bila kalimat

tersebut benar terhadap semua interpretasi untuknva.

Definisi 2.25 (tutup)
Misalkan x1,x2,...,xn adalah variabel-variabel bebas
dengan urutan sesuail munculnya di kalimat F.
* Tutup universal darl F veng didefinisikan dengasn (untuk
semua *)F adalah
(untuk semua x1)(untuk semua x=2)...{untuk szemuva xn)F.
* Tutup eksistensial dari F vang didefinisikan dengan
(untuk suatu *)F adalah

S {untuk zustu o) (untuk-suaty x=2). .. (untuk suatu.xn)F, .

Contoh 2.12
Variabel hehas dari kalimat F:{untuk suatﬁ

z3{(g{y.z) atau r(x)) dan (untuk semua w)p(y,z,w)) dengan
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urutan sesual munculnya di F adalah v dan x. Sehinggsa
tutup universal kalimat F, (untuk semua #*)F adalah

(untuk zemua y)(untuk semua x){(untuk suatu =2¥({gly,z}
atau r(x)) dan {(untuk semua wip(y,z,w)). Demikian Juga
tutup eksistensial ¥, (untuk suatu *)F adalah

(untuk suatu y)(untuk suatu x}(untuk suvatu  2)((q(y.z)

atau r(xa)) dan (untuk semua wipl{v.z,w)J.

Proposisi 2.1 (aturan semantik tutup universsl)
Misalkan I dengan domain D merupsksan interpretasi
untuk tutup univer=zal (untuk semus *3F dari kalimat F.

Sedangkan x4,x%2,...,%n adalah variabel¥variabe1 bebas

PR 3

vang berlainan dan  memiliki urotan gésual dengan
munculnya di F. Maka
1. Tutup universal (untuk semua *)F bernilai benar
terhadap I
tepat bila
2., F bernilail benar terhadap perlussan interpretasi
<t & direix2 « d2¥e ... al¥n ¢« dnd>el
tepat bilsa
3. ¥ bernilai benar terhadap setiap interpretasgi J
vang bersepzkat dengan I pada semua simbel bebas

dari (untuk semua *¥F,

Bukti

Ambil sebarang interpretasi I dengan domain D untuk

tutup universal (untuk semua *3F.
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(1) e (2)

Kalimat tutup universal (untuk semua *)F bernilai benar
terhadap I, tepat bila untuk setisp elemen dt e D, maka
anak kalimat (untuk semua xz)(untuk  semua x3)...{untuk
semua xn)F bernilai bensr terhadap perluasan interpretasi
<x2 ¢ divel. Belanjutnya proses diulang zampsi n-1 kali
sehingga dipenuhi F bernilai benar terhadap perluasan
interpretasi <x1 ¢ dido<xz « dz2d>o...o0<x%n « dnr>ol.

(2) = (3>

Misalkan J sebarang interpretasi dan e1,e2,..,,en azdalah
nilai-nilail terhadap J dari variabel~-variabel
X1,X2,...,%¥n darl F, maka ¥ bernilai benar terhadap

perluasan interpretasi T  :<x1 <« g1>0<¥2 € e250...0¢Xn <
en>ol. Karena sudah diasumsikan bahwa J bersepakat dengan
I pada simbol-simbol bebas dari (untuk semua =*)F,
sehingga J bersepakat dengan I  pada simbol-simbol bebas
dari (untuk semua #*)F. Karena e1,ez,...,en sudah dipilih,
J bersepakat dengan I' ©pada variabel-variabel bebas
Xi,X2,...,%n dari F. Sehinggda J bersepakat dengan I' pada
simbol-simbol bebas dari F. F bernilai benar terhadap J.
(3) = (2)

Ambil sebarang elemen di,d2,...,dn = D. Karens perluassan
interpretasi I’ :<xs ¢ davo<xz ¢ d2do...o<xn ¢ dndol .

bersepakat dengan I, maka F bernilai benar terhadap I'.

Proposisi 2.2 (keabsshan tutup universal}

Tutup universal (untuk semuz #*)F absah tepat bila F
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bernilai benar terhadap setiap interpretasi untuk F.
Bukti

(<) Anggap ¥ benar terhadap setiasp interpretasi, dan akan
ditunjukkan (untuok semua #*)F absah, yaitu benar terhadsp
setlap interpretasi. Ambil interpretasi I untuk kalimat
(untuk semua #*)F. Untuk menuninkkan (untuk =semuz #*)F
benar terhadap I, cukup dengan aturan semantik tutup
universal, yaitu ¥ bernilai benar terhadap interpretasi J
vang bersepakat dengan I pads simbol-simbol bebas dari
{untulk =zemua #=)F.

(=) Anggap (ﬁﬁﬁuk semua *OF absah, dan akan dituﬁjukkan
bahwa F bernilsai benﬁr terhadap .setiap interpretasi
untuknya. Ambil interpretasi J untuk F, maka J Jjuza
merupakan interpretasi untuk (untuk semua #*)F, dan J
bersepakat dengan dirinya sendiri pada simbol-gimbol
bebas dari {(untuk semua #*)F. Karena (untuk semua *)F
absah, yaitu bernilai benar terhadap J, sehingga menurut
aturan semantik tutup universal, F bernilai benar

terhadap J.

Definisi 2.28 {(ekuivalensi)

Kalimat F dan G dikatakan ekuivalen bila nilai

kebenaran F sama. dengan G  terhadap setiap _interpretasi ..

untuk F, dan G..

Proposisi 2.3 (penggantian nama untuk variabel terikat)

Misalkan (untuk ... x)G adalah kalimat, dengan
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(untuk ... X)) gquantifier, dapat merupakan (untuk semua x)

atau (untuk suatu x). MHisalkan % adalah variabel yang

tidak muncul dalam (untuk ... x)G, dan &' akibat

penggantian setiap pemunculan bebaz x dalam & dengan x .

Misalkan F suatu kalimat dan F' akibat dari penggantian

satu atau lebih pvemunculan (untuk ... x)G dengan {untuk

x 36’ . F ekuivalen dengan F' .
Bukti
Terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa (untuk semua
x)& ekuivalen dengan {(untuk semua x )& . Diberikan
interpretasi.sebarang I untuk.kedua kalimat tersébut,
(untuk semua x)G benar terhadaﬁ I

tepat billa untuk setiap elemen domain d, & benar bterhadap
<x & dbol,

tepat bila untuk sgetiap elemen domain d, G benar terhadsp
<X ¢ dre<x' ¢ drol,

tepat bila untuk setiap elemen domain d, &  benar
terhadap <x €« d»e<x’ ¢ d>ol.

tepat bila untuk setiap elemen domain d, G  benar
terhadap <x' +« drel,

tepat bila (untuk semua x )G benar terhadap I.

Sshingga (untuk semua‘ x)G ekuivalen dengan (untuk senusa

x &', Sehingga F ekuivalen dengan ¥ .

Definisi 2.27 (subekspfesi terikat)
Hisalkan ada subekspresi t dalsm sebuah ekspresi E.

Pemunculan t adalah terikat dalam E bila ads pemunculan
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variasbel x bebas dalam pemunculan t, tetapi terikat dalam

E.

Contoh 2.13

Misalkan ada subkalimat t: p{x) dari kalimat E:
{untuk semua xX}p(x). Pemunculan p(x) adalah teriksat dalam
E, karena p(x) mempunyal pemunculan bebas x vang terikat

dalam E.

Definisi 2.28 (subekspresi bebas)
Misalkan ada subekspresi t dalam sebuah ekspresi E.
Pemunculan t adalah bebas dalam E bila setiap 'pémunculan

variabel hebss dalam pemunculan t dan bebas dalam E.

Contoh 2.14

Misalkan ada subkalimat t: q(v,z2) dari kalimat E:
a(y,z) dan (untuk semua y)qg(u,y). Pemunculan q{y,z)
adalah bebas dalam E, karena pemunculan bebas vy dan =z

dalam q(v,z), dan juga bebas dalam E.

Contoh 2.15

Misalkan ada subterm t: f£(y) dari kalimat E: (untuk
suatu yIp(f(y}) atau g(f{(y,). Pemunculan awal f(y) dalan
p{Ef{y)) adalah terikat dalam E, ksrena pemunculan bebas y
dalam pemunculan f(y) terikat dalam E, dengan quantifier
{untuk suatu y). Pemunculan kedua dari term f(y) dalam

q(f(y3} adalah bebas dalam E, karena pemunculan bebas
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variabel v dalam pemunculan f(y) juga bebas dalam E..

Definisi 2.29 (substitusi total)

Misalkan F, G, danrH masing-masing adalah ekspresi,
dengan G dan H keduanya dapat berupa term atau kalimat.
F 4 {G « H} berarti :

*+ Setiap pemunculan bebas G dalam F diganti dengan H.
+ Jika ada varisbel bebas y dalam H, dengan gquantifier
(untuk ... v} dalam F, variasbel v dalam guantifier
diganti v’ sebelum dilakukan pergantian. Variabel v’

merupakan wvariasbel wvang tidsk muncul di F,G, atau H.

Contoh Z2.18

Akibat substitusi ((untuk semua x){p(x) dan r{(y)]
dan (jika p(x) maka (untuk semua yI[p(xX) dan r{(yX]1)) 4«
{p(x>« a(y)}, =adsalah kalimat ((untuk semua x3}[p(x) dan
r(y)] dan (Jjika a(y> maka (untuk semua vy’ )[g(y) dan
r{y*)1)). Pemunculan pertama p(x) terikat, =ehingga tidak
diganti aq(y). ©Sedangkan dua pemunculan p(x) bebas,
sehingga harus diganti dengan q(y). Variabel vy dari
gquantifier (untuk semua y) diganti dengan v', untuk
menghindari kerancuan variasbel y dalasm q(y). Pemunculan
pertama dari y dalam sgsub kalimat r{y) tidak diganti
dengan v', karena variabel y tidak berada dalam skup

guantifier (untuk semuszs v).
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Proposisi 2.4 (nilail total)d

Misalkan G, dan H masing-masing adalah term atau
kalimat, dan F[G] adalah ekspresi. Interpretasi I
diberikan untuk G dan F[G], dan interpretasi J diberikan

unntuk H dan ¥{H], dimana nilai G terhadap I =ama dengan

nilai H terhadap J, dan I bersepakat dengan J pada simbol

bebas vang muncul dalam EEG], selain pernuneulan G.
Sehingga nilai F[G] terhadap I sama dengan nilai F[H]

terhadap J.

Coﬁtoh_z.l?

| Misgalkan I adéiah interpretasi untuk Fixl: p(x), dan
J interpretasi untuk Flal: pla), dimana nilai x terhadap
I sama dengan nilal a terhadap J, dan I bersepakat dengan
J pada p. Sehingga dapat dikatakan bahwa nilai p(x)

terhadap T sama dengan nilai p{a} terhadap J.

Bukti (nilai total)

Misalkan nilal G terhadap interpretasl I sama dengan
nilai H terhadap J, dan I bersepakat dengan J. Akan
dibuktikan nilai F[G] terhadap 1 sama dengan nilai F[H]

terhadap J. Untvk itu, akan ditunjukkan bahwa penurunan

nilai F[G] terhadap I sama dengan penurunan nilai  FIHY

terhadap J. -Karena pemunculan G bebas, sehingga pada
penurunan nilai F{G] terhadap I, diturunkaﬁ nilai G
terhadap perluasan interpretasi I': <vie did>cdyze dz2do, .,

o<yne dnd>el, Variabel vi,vz,...,¥yn adalah wvariabel dari
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guantifier (untuk...ys2)(untuk...yz2)...(untuk...yn) vang
memuat pemunculan bebas dari G dalam skup. Karena
pemunculan G bebas, dan tidak ads wyi,y2,...,yn muncul
bebas dalam G, sehingga nilai G terhadap I’ sama dengan
nilai G terhadap I.

Pada.penurunan nilai F{H]} terhadap  J,  diturunkan-
nilai H terhadap perluasan interpretasi J’: <yie didolyze
d2>o...0<yn¢ dn>ocl. Karens pemunculan H bebas, dan tidsak
ada y4,y2,...,¥yn muncul bebas dalam H, sehingga nilai H
terhadap J’ sama dengan nilai H terhadasp J.

Karena nilai G terhadap interpretasi I sama dengan
lnilai H terhadsap J, nilair F{G] terhadap I sama dengan

nilai F[H] terhadap J.

Akibat 2.1 (nilai total)

Hisalkan % adalah susatu varisbel, F[x] adalah suatu
ekspresi, dan t adalah suatu term. Interpretasi J
diberikan untuk F{x] dan t, sedangkan nilai term t adalah
d terhadap interpretasi J. Sehingga nilai F{x] terhadap
I: <x¢ d>od sama dengan nilai F[t] terhadap J.

Bukti

Andaikan nilai x terhadap I: <xe¢ dreJ =ama dengan
nilairtwterhadaprJwambersepakat—dengan J pada simbol-
"simbol bebas yang muncul dalam F{x}, selain varisbel x,
karena I dan J bersepakat padé semua simbol bebas selain
¥, .dan semus pemunculan bebas x dalam FIx] diganti.

Sehingga dengan proposisi nilai total, nilai F[x]
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terhadap I sama dengan nilai F[t] terhadap J.

Proposisi 2.5 (instantiasi guantifier)
Untuk variabel x, kalimat F{x], dan term t, tutup
universal dari kalimat
* Universal
Jika (untuk semua x)FI{x] maka F[t]
* Eksistensial
Jika F[t] maka (untuk suatu x)F[x]

adalah absah.

Bukti (universal)
Kasus variabel x muaneul bebas dalam Fix]

Akan dibuktikan kalimat Jjika (untuk semua x)F{x]
maka F{t] benar terhadap sebarang interpretasi I.
Misalkan anteseden (untuk semua x)F[x] benar terhadap I,
akan dibuktikan F[t] Jjuga benar terhadap I. Karena x
nuncul bebas dalam F[x], pemunculan t Jjuga bebas dalam
FIt]. Sehingga I merupakan interpretasi untuk F[t], Jjuga
interpretasi wuntuk t. Misalkan d wmerupakan nilai t
terhadap I.

Karena anteseden (untuk semua x)F[x] benar terhadap
interpretasi I, untuk semua elemen domain d,  Flx]
bernilai = benar terhadap <x« db>ol. Sehingga menurut
(akibét nilai total), nilail F{x] terhadap <x« d>o]l =ams
dengan nilai F[t] terhadap I. BSehingga FI[tl benar

terhadap I.
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Kasus variabel x tidak muncul bebas dalam F[x]

Untuk kssus ini, quantifier (untuk semua X} muncul
dalam kalimat (untuk semua x)F[x]. Sehingga (untuk semua
x3¥fx] ekuivalen dengan F{x]. Sehinggas Flx] dapat
dianggap sebagal F[{t]. Menurut kebenaran kalimat jika -
maka -, kalimat jika (untuk semua x)F{x] wmaka F{t] benar.

Dengan demikian bhagian ingtantiasi universal

quantifier absah.

Bukti (eksistensial)

Ambil sebarang  kalimat F[x]. Sedangkan tutup
universal kalimat: jika (untuk semua x)G[{x] maka G[t],
untuk  kalimat sebaransg Gfx] adalah benar, menurut
instﬁntiasi universal. Dengan mengambil kalimat (tidak
Fix]) sebagai G{x], sehingga (tidak F[t]) sebagai G[t],
tutup universal dari kalimat menjadi : jika (untuk semua
x)(tidak FI{xl) maka (tidak F[t}) Juga benar. Dengan
menggunakan skema kontraposisi, dipercleh kalimat :  Fiks
F{t] maka tidak((untuk semua x)(tidak F[x]))} bernilai
benar. Konsekuen tidak{{untuk semua x)(tidak Fixiy»
bernilai benar, tepat bila (untuk semua x)(tidak F{x])
bernilai salah, tepat bila ada elemen domain d e D
sehingga tidak F[x] bernilai salah terhzadap pericasan
interpretasi <xe d>ol. Karena tidak F{x] bernilai salah,
kalimat Fix] bernilai benar terhadap perluasan
interpretasli <x« d>ol. Besuai dengan aturan semantik

untuk eksisten=sial guantifier, kalimat = Juntuk suatu
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x)F[x] bernilai benar. Dengan demikian bagian instantiasi

eksistensial quantifier absah.
2.3 Teori Dengan Kesamaan Dalam Logika Prediksat

‘Untuk membahas teori dengan kesamaan,  terlebih
dahulu akan diberikan beberapa pengertian dasar teori
dalam logiks predikat.

Adakalanya kalimat dalam logika predikat tidak
absah, dimana kalimat itu tidak benar terhadap setiap
.interpretasi, tetapl benar terhadap éuatu interpretasi.
Sebagai contoh diambil suatu kalimat "Untuk semua integer
%, %+0=x", atau dalawm logika predikat {(untuk semua )
p(f(x,a),x) adalah bernilai salah. Akan tetapi kalimat
tersebut salalu benar ferhadap interpretasi dengan domain
integer, dimana a: 0, f sebagai fungsi penambahan, dan p
sebagal relasi kesamaan. Dengan demikian akan diberikan
notasl dari "teori” dalam logiksa predikat untuk
menjelaskan kalimat dan interpretasinya agar kaslimat

selalu benar.

Definisi 2.30 (teori)

~_Suatu _teori terdiri dari bahasa dan himpunan kalimat
(vang disebut aksioma). Bahassa tecri adalah bahasa logiks
predikét vang batasanﬁya adalah konstanta, fungsi, simbol
predikat dengan vocabulary khusus, yaita sub himpunan

simbol-=imbol dalam logiks predikat.
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Definisi 2.31 (vocabulary)
Vocabulary teori adalah
+ Bub himpunan konstanta c¢1,c¢2,...,c¢n dari logika
predikat.
* Sub himpunan fungsi fi1,f2,...,fn dari logika predikat,
+ Sub himpunan gsimbol predikat pi.pz,....pn dari logika

predikat.

Definisi 2.32

Term, kalimat, dan ekspresi dari teori adalah ternm,
kalimat, dan.eksﬁresi legika predikat, waitu konstanta,
fungsi, dan ‘Simbol predikat vang merupakén vocabulary

teori.

Definisi 2.33 (aksioma)
Aksioma-sksioma teori adalah himpunan kalimat
tertutup A1, Az, A=z,... dari teori. Teori didefinisikan

dengan aksioma-aksiomanyva.

Definisi 2.34 (model)
Interpretasi I disebut model untuk suatu teori bila

setiap aksioma Ai dari teori itu hernilsi benar terhadap

I.

Contoh 2.18
Ambil interpretasi I tentang keluargs dengan domain

himpunan orang, dan




F(x) adalah ayah dari x ;g(x) adalah ibu dari x
p(x,y) berarti y orang tua dari x
q(x,y) berarti y kakek dari x
r{(x,yv) bararti ¥y nenek dari x
Vocabulary teori ini terdiri dari simbol fungsi f dan g,
simbol predikat p,q,r, tanpa ada simbol  konstanta.
Aksioma~aksioma dari teori ini adalah himpunan kalimat
tertutup
Fa: (untuk semua XIpdx,f{x)) (ayah’
(Avah dari setisp orang adalsh crang tuanvsz.)
.Eé: {untuk =emus x)p(x,g(x}j | {ibu)
{Ibu darirsetiap oréng adaléh orang tuanya.) |

Fa: {untuk semua x) (kakek)

jika p(x,¥)
(untuk semua y) [maka q(x,f(Y))]

(Ayah dari orang tuanya adalah kakeknva.)

Fs: (untuk semua x) (nenek)

(untuk semnua v Fika p(x.,¥> ]

maka r(x,g(y))

(Ibu dari orang tuanya adalah neneknya.)
Interpretasi "keluarga" tersebut merupakan sustu model
untuk teori keluarga vang didefinisikan dengan
Fi,F2,Fs,Fa4 di atas hkarena setiap asksioma bernilal benar

terhadap interpretasi keluargs.

Definisi 2.35 (ketermuatan)
Bils vocabulary teori A adalah sub himpunan dari
vocabulary teori B, dan setiap kalimal absah dari teori A

merupakan kalimat absah dari teori B, dikatazkan teori A
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termuat dalam tecri B.

Teori dengan kesamaan merupakan suatu teorli dslam
logika predikat. Sehingga teorl dengan kesamaan memiliki

vocabulary, dan himpunan aksioma.

Definisi 2.36 (teorl dengan keszamaan)

Vocabulary teori dengan kesamaan terdiri dari simbol
predikat biner p, dan simbol konstanta, fungsi, predikat
lainnya. Simbol predikat biner p menunjukkan relasi
kesamaan dalaﬁ.éuatu domain, yaitu.kalimat p(ti,tz).benar

tefhadap model I ﬁepat bila nilai term t+ sams dengan

2 = i Lo}

i term Tz terhadap I. Relasi Kesamzan pl{x,¥) ditulis

m

1
14

-

sebagal X = v.

Teorl dengan kesamaan Juga memiliki himpunan
akeioma. Adapun himpunan aksioma itu adaslah
+ Aksioma dasar

Bx: (untuk semua X))

Lt ]
[WH
w
e
»
il

v dan v = =2
(untuk semua v

(untuk semua z3}

(transitivitas)

Ez: (untuk semua X},

.
'...I-
ey
o
"
T
o

{untuk semusa y)

=
N
e
.
<
1
®

{simetri)

Ea: (untuk semusa x}-k = x]
{refleksi)
+ Skema aksioma substitusi

Untuk simbol fungsi  dengan k arity, dan 1 berialan




dari 1 sampai k,

Ea«: {(untuk semua zi)

(untuk semua x¥{untuk semua zi_i}

(untuk semua v)(untuk senua zi“)

T A

(untuk'semua'zg}

Jika X =y
maka f(zs,...,2 __,X,
Z g8 ) E
flza, . sz, LY,
Eiagr o B)
L -
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(s=ubgtitusi fungsional untuk £)

Untuk simbel predikat g d

berjalan dari 1 sampai k,
Es: {untuk semus 21)

(untuk =emua xy{untuk semua z, )

oy,

i

(untuk semua y){untuk semua z,

{untuk semus zk)

engan k arity, dan i

Jika X =y

maka q(z24,...,2 _ ,X%,
Zgt .,Zk}'¢$
q(zi,...,zi_i,y,
zt+1,...,zk)

(substitusi predikat untuk g3

Contch 2.19

okema skzioma substitusi

biner g adalah {untuk
{antuk

{untuk

semua X )

semua y )
semua 2z,)
dan {untuk
funtuk-

“{untuk

Semua X 3

semus 'y

semna zi}

Skema akzlioma =zubstitusi predikat

Jika
maksa

p adalah (untuk semus %)

{untuk semua y)

fungsional

Jika A

maka g(x,zz)

5ika x

maka

g(z,,x;

i

p(x)

p{y)

untuk fungsi

It

unair untuk fungsi

]

bila dan hanyvs bila
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Definisi 2.37 (notasi kerelatipan quantifier)
Untuk simbol predikat unair p dan kalimat F[x],
kalimat (untuk semua p x)F{x] dapat ditulis (untuk semus

)‘;;tz ?gi%]. Kalimat (untuk suatu p x)F[x] dapat

ditulis (untuk suatu x)[p(x) dan F[x]].






