BAB II

BUJUR SANGKAR LATIN

Rancangan kombinatorik adalah penyusunan terhadap objek-objek
berbeda yang memenuhi beberapa kriteria. Rancangan kombinatorik merupakan
bagian yang sangat penting dan luas penggunaannya dalam teori kombinatorik,

Salah satu contoh adalah Bujur Sangkar Latin ( BSL ).

3.1. Pergertian Umum

Bujur Sangkar Latin didefinisikan sebagai matriks bujur sangkar berordo »

X n, dimana ke »* selnya ditempati oleh simbol-simbol berbeda sedemikian
sehingga setiap simbol tepat muncul sekali di setiap baris dan di setiap kolom.
Contoh 3.1.1.

Matriks di bawah ini merupakan BSL berordo 6 x 6 denpan elemen-
elemen .1, 2,3,4,5, 6.. Te;lihat bahwa, setiap ba;is da.n setiap kolom terdiri dari
elemen-clemen yang berbeda ( tidak ada dua elemen muncul pada baris maupun

kolom yang sama ).
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Persegt Panjang Latin ( PPL ) adalah mafriks berordo p x ¢ atau p X n
dimana p, ¢ < n dengan simbol-simbol berbeda tanpa adanya pengulangan simbol
di setiap baris maupun di setiap kolom. Apabila p = ¢ = n, maka PPL disebut
Bujur Sangkar Latin.

Contoh 3.1.2.
' Sebuah matriks berordo 2 x 6 dengan elemen-elemen 1, 2, 3, 4, 5, 6 di

bawah im disebut PPL sebab, setiap baris dan setiap kolom hanya memuat

]

elemen-elemen yang berbeda yaitu 1, 2, 3,4, 5, 6
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* Pada bab ini akan dibahas, bagaimana membentuk PPL betordo px g~

maupun p X n dimana p, g < » menjadi BSL berordo n x 7.

3.2. Teorema Marriage

Sebelum dibahas bagaimana membentuk suatu Persegi Panjang Latin
menjadi Bujur Sangkar Latin terlebih dahulu dijelaskan mengenai teorema
marriage, digunakan untuk pemilihan sebarang elemen-elemen sehingga elemen-
elemen tersebut tepat mempunyai satu pasangan yang berbeda.
Contoh 3.2.1. o | o

Misalkan diketahui grup dari 7 pria dan 6 wanita yang telahecukup umur
unfuk menikah, dimana : | o

Vi 1 o dengan s 1,2, i

Wanita 2 kenal dengan pria-pria 2, dan.31,
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Wanita 3 kenal dengan pria-pria 3', 5', dan 7',

Wanita 4 kenal dengan pria-pria 1', dan 2,

Wanita 5 kenal dengan pria-pria 1',2', dan 3,

Wanita 6 kenal dengan pria-pria4', 5', dan 6'.

Pada contoh 3.2.1, tidak mungkin mendapatkan seorang suami untuk setiap
sebarang wanita. Misalkan, pilih sebarang 4 wanita yaitu 1, 2, 4, dan 5 yang hanya
kenal dengan 3 pria yaitu 1", 2", .dan 3'; jadi jelas bahwa, keempat wanita tersebut
tidak semuanya mendapatkan seorang suami.

Jelas bahwa, untuk mendapatkan seorang suami dan setiap wanita harus
memenuhi yaitu sebarang subhimpunan dari wanita-wanita yang terdini dari r
clemen harus kenal paling sedikit r pria.

Contoh 3.2.2.

Misalkan diketahui .grup dari 7 pria dan 6 wanita yang telah cukup umur
untuk menikah, dimana -

Wanita 1 kenal dengan pria-pria 1!, dan 3,

Wanita 2 kenal dengan pria-pria 2', dan 3!,

Wanita 3 kenal dengan pria-pria 1‘, 3’, 41, dan 51,

Wanita 4 kenal dengan pria—pr;'a 2! 4l gl Vdan 7',

Wanita 5 kenal dengan pria-pria 1!, dan 5",

Wanita 6 kenal dengan pria-pria 1', dan 2!,

Pada contoh 3.2.2, setiap sebarang himpunan wanita keral dengan paling sedikit

sama atau lebih banyak pria. Pilih-sebarang himpunan wanita { 1, 2, 6 } kenal
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dengan pria-pria {1', 2', 3"}, jadi sebarang wanita dapat menikah dengan seorang
pria.
Teorema 3.2.1. ( Teorema Hall — Bentuk Marriage )

Himpunan semua wanita dapat menikah dengan seorang pria untuk setiap
pria yang mereka kenal jika hanya jika sebarang subhimpunan dari wanita-wanita
dengan banyak elemen r kenal dengan paling sedikit » pria.

Bukti : | |

(=) Jika semua wanita-wanita tersebut dapat menemukan suami-suaminya, maka
jelas bahwa sebarang r wanita harus kenal dengan paling sedikit » pria ( suami ).
(<) Misalkan wanita-wanita itu adalah 1, 2, .., » dan misalkan pula bahwa
sebarang subhimpunan dari r wanita-wanita tersebut kenal paling sedikit  pria.
Dengan mempergunakan induksi terhadap m ( 1< m < r ), akan dibuktikan
bahwa semua wanita-wanita 1, 2, .., m dapat menemukan suami-suami dari pria
yang mereka kenal. |

Kasus m = 1, jika satu wanita kenal paling sedikitnya dengan seorang pria,
akibatnya wanita itu dapat memilih pria tersebut sebagai suaminya.

Kasus m = n, apabila wanita-wanita 1, 2, .., m kenal paling sedikitnya
dengan pria-pria ( misalkan 1‘, 2, Lm ) akibatnya wanita-wanita itu dapat
memilih pria-pria tersebut sebagai suaminya.

Kasus m=#n + 1, andaikan dapat ditemukan tunangan untuk wanita-wanita
1,2, .., mdan m+ 1. Maka ke- m + 1 wanifa tersebut harus kenal dengan paling
sedikitnya m + 1 pria. Tetapi apabila hanya terdapat wanite-wanita wanita 1,2, ., -

m yang hanya kenal dengan m pria, maka ke-m wanita itu dapat menemukan calon



suaminya. Akibatnya wanita m + 1 harus dapat menemukan pria m + 1 yang
belum bertunangan. Ilustrasi sederhana di bawah imi, digunakan untuk
membuktikan agar wanita m + 1 dapat menemukan tunangannya. Misalkan wanita
m + 1, mengadakan suatu acara yang mengundang pria-pria 1,2, ... m', dan m'
+ 1. Wanita m+ 1 bertemu dengan beberapa teman-teman pria yang ia kenal
( sudah mempuﬁyai tunangan ) yaitu 1', 2!, .., »', kemudian temaﬁ prianya
tersebut mengenalkan calon tunangannya kepada wanita m + 1, kemudian oleh
calon tunangannya yaitu 1, 2, ...., m, wanila m + 1 dikenalkan kepada teman-
teman pria yang mercka kenal. Selanjutnya proses diulang sampai akhirmya dapat
ditemukan beberapa pria yang belum bertunangan sebagai calon suami untuk
“wanita m + 1. _A_kibafnya_ wanita-wanita 1, 2, ..., m, m +1 dapat menemukan pria-

pria 1',2', ... m', dan m'+ 1 scbagai tunangannya. Jadi bukti selesai.

Misalkan keluarga himpunan & = ( 4, 45, .., 4, ) dan andaikan bahwa
himpunan-himpunan tersebut selalu fimite. Tranversal atau himpunan
Representatif Berbeda ( System of Distinct Representatif / SDR ) dari A adalah
sebuah himpunan X dengan | X | = # yang mempunyat susunan elemen-elemen X
= {ay, a3, .55 ay} dimaﬁa aye A, ay € Ay, ..., u, € A, dengan elcmenfelemeh X

~ harus berbeda.

Contoh 3.2.3.
Misalkan keluarga himpunan J‘f = (A, A2, A3, Ay, 4s, Ag ) dengan ;



A={2,3},
A3;=1{1,3,4,5},
Ay=1{2,4,6,7},
45={1,5},
As={121.

Maka keluarga himpunan /7 mempunyai iranversal atau SDR yaitu X = { 3, 2, 4,

7,5, 1}, dimana 3 € A,2 € Ay, 4 € A3, 7 € Ay, 5 € As, 1 € Ag seperti
ditunjukkan pada tulisan yang tercetak tebal.

Contoh 3.2.4,
Misalkan keluarga himpunan & = ( 4y, A, A3, Aa, A5, Ag ) dengan;

CA={1,2,3},

A=12,3},
A3=1 3,571,
A={1,2},

As=1{1,2,3},
Ag={4,5,61.

Maka keluarga himpunan &7 tidak mempunyai tranversal, misalkan pilih

e

himpunan-himpunan #4,, 4,, 4,, dan 4s dengan éiemen—elemen 1, 2, atau 3,
sehingga :

AU 4,0 44U 45=11,2,3}
~ Dengan berdasarkan teorema 3.2.1, sebarang subhimpunan dan r wanita-wanita

 harus kenal dengan paling sedikit r pria. Pada contoh 3.2.4, terdapat himpunan 4



wanita yang kenal dengan 3 orang pria, akibatinya terdapat satu diantara keempat
wanita tersebut tidak dapat menemukan calon suaminya.

Jelas bahwa, untuk memperoleh representatif berbeda dari setiap keluarga
himpunan 4 =( 4,, 45, .., 4,,), dipertukan gabungan sebarang » himpunan 4;1, 4,5,

., Ai- yang terdiri paling sedikit » elemen.

U

efiLi2....ir}

P |{i1,....,ir}i atau

U4,

iefl

2{I|,denganf c {1,...,n}

cara mendapatkan keluarga himpunan o tranversal, sama seperti mencari seorang

- -suami untuk sebarang wanita, sehingga secara umum didapat : -

Akibat 3.2.1. (Teorema Hall — Bentuk Tranversal )
Keluarga himpunan # = ( 4y, 4, .., 4, ) mempunyai tranversal jika hanya

jika:

U4

1el

2| I}, untuk setiapf < { 1,...,n}

Bukii:

Misalkan » ‘wanita’ dengan anggota elemen-elemennya 1, 2,.., » dan
untuk setiap i nxisalkan Ai adalah himpunan ‘pria’ yang dikenal oleh ‘Wanita’ i
Maka dengan mempergunakan teorema hall untuk wanita dan pria diperoleh :

# mempunyai tranversal <> wanita-wanita 1, 2,.., » dapat menemukan suami dari

- - pria-pria vang mereka kenal. -



<> untuk sebarang himpunan I wanita dari ke-n wanita
di atas, kenal paling sedikitnya | I | pria.

< untuk sebarang I, himpunan | J4 terdiri paling
iefl

sedikitnya | I'| pria.

=N ‘UA,.

|IEJ‘

||, untuk settapf < {1,...,n}.

Contoh 3.2.5,
Misalkan diketahui grup dari 8 pria dan 5 wanita yang telah cukup umur
untuk menikah, dimana :
Wanita 1 kenal pria 4, ={1,2,7},
| Wanita 2 kenal pria 4; = { 5 6,81},
Wanita 3 kenal pria 43 = {1,3,7 },
Wanita 4 kenal pria 4,={2,3,4,7 },
Wanita 5 kenal pria 4s=1{1,2,6,8 }.
Jelas bahwa, didapatkan seorang suamy untuk setiap wanita diantara pria-pria
yang mercka kenal; seperti ditunjukkan pada tulisan yang tercetak tebal. Tetapy,
apakah mungkin didapatkan seorang suami untuk setiap wanita itu, dimana pria-
pria 5, 6, 7, dan 8 telah menikah 7 tidak, sebab sebagai contoh, pitth wanita-
wanifa 1, 3, dan 4 kéhal dengan pria-pria 1; 2,3, 4, dan 7, dan diantara ketiga
wanita tersebut hanya ada seorang wanita yang dapat menikah dengan satu pria,
yaitu 7. Jadi, tersisa dua wanita yang lain yaitu ( 2 dan 5 ) untuk menikah dengan

tiga pria yang lain ( 5, 6, dan 8 ), sehingga hal tersebut jelas tidak mungkin. ..




Pada contoh 3.2.5, menggambarkan kejadian untuk mendapatkan sebarang
suami dari himpunan wanita, selanjutnya himpunaﬁ P adalah himpunan pria yang
meliputi suami-suami, diperlukan untuk menjelaskan di dalam pemilihan
sebarang subhimpunan I wanita.

Banyaknya pria-pria di P yang tidak kenal dengan sebarang wanita di 7
<
Banyaknya wanita-wanita yang tidak meliputi 1.
Syarat di atas, mérupakan pémyataan agar himpunan tersebut mezﬁpunyai
tranversal yang meliputi himpunan P,

Teorema 3.2.2.

Misalkan 7 _=_(_;€11, A, .., 4,) adalah keluarga himpunan dan misalkan P
< AU 4U ..U 4, Maka # mempunyai tranversal yang meliputi himpunan P,
jika hanya jika memenuhi ;

(1). A mempunyai tranversal.

(11). <h-|I|,untuk setiapf < {1,....,n}.

P\(UA,.)

iel
Bukti :

(=>) #A mempunyai tranversal yang meliputi himpunan P, maka jelas bahwa A

mempunyai  tranversal. Jadi pernyataan (1) terbukti. Kemudian untuk
‘membuktikan (i1), berdasarkan teorema marriage asumsikan bahwa dapat
‘ditemukan suami untuk wanita-wanita yang meliputl himpunan £. Dari syarat di
atas, hal ini berarti sebarang himpunan wanita I, pria-pria di £ merupakan pria-

L -
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pria yang tidak dikenal oleh calon istrinya di lunar I. Akibatnya, banyaknya pria di
P yang tidak kenal dengan sebarang wanita di I adalah kurang dari atau sama
dengan banyaknya wanita yang tidak di I Dengan mempergunakan teori

himpunan maka jelas pernyataan (ii) terbukti.

(<:) Akan dibuktikan bahwa keluarga himpunan 4 memenuhi pernyataan (i) dan

(i1), dan misatkan 4, 4, U ....U 4, = B, dengan | B|=m.

Misalkan keluarga himpunan baru # ~ dari m himpunan yaitu :
"ﬁ ) = ( A]: Az: =2 An: B\P> B\P7"-: B\P )

Akan dibuktikan bahwa pernyataan (i) dan (ii) menjamin o7 mempunyai

* tranversal, dengan demikian apakah sebarang  himpunan dari &7~ terdiri paling

sedikit r elemen. Jika r himpunan hanya dipilih dari himpunan A4,, 4,, .., 4, maka

sesual pernyataan (i), akibatnya » himpunan terdiri paling sedikit » elemen. Yang

lain, jika » himpunan dari 7 ° meliputi { 4; :ied } untuk 4, 4,, .., 4, dan

himpunan  r-[J]|(>0 ), maka gabungan r himpunan tersebut adalah :

0J4JU(B\P};B\(P\UJ4]]

iel ief

dan menurut pernyataan (ii) diperoleh,

-

P{Uﬁjzm—w4ﬂ>

il

elemen. Tetapi, karena r - | I'| adalah banyaknya B\P yang dipilih dari #/ ~ dan

jumiahnya tidak boleh melebihi m - n. Akibamya: =~
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r-1I|€m—-natau m—{(n-|I|)=r
Oleh sebab itu, pernyataan benar untuk sebarang r himpunan &7 ~ terdiri paling

sedikit r elemen.

Berdasarkan akibat 3.2.1, dengan mengunakan keluarga himpunan baru
A" mempunyai tranversal yang terdiri dari m himpunan, seperti ditunjukkan di
bawah ini :
A" =(A4y, 4y, .., A, BP,B\P,...,B\P)
Maka keluarga himpunan &7 ~adalah tranversal dari 7 representatif berbeda yaitu

subhimpunan 4,U 4, U....U 4, = B yang berjumlah m elemen. Berdasarkan hal

tersebut, jelas bahwa keluarga himpunan 7 ~ merupakan tranversal vang terdiri

dari B dan juga himpunan P. Akibatmya, keluarga himpunan &/ = mempunyai

tranversal yang meliputi himpunan P. Maka bukti teorema lengkap.

3.3. Pembentukan Bujur Sangkar Latin

Bujur Sangkar Latin dapat dibentuk dari suatu Persegi Panjang Latin yang
mempunyai ordo p x n atau p X g, dimana g < #.
Teorema 3.3.1.

Terdapat Persegi Panjang Latin ordo p x n yang mempunyai elemen-

elemen 1, 2, ..., n dapat dibentuk menjadi Bujur Sangkar Latin ordo n x ».




42

Bukti:
Misalkan L adatah PPL. Jika p = n, maka jelas terbukti. Jika p < dan 1<
i <n, serta misalkan pula himpunan 4; dengan elemen-elemen 1, 2, ...., n yang

tidak digunakan pada kolom ke-i di L.

< a >

N
€ 4 €4, €A,

Gambar. 3.3.1.

Untuk setiap 4; tepat muncul n - p elemen. Jika L mempunyai p baris,

_.untuk setiap integer 1, 2, .., n maka akan tepat muncul p kali dalam L. Jika tidak
terdapat pengulangan elemen disebarang kolom untuk setiap integer 1, 2, .., n
maka akan tepat muncul p kolom. Sedemikian sehingga untuk setiap integer 1, 2,
.., 1t adalah elemen yang tepat muncul { » - p ) kali dalam 4;. Andaikan «; adalah
SPR untuk 4;, maka dengan mengambil a; pada L sebagai elemen baris baru
sehingga diperoleh  (p+ 1) x npada L'. Karena «; adalah SDR untuk 4; tanpa
adanya pengulangan elemen di setiap baris dan setiap kolom pada L.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A4; mempunyai SDR, dan dengan
memperhatikan syarat teorema marriage schingga dapat menjelaskan hal tersebut.

Misalkan k terdiri dari integer 1, 2,..., n dan pilih integer i1, i2, .., ik

dengan 1< /<2< ... <ik<n.

~ Misalkan {4, U4, U.... U4, [=1




=

Al =dn| = o= |4, =0 p
= | o]+ A =R (R -p)
= A+ A+ o 4| S (=)
= | k(n-p)s t(n-p)
= k <1

maka |4, U 4, U..... Ud, |2k
karena syarat teorema marriage terpenuhi. Maka, L dapat dibentuk menjadi PPL
ordo ( p+ 1) xn Jika p+ 1 =n maka pembuktian selesai, jika tidak, proses
diulangi kembali sampai diperoleh PPL ordo » x » yang tidak lain adalah BSL
order #.
C.ontoh- 3.3.1..- |

PPL ordo 2 x 5 di bawah ini dapat dibentuk menjadi BSL ordo 5 x 5,

dengan elemen-elemen 1, 2, 3,4, 5.

1 2 4 5 3
L:
512 3 4
Dimana,pxn.=2x5denganp=2,dann=5

T

|4,| =n-p=5-2=3, sehingga PPL ordo 2 x 5 dapat dibentuk menjadi BSL

ordo 5 x 5-sebagai berikut
1 2 4 5 3 _]
5 1 2 3 4
234} {345 {135 {124} {125}
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~

selanjutnya, untuk membentuk PPL orde 3 x 3, elemen-clemen yang belum
muncul pada baris sebelumnya ( baris pertama dan kedua ) dapat dipergunakan
kembali agar elemen-clemen fersebut tepat muncul 3 kali pada baris ketiga.
Dengan cara yang sama dapat dilakukan untuk membentuk PPL ordo 4 x 5

sampai akhirmya terbentuk BSL ordo 5 x 5.

- —

_ 1 2 4 5 3
1 2 4 5 3

. 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4

=1t 2 4 3 ] 5>

2 4 3 1 5
G4 65 08y o4 oyl |00 42
2 JJD ) aa 2
- {4 37 {5 (23 {1}]
1 2 4 5 3
512 3 4
24315
351 4 2
4 3 5 2 1]
Contoh 3.3.2.

PPL ordo 4 x 4 di bawah ini tidak dapat dibentuk menjadi BSL ordo 6 x

6, sebab untuk penambahan kolom-kolom yang belum terisi diperlukan tiga

‘elemen 57, sedangkan pada matriks tersebut hanya terdapat 2 kolom yang belum

terist.
6 1 2 3
56 3 1
L:
136 2
13 2 4 6]
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W o= N
[ VS R o
BN W N
N N =
|
|

Selanjutnya akan dijelaskan agar suatu Persegi Panjang Latin L ordop x ¢
dapat dibentuk menjadi BSL ordo » x n.

Jika suatu integer / muncu} sekali untuk setiap baris, maka integer ini
harills muncul p kah di p baris pertama, sehingga terdapat p — L (i) kali di daerah
pojok kanan atas, dimana L (i) adalah integer | i yang tepat muncul di L.
- Sedangkan hanya terdapat ( n— g )-koiom (fihat gambar :3;3--.2-). Jadi agar L dapat
dibentuk menjadi BSL ordo r x #, diperlukan :

p—L(iy<n-g _ atau

Lizp +qg-n, Vie{l, 2,.,n}

+— >

I

Bujur Sangkar Latinordon x n

Gambar 3.3.2.

Pernyataaﬁ di atas merupakan syarat yang harus dipenuhi untuk

- penambahan baris, apabﬂ_a Pe'rsegi Panjang Latin L-(-)r-do“-.p X ¢ -dapétdibentuk |
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menjadi BSL ordo n x n. Selanjutnya selain penambahan baris, diperfukan juga
penambahan kolom L agar dapat dibentuk menjadi PPL ordo p x ( ¢ + 1 ) pada
L', dimana L'(7) adalah integer / yang muncul pada L', adalah :
L@z p+(g+1)-n
Oleh karena itu, untuk suatu integer i yaitu L (i) = p + ¢ — n dapat dimasukkan ke
dalam kelom baru. .
Misalkan himpunan P={i : 1< i < ndan L(}) 2 p+ g - n},

méka proses penambahan .kolom ekstra harus meliputi himpunan P, sebab untuk
setiap / muncul pada PPL baru paling sedikitnya p+ (g + 1) —r kali.
Lemma 3.3.2.

Misalkan L adalah PPL ordo p x ¢, dengan elemen-clemen 1, 2,.., # dan
misalkan juga r dan m adalah integer dengan 0< r < m < p. Maka banyaknya
anggota. dari {1, 2,.., n} yang tepat muncul m kali di L dan yang muncul pada

semua r baris pertama di L, tidak dapat melebihi :

(n—g)p—r)
(p—m)

Bukti :
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Misalkan ¢ anggota dari {1, 2,..., n} yang tepat muncul m kali di L dan
yang muncul pada semua r baris pertama di L. Maka ke- ¢ anggota tersebut tepat
muncul (m - r) kali di daerah yang diarsir L. Dan ( n — ¢ ) anggota yang lain
masing-masing tepat muncul paling banyak ( p - » ) kali di daerah arsiran yang
sama.

Jadi total kemunculan anggota di daerah arsiran tersebut, didapat :

(p-r)g<t{m-r)+(n-t)p-r)
pg—rqg stm—trrnp—-nr—tptrt
fp—Im <np-nr—-pg+ rq
t(p—m)s(n-g)p-r)

 (qXp-r)
(p—m)

Teorema 3.3.2.
Persegi Panjang Latin L ordo p x g dengan elemen-elemen 1, 2,..., n dapat
dibentuk menjadi Bujur Sangkar Latin ordo n x 7, jika hanya jika memenuhi :
| - L(i)2p+q-n,Vie{1,2,...,n}
Bukti :
{=) Misalkan, L dapat dibéntuk menjadi BSL ordo # x »n. seperti pada gambar

3.3.4 berikut :
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q n-q
< >« >
A
4
A
np N 0
v

Gambar 3.3.4
maka integer / tepat muncul L{/) kali di L dan p kali di L dan M. Jadi integer i
muncul p — L(7) kali di M. Tetapi integer i muncul ( # — ¢ ) kali di M dan Q,
akibatnya :
p—-L)<n- g

- L zptg-n
(«=) Sebaliknya, asumsikan bahwa untuk setiap integer i dengan L(i} > p + g — n,
dan asumsikan g < n.

Akan ditunjukka:n bahwa, L dapat dibentuk menjadi PPL ordo p x (¢ + 1),
demikian seterusnya sehingga proses tersebut dapat dilanjutkan sampai PPL ordo
p x n tercapai ( dan berdasarkan teorema 3.3.1 PPL orde p x » dapat dibentuk
menjadi BSL ordo nx n ).

Untuk 1< i < p dan 4; adalah himpunan yang tidak digunakan dalam
baris ke i pada L. Misalkan himpunan tersebut adalah P={i: 1< 7 < ndan L{j)

=ptg-njy.
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q

rZ

Gambar 3.3.5.

Maka akan ditunjukkan bahwa # = ( 4}, 4, .., 4 » ) mempunyai SDR yang
meliputt himpunan P. ( dengan mempergunakan SDR tersebut untuk memberil%an
kolom ekstra sehingga dapat dibentuk menjadi PPL L' ordo p x ( gt+1)).

Untuk menunjukkan bahwa #A mempunyai SDR, notasikan :

P PAERE A
untuk setiap integer i dari p — L(#} ( £ n—~ ¢ ) baris di L dan berdasarkan hal ini,
setiap integer / mempunyai paling banyak ( » — g ) himpunan A4,, 4,, .., Ap,
Akibatnya, sesuai bukti teorema 3.2.2, sebarang » dari himpunan 4,, 4,, .., Ap

terdiri paling sedikit » anggota yang berbeda. Oleh karena itu, dari teorema 3.2.2,
tefbukﬁ Bahwla a‘{" | mempunyﬁi SDR.

Apabilar A mempunyai SDR yang meliputi himpunan P, dapat
ditunjukkan bahwa :

(s

fel -

<p-I,VIc{1,2,.,p}

- dengan mempergunakan teorema 3.2.2, misalkan = { 1, . r }densan ( »

- hlmpifnan peﬁaﬁxa'), sehmgga d1peroleh




= banyaknya anggota dari P di luar 4, 4,, ... 4,

(o

ief

= banyaknya anggota dari P disemua r baris pertama pada L.
Untuk setiap anggota dari P tepat muncul p + g — » kali di L dan total anggota
dari P disemua r baris pertama pada L adalah 0 jika r> p+ g — n. Kasus yang

lain, jika r £ p + g — n diperoleh m = p + ¢ —n , dan menurut lemma 3.3.2 didapat:

‘P \(U A, Jl = banyaknya anggota dari 1, . .., # yang tepat muncul p + ¢ — n kali di

iel
L dan semua r baris pertama di L

_(n—g)p-r)
(p—m)

o ln—g)p~r) -
p—(p+q—n

sehingga terbukti. Akibatnya sesuai teorema 3.2.2, # mempunyai SDR yang
meliputi himpunan P.

Karena #/ mempunyai SDR yang meliputi himpunan P, maka dapat

?

dibentuk sebuah kolom ekstra dari L schingga dapat membentuk menjadi sebuah
PPL L ordopx(g+1) Maka:

L(Hy=LH+1=(p+g-m+1 jikaieP
dan | o

L'O>L()>ptg-n _ jikaig P
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akibatnya untuk setiap kasus, disimpulkan bahwa :

L' =p+(g+1)-n
Selanjutnya proses penambahan kolom ekstra dapat terus diulang sampai PPL
ordo p x »n tercapai, kemudian menurut teorema 3.3.1 PPL tersebut dapat
dibentuk menjadi BSL ordo n x n.

Contoh 3.3.3.

-

1 4
PPL ordo 2 x 3, dengan matriks [4 5:' dapat dibentuk menjadi BSL

ordo 5 x 5. Dalam hal ini, L mempunyai ordo 2 x 3, denganp=2, ¢ =3,dan n =
5. Sedemikian sehingga p + g - n = 0, dan jelas bahwa L(}) > p + ¢ — n untuk
setiap 7.

a Tahﬁb .pert.a-zma-, dimﬁlaf dengaﬁ membeﬁtﬁkﬁﬁ 1ﬁéﬁjadi BSL .o.rgiol 2 x4
dengan cara menambahkan kolom ekstra.

1 3 4 —e{2,5)
415 —{ef23

Terdapat 3 cara yang mungkin dilakukan; dengan setiap kasus dicoba agar dapat

dibentuk menjadi PPL ordo 2 x 5.

1 3 4 2ie{5} 213456{2} 313456{2}
4 1 5 3|e{2} 14 1 5 2{e{3) 14 1 5 3le{2}
T I U
1 3 4 2 5] 1 3 4 5 2] , ,
tidak mungkin
4.1 5 3 2 4 5 3 .




untuk cara pertama dan kedua dapat diselesaikan sampai didapatkan bentuk BSL

ordo 5 x 5 dengan mempergunakan teorema 3.3.1, sedangkan cara ketiga tidak

dapat dilanjutkan menjadi BSL ordo 5 x 5, sebab (p=2,¢=4,p+qg-n=1)

padahal L(2) = 0 sehingga L(2) < p + ¢ — n, akibatnya tidak sesuai dengan syarat

L2 ptg—n.
1 3 4 2 5
1. 4 I 5 3 2 =
{235} {245 {123} {145 {134}
_ ' 1 3 4 2 57
1 3 4 2 5
4 1 5 3 2
I 5 3 2
=3 2 1 5 4
3 2 i 5 4 s s 34
25 45 23 014 {13 >
- 5y {4} {2} {1} (3}
1 3 4 2__"'5‘
415 3 2
3215 4
253 4 1|
5 4 2 1 3]
1 3 4 5 2
2. 4 1 5 2 3 |>
(2,350 {245 {123} {134} {145}
_ 1 3 4 5 27
1 3 4 5 2
4 1 5 2 3
4 1 s 2 3 , )
=13 5 2 4 1 | =
3 5 2 4 1 ,
25 04 03 03 @syl (2021308
94 1? 2 k)
- {5 {2 {3y 1) (4}
1 3 4 5 2]
415 2 3
352 41
2 41 3 54
s 23 1 4]
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Contoh 3.3.4.

Dengan mempergunakan teorema 3.3.1 dan 3.3.2, PPL ordo 3 x 3 di

bawah ini dapat dibentuk menjadi BSL ordo 6 x 6,

B L O
L) b =

yaitu

56 1 -Je{234
6 5 2 —|e{l34)
1 2 3 —|e{456)

ptrg-n=3+3-6=0

P H0=03 =14}

56 1 4 -]ef23
6 5 2 1 —|e{34)
1 2 3 5 ~|eld6

prq-n=3+4-6=1

P={iL()=1)={34)

56 1 43 Je
6 52 1 4 —{ef3)
12356 ~fe{d

ptq-n=3+5-6=2

P={iLi=2}={2,3,4}

B

56143 2
6 5 21 43
2 3 5 6 4
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dengan mempergunakan teorema 3.3.1, PPL tersebut dapat dibentuk menjadi

BSL ordo 6 x 6, salah satu caranya yaitu :

>

W AN o~ N Lh

N " RV |

|34

.J:.—-.L»JNU‘I_O\

6 1 4 3 2
5 2 1 4 3
2 3 5 6 4
{1,3,4} {456} {2,3,6} {1,2,5} {1,5,6}
6 1 4 3 2 >
5 2 1 4 3 6
2 3 5 6 4 |[= :
3 4 6 1 5 2
4 56 @3 25 uel |
1 4 3 2]
21 4 3
3 5 6 4
4 6 1 51
5 3 2 6
6 2 5 1]

L D h ON

i

N T NG RN
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2

h B W

6
{33 {47 {6} {2} (8% {1}






