BAB II

MATERI PENUNJANG

Dalam bagian ini akan disajikan beberapa teori-teori dasar statistik klasik,
khususnya mengenai statistika inferensi dan b.eberap.a teorema yang penting untuk
| mendukung pembahasanbenkutnyaSetelah ltu akan digunakan metode bootstrap
untuk menaksir parameter. Metode bootstrap yang akan dibahas nanti adaiah

metode bootstrap dari Efron.

2.1 Kekonvergenan dari Variabel Random dalam Statistika
Misalkan { X } _'adaléh penuli.san dart sebuah barisan dari variabel random

( X;,Xs,...,X, ) dengan distribusi-yéng sama dan didefenisikan pada ruang sampel

yang sama. Misalkan X variabel random )-rang didefenisikan pada ruang yang

sama.

Defenisi 2.1.1: { X} disebut konvergen secara proba!ilive ker'r suatu variabgl
random X ( ditulis, X —2» X ), Ve>0. Untuk*n—?oo berlaku
P[IX,-X | >g] > 0.

Teorema 2.1.1: Misalkan X, ———‘1—> Xdan Y, —— Y maka

XY, =2 X+Y

- -Buhti: Teorema ini dibuktikan-menurut defenisi 2. 1.1-yaitu sebagai berikut- =~~~ =~~~

X, —-» X maka dengan defenisi 2.1.1 PIX-X [z¢g ] — 0 untuk n—

—

«Y, —2— Y, maka dengan defenisi 2.1.{ P[|Y,-Y|= €] — 0 untuk n—c0.



PUCXHYD-(X 4Y) 2 6] = PI(X- X (% -Y )i 2 €]
<P[IX,-X [+Y,-Y {2 €]
SPIX-X |22+ Y, -Y|>€/2]

Dua suku terakhir untuk n—w masing-masing akan mencapai nol. Jadi

- - sebagat hasil akhirnya:

PII(X,+Y)-(X -Y)| 28] = 0 jika n—oo.
Teorema 2.1.2: Jika X, —2— X dan a konstan maka a X, —2»aX

Bukti: Jika a = 0 maka dengan sendirinya teorema terbukti karena 0—E— 0.
Anggap a = 0, Untuk setiap s > o,
PllaX,-X|2e]=Plla}| X-X|2¢]
=P[| X -X | =¢/la| ] ~» 0 jika n—<c.

Defenisi 2.1.2. X konvergen ke X Adalam. distribusi ( ditulis, X —— X )
Untuk ini fungsi distribusi dari X, dan X masing-masing
dinyatakan dengan F,( x ) dan F(x). Bila Fa(X) > F(x), n -
untuk semua titik x dimana F(x) kontinu, maka dinyatakan

bahwa barisan X —-» X

Dalam kasus seperti ini, dikatakan bahwa F,(x) = K {x) konvergen lengkap ke

2.2 Model Regresi Linier

Dalam regresi linier dibedakan dua jenis variabel yaitu X'yang merupakan

variabel bebas (prediktor) sedangkan y merupakan variabel terikat (respon).




Sebuah model regresi linier yang mencakup lebih dari satu variabel bebas disebut

model regresi berganda. Model umum regresi linier adalah

y =B +'81Xi‘i + B X, kX Te, (2.2.1)
dengan: Sy, fi,..., [ parameter-parameter .

Pada umumnya model tersebut dapat ditulis dengan:

k
y = 2 Bix;+e denganX, =1 untuki=1
=1

(2.2.2)
Model linier pada (2.2.1) dapat ditulis sebagai berikut:

Y, = X[+ & untﬁki= 1,2,....n - (2.2.3)
¢i adalah galat acak yang tak teramati. 'At.au dalam bentuk matriks model (2.2.3)
da;.)at-dituiis sebagai berikut:

y=Xp+e (2.2.4)
untuk & buah peubah bebas X, %,.... X, dimana:

-
I_yl box, X, . .. X1k Bo g

=1 . =, . B=|.]| dan g =
nx1 k| kxl Ix]

'Bk SE_J

ynj 1 an an R Xnk

Agar parameter B mudah dibuat taksirannya maka diasumsikan ¢ memenuhi

kondisi Gauss-Markov (G — M), yakni:

) Eeys0
(2) Eue?)=¢?
(3) Ex(eg)=0, P (2.2.5)

untuk semuaij=1,2,... n. Ap'abila kondisi (G - M) dipenuhi maka;




Wi = E(y;| X)= E(XB+ei [ X)=E(XBIX) +E(s: | X)= XB " (2.2.6)

Selanjutnya akan ditaksir parameter regresi B dari observasi data (()q,y1),

O (Xn,y,,)). Katakénlah B =0, suatu taksiran untuk B; dimana 6 = (8, 0,..., 6,

Dari model (2.2.3) didapatkan g = Y, —XB., maka kedua ruas

- dikuadratkan dan sekaligus dijumlabkan,” . Ini disebut“den'gaﬁ ‘Kuadrat Galat Sisa

(KGS). Jadi, KGS (3) = i[y, —xiB]' - atau dalam bentuk matriks sebagai

berikut:  KGS()=(y-))(y-26)= ¥ y-BXy-y X6 +5 X
=Yy-BXy-BXy+p X8
=yy-BXy+pX08

karena BXy adalah matrik skalar maké tfanpose (BXy) = p'X y. Suatu penaksir

kuadrat terkecil (PKT), misalkan § , didapatkan dengan cara meminimumkan

KGS(B). Untuk meminimumkannya maka KGS(B) diturunkan terhadap masing-

masing Bg dan turunan ini sama dengan nol, diperoleh

BIKG(BYaB=-2 Xy +2XXB =0,

Dengan meletakkan 0 pada 8 dan PKT (ﬁ ) = 0 diberikan oleh persamaan X X0
= Xy dan dari penyelesaian persamaan normal didapat

f=(XXy' Xy : 22.7)

-- Dengan menggantikan § dengan 6-dan-¢-dengan-¢ -maka-model-prediksi - 224y

menjadi: ¥ = X 6 + e, dimana e adalah suatu taksiran untuk €.




Sekarang diperkirakan model regresi tersebut adalah :y=X0 dan

didefenisikan vektor sisa e = y; -y, yakni suatu penyimpangan prediksi dari nilai

sebenarnya, dimana

|

e.:'( €1,€2, -..,en), dan _;f = wzx(xlx)—lxly

2.3 Rataan dan Variansi untuk Penaksir Parameter 0

Dibawah kondisi G—M maka dipero.lgh: |
B(6)=E[ {X"X)" X' y]=. XX XELy)= 200X X8 = B (2.3.1)
Hal ini menunjukkan bahwa 6 suatu penaksir yang tak bias untuk B. Kemudian

Cov(¥)=E[(¥-X B)(y-X BY1=E(ee’) = oI 23.2)
Misalkan , A= X 'X)'IX " maka (2.2.6) menjadi

O=Ay . (2.3.3)
Selanjutnya, menurut kondisi G-M,

Cov(0)=Cov(Ay)=ACov(y)A =AciA=AAG

= & (X'X)" X" (X'X)" X= o> (X)) (2.3.4)

Supaya Cov (0) dapat ditaksir , maka akan ditentukan lebil dahulu

taksiran untuk o? ( yang mana biasanya tidak diketahui ) yaitu,



szzief(n—k—l)‘:m%._k_l. (2.3.5)

Sekarang dapat ditentukan taksiran untuk Cov (9), yaitu;

Cov (8) =S*(X'X)" =S GV,

Misalkan G' adalah elemen diagonal ke-j dari matriks (X"X)" yang merupakan

var(6;), variansi penaksir 8; . Dan standar error (s.e.) dari 0; adalah s.e(6;) =

SVGY

2.4 Selahg Kepercayaan untuk B pada Regresi Linier

Dalam hal ini diasumsikan kondisi G-M dipenuhi dan juga diasumsikan

bahwa ¢ ~ N(0,6°L,), yakni normal n-variate. Karena Xbukan acak (matriks

konstan), maka
y~N(X B,c™). L (2.4.1)

Dari (2.3.3) diperoleh 8 = A y, dimana A suatu matriks konstan maka didapatkan:

6 ~N(AXB, A 2

.
AN
L ti:nlp,llcr\}a

0 ~N@B,o* (X' X)™"). (2.4.2)
Ini berarti bahwa

0-45 8, | | (2.4.3)
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untuk parameter ke-]

8~ N(B;, o> GYY. ‘ (2.4.4)

Jika dibakukan diperoleh:

58 o) (2.4.5)
ovGY

" Telah diketahui “S_w/m(.}jlj = s.e.(0;) maka, menurut teori peluang, dari persamaan

(2.3.5) didapatkan:
(n-k-1)870®  ~ gL, . | (2.4.6)

Berdasarkan (2.4.5) dan (2.4.6) diperoleh:

(0,8,
\/ @ E j)s]/c 6,0 )]
 (n-k-1)

[(8;-Bi)/se(8)]~t qman (2.4.7)
Selanjutnya berdasarkan (2.4.7) dapat dibuat selang kepercayaan (1-2a0)

100% untuk parameter B; sebagai berikut: -

P(L<B;<U)= (1-20), asalkan P( L_‘:: Bi)= o, danP(U<B)a.
Disini L adalah batas bawah selang dan U .batas atas sélang.
Jadi, selang kepercayaan (1-2a.) 100% untuk pB; adalah:

Bj +s.e.( Gj) Iy ,05-se( 8} tnaery o (2.4.8)
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2.5  Model Distribusi Empiris dan Prinsip Penggantian (Plug-in)

Pandang X,X,....,X, sampel random berukuran » dari populasi yang

b‘erdistribusi F yang tidak diketahui dan misalkan Xl‘-lfF Parameter sebagai
fungsi dari F dinotasikan

. 6f=-t(F)5-- B
yang merupakan nilai sebenaranya dari parameter yang akan ditaksir. Parameter &
dapat dipandang sebagai nilai fungs’ sebenarnya dari F. Distribusi sebenarnya F

tidak diketahui, akan tetapi berdasarkan sampel X, %,...,X maka F dapat

P

ditaksir dengan memakai fungsi distribusi empiris F, .

Iy

Fungsi distribusi empiris F, dari x,,x,,..,x_ didefenisikan sebagai

berikut:

~

lﬂzn(x)=l{#{xisx},lsisn},untuk—oo<x<oo. (-2.5,1)
n

Dengan kata lain F, adalah suatu fungsi distribusi empiris dengan
memberikan bobot peluang 1/n pada setiap observasi x; , i = 1,2,...,n. F, adalah

penaksir yang baik dari F karena tidak bias, artinya E(F, (x)) =F . Dan menurut

teorema 2.1.1 berarti

Fa >F | (2.5.2)

Prinsip penggantian (Plug-in Principle) adalah metode sederhana

penaksiran parameter-parameter dari sampel. Sebuah penaksir pengganti dari
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parameter Q t(F) akan ditaksir kembali dengan prisip penggantian yang

o=1{F),

Dengan kata lain, penaksir fungsi 6 := t(F) dari distribusi pelua'ng F sama

didefenisikan sebagai:

saja dengan menaksir parameter dari fungsi distribusi empiris F, , atau 6 = t(FJ )

Untuk selanjutnya istilah penaksir pengganti dapat disebut sebagai penaksir saja,

dengan lambang “ ™ «.

2.6 Metode bootstrap

Metode bootstrap diperkenalkan dalam statistika oleh Bradley Efron pada
tahun 1977 sebagai suatu metode untuk menaksir variabilitas dari suatu statistik,
seperti galat baku atau dengan memibentuk selang kepercayaan. Dapat juga
digunakan untuk menaksir distribusi suatu stat{stik (disebut distribusi bootstrap
dari statistik tersebut). Distribusi ini rdip_eroleh dengan menggantikan distribusi
pop.ulasi yang tidak diketahui dengan distribusi empiris berdasarkan data sampel,
kemudian melakukan resampel kembali darj distribusi  empiris untuk

dipergunakan dalam. mencari penaksir bootstrap.

Misalkan X;,x;,....,X, sampel random berukuran » dari suatu populasi
dengan fungsi distribusi F tidak diketahui. Misalkan juga © = t(F) parameter
populasi yang menjadi perhatiap dan yang akan ditaksir. Penaksir dari 6, é,

adalah suatu fungsi dari X, ,x,,...,X,, misalkan kuantitas statistiknya

n?
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Kn=u(X, ,X,,..X_F) | (2.6.1)

yang merupakan fungsi dari (X, ,X,,..x Y dan F . Y ang ingin dicari adalah

distribusi dari X,,, dan misalkan fungsi distribusinya adalah
Ga(x)=PK,<x) . ‘ (26.2)

untuk -0 £ X <o, Jelas G, tidak diketahui karena F tidak diketahui,
Berdasarkan (x,,x,,...,x ), yang mempunyai distribusi empiris F, yang
memberi peluang 1/n pada setiap observasi dari X ,1=1.2

n:

3 vy

Fn(x):é { banyaknya X.< x, /<i <n (2.6.3)

untuk -0 < X< w . F, adalah penaksir yang baik dari F karena tidak bias.

Sampél bootstrép didefenisikan sebagai sampel random berukuran yang diambil
dari F. dengan pengembalian, ditulis X}, X;,..,X. . Jadi ada #" kombinasi yang '
mungkin untuk sampel bootstrap, bisa saja didapatkan X; =X;, untuk i j. Pada

sampel bootstrap, X, bisa muncul nol kali, bisa satu kali dan maksimal » kali.

Dengan kata lain ada # cara untuk memperoleh masing-masing X;,X;,...,x. . Jika

2n-1
X, ,1=1,2,...,n, » buah nilai berbeda, maka ada ( 8 J sampel bootstrap yang
n

berbeda.

Setiap sampel bootstrap berkorespondensi dengan saty replikasi bootstrap

" untuk X, yang didefenisikan sebagai

K. = u[x,*,...,x;-,Fn ) : _ (2.6.4)
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Sedangkan penaksir bootstrap untuk fungsi distribusi dari X, didefenisikan sebagai

G, =P'{K: <x). | (2.6.5)
dimana P* adalah peluang yang berkorespondensi dengan F.. Penaksir bootstrap

G, tidak lain adalah fungsi distribusi bersyarar dari K, dengan syarat F.

~diberikan, yaitu' ‘dengan "observasi““dari"(xl',xi,'.'.'.;x;")"“yan”g diberikan, Unfuk "~~~ 77

menegaskan kebersyaratan tersebut (2.6.5) dapat dituliskan sebagai
G, = P*(K: < x]x1,...,xn). (2.6.6)
Namun untuk memudabkan penulisan, dipakai (2.6.5).

" Dalam hal ini penaksir bootstrap (4, ,,,....X, ) pengganti dari x,,x,,...,x,

~dan Fa péhaksir penggéntidaﬁ F. Déngan kata lain dalam metode bootstrap. Fa -
dipandang sebagai populasi.
Tanda “*” menunjukkan bahwa x° bukan data sesungguhnya x

melainkan bentuk random dari x , atau hasil resampling dari data x secara

random dengan pengembalian.

Pembahasan berikut adalah penjabaran tentang langkah-langkah dasar

untuk metode bootstrap menurut Efron.

1. Menentukan distribusi empiris dari F , yaitu F.(x) dengan memberi peluang
/n untuk masing-masing iitik x, ,X,,...,x

a-

2. Menentukan sampel bootstrap (4, ,%,,...,%. ).
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Menurut Fa(x) yang telah ditentukan, diambil sampel bootstrap ukuran »
secara random dari x,,%,,...,x, dengan pengembalian, sebut nilai sampelnya

* * *

(X Xg5 00Xy )

3. Menentukan statistik bootstrap 6.

Danx: ;X;:.IZ;X: yang diperoleh pada langkah ké:-Z;'".Sélaiﬁﬁfﬁya hittinig 'S’tatis’tik_" I

bootstrap untuk menghasilkan 6",

4. Menentukan K| =U(X;,...,X:;Fn).

Yaitu dengan menghitung K = +/n| LB - G].

5. Menenﬁlkan distribusi K. - -
Kita pelajari sifat-sifat dari K , misalnya untuk menentukan rata-rata dari
K.

6. Ulangi langkah 2,34 dan 5 sebapyak B kali, untuk B yang cukup besar.

7. Berikan sebaran peluang darB 8" dengan menempatkan peluang bagi masing-

A Fal

masing 0 ", 0,..., 85 Sebaran ini adalah estimasi bootstrap untuk sebaran

sampling 6 ; F'(6°).

Langkah-langkah inilah yang disebut sebagai dasar untuk metode

g T

~ bootstrap. Secara teoritis, kemungkinan x,,x,,...,x, yang muncul adalah terhitung,

yaitu sebanyak n" kemungkinan. Hal ini dapat dilihat pada contoh dibawah ini.
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Misalkan X = (X ,A,,4A,) sampel random berukuran #» = 3 dari suatu F

dan x=(x,,x,,%,) = ( 3,6,9 ) adalah hasil pengamatan. Selanjutnya akan ditaksir
distribusi sampling dari X, = u('x,,x,,...,4,,;F) = \/H(G— 9), maka yang harus

dilakukan adalah :

1. Fa (x) memberi peluang 1/3 untuk setiap (3,6,9).
2. Menurut ketentuan dari F. () diambil sampel bootstrap berukuyran » = 3,

maka x yang mungkin adalah;

{(3,3,3),(3,3.6),(3,3,9),(3,6,3),(3,9,3)(6,3,3)(9,3,3)(3,6,6),(3,9,9),(6,6,6).(
6,6,3),(6,6,9),(6,3,6),(6,9,6),(3,6,6),(9,6,6),(6.,3,3),(6,9,9),(5,9,9),(9,9,3).
9,9,6),(9,3,9),(9.6.9),(3,9,9),(6,9,9),(9,3,3),(9,6,6) }
_ X L o
3. Tentukan GEFJ dari x= in /3, yaitu: 9=03+6+9)/3=6

i=f

4, Dari x" ,ditentukan 6.
A 2
Untuk setiap pengambilan sampel bootstrap akan dihitung 8, = in /n,
- i=f

untukn=1,2,...,27, yaitu:

Fal

8, =(3+343)/3

0=

8, =(3+3+6) /3

Y
7

-0, =(3+349)/3

847 =(9+6+6) /3
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*

5. Menentukan K, yaitu K| :u(x;,...,x:;Fn)= JH[B,,—O), dimana 6,

adalah rataan dari salah satu (3°) kemungkinan « * yang mungkin.

Ki= /3 x(3-6)=-5.1961524

K;= 43 x (4-6) = -3.4641016

K= A3 K (56) = 17320508 o

K;,= +/3 x (7-6) = 1.7320508

6. Hitung distribusi bootstrap dari K| = u(x; yons ks F nJ :

Untuk lebih jelasnya akan diterapkan hasil perhitungan dalam tabel dibawah ini:

Tabel 2.6.1 Sebaran frekuensi rataan resampling untuk

(X}:Xzaxj) = { 3,6,9 )

t fat s Frekwensi Frekwensi | Frekwensi
O3 Va [em—ej (£) Relatif Relatif
: (P Kumulatip
(KD
] 3 -5.1961524 1 1/27 127
2 4 -3.4641016 4 4/27 5027
3 5 -1.7320508 8 8/27 12/27
4 6 0 T 1/27 14/27
5 7 1.7320508 8 8/27 22/27
6 - 8 34641016 4 4/27 26/27
7 9 51961524 1 1/27 ]
Jumlah 27 =3* l

R ._Resainpling dilakukan- dengan pengembalian untuk-semua -kemungkinan-sampel. -- - — — S

A¥

Rataan setiap sampel bootstrap (83;) menyebar seperti pada tabel 2.6.1. Penaksir
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bootstrap 6_;(x)=P*(\/§[93i—9J<x) untuk setiap nilai x bagi 437(9 —BJ

adalah G;(x)= jpi .

K,k
=t

Semakin besar 7 semakin baik ( dalam arti, ini dikaitkan apabila grafik
~histogram -dari- hasil- K -sudah- cukup- -menyerupai- - grafik- distribusj r;o;x.nal‘--- ).
Meskipun secara prinsip dapat dihitung, tapi bisa dikatakan mustahil dalam
prakteknya karena membutuhkan waktu yang lama sekali, apalagi jika bentuk K,
nya rumit. Ini menjadi tidak efektif lagi, sehingga digunakan pendekatan simulasi
Moﬁte—Carlo, dimana semua kemungkinan sampel bootstrap dibuat menjadi
sejumlah B yang cukﬁp besar (tetapi cukup kecil jika dibandingkan dengan jumlah
sampel bootstrap ideal, akan tetapi cukup menunjukkan grafik histogram daripada
K, untuk mendekati grafik distribusi normal). B dinamakan wmuran bootstrap.
Dengan bantuan paket komputer dalam bahasa pascal hal tersebut dapat

dilakukan dengan mudah.

Simulasi Monte-carlo dapat digunakan, karena dengan teorema limit pusat

akan menjamin kekonsistenan dari G.° ke G’ .

Distribusi normal merupakan jenis distribusi dengan variabel random
kontinyu. Jika X variabel random kontinyu mempunyai fungsi dentitas

fx(x):m}%e

2 C

] untuk 0 <x< o, maka dikatakan variabel X

berdistribust normal.
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Teorema limit pusat ( central limit pusat )

Bukti:

Jika { A,} adalah barisan dari variabel random yang independen dan

didistribusikan secara identik dengan kesamaan nilai harapan dan varian

Ai—np X, -
yang terbatas, maka variabel random Y, = Z R A Ll |

A

mempunyat limit untuk n—co sama dengan distribusi N(0,1).

Dalam hal ini dianggap, bahwa barisan { X,} mempunyai fungsi
pembangkit momen m ,{t)= E[et’r] -h<t<h. {4X,} barisan dari sampel

random X 1; X o, X , (adalah independen).

Karena A, merupakan barisan yang independen maka untuk fungsi Y, juga

merupakan barisan yang independen (i=1,2,...,n).

Sehingga berdasarkan defenisi fungsi pembangkit momen dari suatu
variabel random maka setiap fungsi dari variabel random mempunyai fungsi

pembangkit yémg sama, berlaku

my,_ - B |

o/

t[zx.-n i3
e

J ; karena X'y, A 5. A, independen



B Xorm) X -y
o - tl -1
o/n oJn o/n
=Fie" Ele / .Elet
K
—Ee oJ/n

<h.

- n
t .

=z=Em |— dimana z = X-udan-h <

. Z[G\EH ' ovn

Dengan menggunakan deret taylor :

. 2 z
mz(s):m'z(o)+m;(0)s+m;(sz°ls~—+... , 0<sy<s dimana s = !
ovn

dari sifat fungsi pembangkit momen dimana variabel random z = X-u , maka

m,(0) = 1, m,(0) = [x-pn ] =0 dan m,}(0) = ¢*, maka deret taylor dapat

dituliskan:

2
m?_(s)zl+-n-1-3¥.s2 + ...

2 2
mz( ! }:1+m"(¢gt+...
) ‘

\G‘V!E 2ng

_ 1+t_2_+ ((mi(so)-—o'z)tz)FE_”'

20 2n6’

my (t){mz[;nﬂn




vy

{ L, (miG)-o)k),

n 2nc?
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maka limit m ( ] , sehingga harga mY (t)—> e “ jikan—soo.
ovn

X—»w

2 12
' r
Kesxmpulannya m(t)— e2 atau F (x) - == o je 2dt dlmana n—>00,

adalah fungsi pembangkit momen dari N(0, 1} terbukti.

2.7 Selang Kepercayaan Bootstrap Parameter ¢
Pada bagian ini akan dibuat selang kepercayaan untuk parameter 6 = t(F)
_ A
Misalkan 6 =0 1,...,xn;F) adalah suatu statistik penaksir dari parameter 0,

berdasarkan data (x] 0 A ) Didefenisikan suatu statistik:
A : '
K =JH{9—9J | C@21)

Pendefinisian statistik ini adalah idenya dari teorema limit pusat. Mengatakan

bahwa jumlah dari peubah acak dikurangi ekspektasinya mempunyai distribusi

normal simetris disekitar nol, untuk # yan

statistik tersebut mempunyai distribusi asimptotis normal disekitar nol . Dan
- diasumsikan-pula E(8 ) =0, Jadi -merupakan suatu penaksir yang tak bias. Dalain =~

hal ini 6 adalah suatu peraksir kuadrat terkecil (PKT) untuk parameter regresi 3,
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dimana (3 tersebut berdistribusi normal dengan rataan E( é )=6. Jadi jumlah hasil

172

dari 77°(8 -0 ) akan menghasilkan suatu distribusi normal simetris disekitar nol.

Dengan menggunakan prinsip penggantian dalam metode bootstrap

diperoleh

yakni dengan mengganti K, dengan K], 6 dengan 0 dan © merupakan

penaksir dafi 0 . Selanj utnyg menentukan fungsi distribusi dari K, yaitu:

G, ()= (K, (x,,..x;F)< x) = p{&(éw ejs'x] 2.73)
dan ﬁxngsi distribusi dari K:.adalah |

G {x)= p‘[k: [x,*,...,x: ;I;n J < x] = P;:" (\/E(é-é] < x} (2.7.4)
Oleh karena X,,....x. adalah sampel bootstrap yang diambil dari x, ,x, ,...,Xu

bedasarkan F, (distribusi empiris dari x, »X35.-,X, ), maka dengan sendirinya G’

dapat diketahui karena didefenisikan berdasarkan E,. Jadi G merupakan

penaksir bootstrap dari G,.

G., dapat dipandang sebagai penaksir pengganti (plug-in estimate) dari G,

berdasarkan semua kemungkinan sampel bootstrap inilah yang disebut “ideal
bootstrap”. Dengan menggunakan simulasi Monte-Carlo didapat penaksiran G

yang cukup baik, artinya cukup dekat ke G,
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Telah ditulis bahwa F,— F. Selanjutnya karena G, didefenisikan

berdasarkan F, dan G, didefenisikan berdasarkan F. Maka bisa dikatakan bahwa
Gy~ G, untuk pengulangan » yang cukup besar, dalam arti jikal a» = b, maka a,

dan b, dapat diganti . Berdasarkan ini, akan dibangun selang kepercayaan untuk

"~ parameter” 9. Ide didasariya adalah menempatkan kuantil (yang tak diketahui)

dari G, dengan menggunakan kuantil (diketahui) dari G| . Kuantil (a) dan
kuantil (1-a) dari G, didefenisikan sebagai berikut:

¢ =G.'@), ¢, =G (-« | (2.7.5)
- dengan cara yang sama diperoleh kuantil () dan kuantil (1- ) dari G,

Cw=G"a), o, =G'(1-a). 276)

*

Karena G~ G, , untuk » yang cukup besar maka didapatkan ¢ e

dan

&=C

no

Corq ™ €,y - Selang kepercayaan (1-20)100% untuk 8 dibentuk sebagai berikut:

P(c:ut < -\/;[Gn - BJ <c,, u).

Dalam hal int, P(c;a- < \/_H(BA — 9) < c:l_.aJ ~ P[cnm < \/;(6 - 9] < °n1-qJ .

Selang kepercayaan (1-20)100% diperoleh sebagai berikut;

fooobf-oes ) (oo fioa)ee)

=6.600)-G, )

=1-(0) - (o)

=1-20
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Sehingga diperoleh
c., <+/n| (9 - e] <cl (2.7.7)

yang ekivalen dengan

n 1 N 1

O —n 2, . <0<O —n %, 278
Sehingga dapat diperoleh selang

A 1 N 1

0 mnkic;l—u ’ 9n _'n_ic;a (279)

sebagal selang kepercayaan bootstrap untuk parameter O, dengan taraf

kepercayaan mendekati (1-2ar).

Selanjutnya pendefinisian kuantil (o) dan kuantil (1-o0) dari distribusi
o) - ~ ;(l“(l) | |

(bersyarat ) 9" dinyatakan 8  dan O Jadi, cukup dapat dimengerti jika

ditulis \fr{e -8 ] =c,, , untuk suatu nilai p €(0,1). Nilai p akan diambil sebesar

(o) dan (1-0). Dimana bahwa 6 bertindak sebagai ‘konstanta’ dalam lingkungan

bootstrap. Dengan demikian diperoleh selang kepercayaan bootstrap sebagai

berikut:
r\ r__(n‘(l—()‘.)- AN A ate) Ay '
6 mx/nLG -9 J,G —JnLG -0 J .
atau

( a oatfla) o A*(a)\ |
\26 -0 26 -8 J (2.7.10)
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dengan 0,adalah kuantil ke-100p dari distribusi empiris ( bersyarat, berdasarkan

F.)dari 6 * . Dari (2.7.10) didapatkan

ar{e) a¥(1-o)
[9 .0 (2.7.11)

. A'(c.} ----.\'(I—u) .

 Sekalilagibahwa ©  dan 6  menyatakan kuantil () dan kuantil (1 - o) dari

~a) Al-a)

distribusi (bersyarat) O .Tentu saja @  dan 0 dihitung melalui aproksimasi

nt

simulasi Monte Carlo. Sehingga diurutkan 9 i >3 =1...,B. Harga B merupakan

AN

replikasi semu bootstrap dari 8 . Setelah itu diambil nilai statistik terurut yang ke

) ~o{i-a)
(0).B dan ke (1-o)B sebagai aproksimasi Monte Carlo dari 8  dan 6

Selang kepercayaan Bootstrap seperti pada hasil 2.4.14 oleh Efron disebut mefoda

persentil bootstrap,





