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VEKTOR DAN MATRIK

Dalam pembahasan Analisa. Korespondensi Berganda perlu dikemukakan
beberapa materi tentang vektor dan matrik, yang berguna untuk mempermudah

| pe.mal-la'n.'lan pédé tulisan ini. Adapun penyajiannya sebagai berikut :

2.1. Vektor

Suatu vektor berdimensi —n atas‘R diartikan sebagai suatu pasangan terurut n
elemen-elemen x; dari R, Ditulis X = (1, x2, , )%,,). Kgsamagn dari dua buah
vektor sembarang atas R®, misal vektor-vektor ¥ = (x; , Xz, ... X;) dan Y=(y, ¥z
... Ya), dipenuhi apabila elemen-elemen yang bersesuaian dari X dan Y adalah sama,
yaite i 3=y, 2= Y2, X353, ..o » X0 = Y Sedémg penjumlahan dua vektor X +7Y

didefinisikan oleh X +¥ =(x 1+ vy, X2 + 2, X3+ ¥3, ... , Xt Yn).

~ Bila diberikan o sebagai sembarang skalar bilangan riil, maka perkalian skalar

a X merupakan perkalian skalar dengan elemen-elemen didalamnya, didefinisikan

oleh X =(ax;, 0Xz, ..., 0%y). Hasil kali vekior dalam euclid didefinisikan sebagai
berikut : X Y= x;y1+ X2 y2+ ... + Xn ¥n

Norma vektor X = (xj , Xz , ... X») pada R" adalah suatu fungsi yang

X

. z 2%

~ dinotasikan |- dari R" menuju R , didefinisikan sebagai
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dengan memenuhi ketentuan-ketentuan sebagai berikut :

X

> 0, untuk semua x €R”

x| =0 & ¥=(0,0,...,0)

= o] |

jil. e 'xI , untuk setiap & € R" dan x € R"

x|+ }—, , untuk setiap x,y € R"

v. fx+ yli <

Jika ¥ = (X1, X2, ... Xn) dan Y= (¥, ¥z ... Yo merupakan vektor-vektor

dalam R" , maka jarak antara dua vektor X dan ¥ dinyatakan dengan d(,ﬁY,f’) dan
. . s ) ) - = — ] - ' vA R
didefinisikan oleh : d (X',7) = Hx - y" = {Z(xi - yi) }
i=1
. . - -_ - . T_
Himpunan vektor (x1, X2, ..., X ) disebut ortogonal jika (r—,) x; =0 untuk

setiap i #j dan jika berlaku pula (;,.)T; =1 untuk setiapi =1, 2, ... n maka

J

himpunan tersebut ortonormal.

2.2. Matrik

Sebuah matrik merupakan rangkaian berbentuk persegipanjang dari bilangan-
bilangan yang tersusun dalam baris dan kolom. Bilangan-bilangan dalam susunan
tersebut dinamakan entri dalam matrik. Ditulis Ang = (a5) , yaitu matrik A berukuran
nxp yang eiemen—eiemennya a; ,dimana indek i men-yatakan baris ke-i dan indek j

‘menyatakan kolorke-j, dengan'i=1,2, ..., ndanj=1,2, 7., p-
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Jika A dan B dua buah matrik yang ukurannya sama, maka jumlah A+B
merupakan matrik yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama entri yang
bersesuaian dalam kedua matrik tersebut. Dijelaskan dalam contoh berikut C=A + B
dimanac; =a;+ by , dengan i =1,2,....,ndan j = 1,2,...,p

~ Apabila diberikan suatu matrik Anem dan sﬁatu skalar o, maka hasil kali skalar
darl o dan- A dinotééﬂcAn aA merﬁpakéri matnk berbfdé fnxn yang diperoléh déﬁgan -
mengalikan masing—'masing entri dari A dengan o atau oA = [oa;], dengan i1 =1,2, -
v ,n dan j=1,2, ... , p. Sedang hasil kali matrik A dan B dapat dilakukan
apabila A adalah matrik berorde nxr dan B adalah matrik berorde rxp dan dinotasikan
dengan AB= C_ a_dalah matrik "bei'ord.e nxp dimana entri-entri cj diberikan oleh :
cj = iaik bkj,untuksetiap i=12..,ndanj) =12 ...,p

P _

A matrik bujursangkar orde n merupakan suatu matrik dengan n baris dan n
kolom dan sel-se! aiy;, @, ..., 3 berada pada diagonal utama dari A. Matrik
diagonal diartikan sebagai matrik bujursangkar yang semua elemen diluar diagonal

utama adalah nol. Dengan. kata lain : a; =0, untuk i j. Penju'mlahan elemen-

elemen pada diagonal utama matrik bujursangkar disebut Trace, sehingga :
trace dari A = (ay) dinotasikan dengan Tr(A)= > a,,dimana i=j =1,2,...,n
i=]

Suatu matrik identitas dinotasikan dengan I merupakan matrik diagonal yang

elemen-elemen diagonal utama bernilai satu dan semua elemen bebas diagonalnya nol.




i
Pt

I=r’f.j=0,unmkt'¢j
. unatuk i o=

Ty

Dari matrik bujursangkar non singular A, dapat dicari matrik B sehingga

berlaku AB = BA = I, dan A dikatakan mempunyai matrik invers, yang dinotasikan

dengan Al yang dapat diartikan sebagai suatu matrik bujursangkar sedemikian
sehingga berlaku AA™ = ATA=1

Transpose matrik A = laUL , dinotasikan AT yaitu matrik yang didapatkan

dengan menukar elemen-elemen baris dan kolom dari matrik A. AT = IauL dimana

¥ = Dari sifat transpose didapatkan suatu matrik simetris Aqem , jika A=AT
a;~ s _ _ _ o o T

dimana a; = a; untuk semua i dan j.

A dan B matrik bujursangkar dinamakan equivalen jika terdapat S matrik non
singular sedemikian sehingga B = ™' AS. Sedang matrik non singular diartikan sebagai
matrik yang nilai determinannya = 0.

Pada suatu matrik A bujursangkar berordo nxn didapatkan x suatu vektor
tidak nol dari R" yang dinamakan vektor karakteristik dari A. Bila Ax adalah
kelipatan skalar dari x yaitu Ax = A x, untuk suatu skalar A. Disini skalar A
dinamakan nilai karakteristik dari matrik A dan x dikatakan vektor k&aheﬁstik
matrik yang berukuran nxn, maka Ax =Ax, dapat ditulis sebagai:

Ax =AIx Atau equivalen dengan (Al - A) x=0
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yang mengakibatkan matrik (AI- A) adalah singular jika x adalah vektor karakteristik
dari A, berarti : det (AI- A)=0

det (AT-A) =AY+ AN+ A+ +on =0

persamaan AN+ oy AN+ ¢, A¥? + .+ oy = 0 dinamakan persamaan karakteristik

> Ay = .... 2 A, Diberikan contoh sebagai berikut :

Dibgrikan matrik bujursangkar berukuran 2x2, A_ = [ __31 g] didapatkan nilai
karakteristik 7\. yaitu dengén det(AlI-A)=0, |
dari Al -A=2[19]-[ 3 3] <[*7® 7] dmn
maka det (AI - A) = det[’ll"3 ‘"',Hz]= 0, diperoleh persamaan eigen A -3A+2=0,
kemudian difaktorkan (A - 2) (A - 1) =0 sehinggla nilai-nilai eigen dari A = [_31 g}

adalah A, =2 danA2=1, dengan Ay 2 A,

Vektor x = ["12:| adalah vektor eigen dari A yang bel.rse.sqaian dengan nilai
eigen A = 2, ditunjukkan Ax= [ _31 %] [_12] = [—24]= 2 [*12]= 2.x.

Dan Vektor x = ["22} adalah vektor eigen dari A=[fl %] yang bersesuaian
dengan nilai eigen A = 1, dituﬁjukkan Ax= [_31 (2}] [‘ZZJ = {_22]= 1.x.

Suatu matrik bujursangkar P yang mempunyai sifat P! =PT dikatakan matrik

ortogonal. Berarti pula PPT = P'P =1, atau dengan kata lain A matrik bujursangkar

dinamakan dapat didiagonalisasi secara ortogonal jika terdapat matrik P ortogonal
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sehingga P AP = PTAP diagonal, sedang disini dikatakan matrik P mendiagonalisasi

matrik A.

Himpunan vektor (;:1 , ;cz e s ;cn) disebut ortogonal jika (Z)Tx_J = 0 untuk

setiap i # ] dan jika berlaku pula (;,)T}j =1 untuk setiapi = 1,2, ...n maka

himpunan tersebut-ortonormal: -

Bentuk kwadratik dari variabel X;, Xz, ... , Xa dapat ditulis sebagai

XTAX =, x, ... x |4

_ 2 2 2 '
= ﬂnxl + 022x2 +...+ amxn +Za'.}.xixj
dengan A adalah matrik bujursangkar nxn.

Bentuk kwadratik XTAX disebut definit positif jika X’AX > 0 dan bentuk

kwadratik X*AX disebut semidefinit positif jika X' AX > 0, untuk setiap A # 0, .

sedangkan matrik simetris A disebut matrik positif jika X' AX adalah bentuk kuadratik

definit positif.






