BABII

TEORI PENUNJANG

Pada bab ini diberikan teori ~ teori yang menunjang terhadap inti
permasalahan diantaranya mengenai statistik terurut dan metode bootstrap.

2.1, Statistik Terurnt

Jika X II,X 2 X g meﬁmkan sampel acak dari pépuiasi dengan fungsi
distribusi komulatif yang kontinu ¥ . Misalkan X, merupakan nilai terkecil dari
X, ... ,dan X, merupakan nilai terbesar dari X, maka X, <X, <. <X _

disebut statistik terurut. (Dudewicz dan Mishra, 1995)

2.1.1. Fungsi Densitas Bersama Statistik Terurut

Teorema 2.1
Misalkan X, X,..., X, sampel acak berukuran n yang saling bebas dan
berdistribusi identik # dengan fungsi densitas f dan X, X, <..<X_

menyatakmi suatu statistik ternrut, maka fuhgsi densitas bersama dari statistik

terurut tersebut adalah :

F s Xopseen Xy = 0l F(x,) @ <5y, <x,, <<, <b 211
={) Jainnya

(Hogg dan Craig)

Bukti:




Bukti:

Misal diambil n=3, maka fungsi densitas bersama dari X, X,,X,
adalah f(x,)f(x,)f(x;). Himpunan A dengan f(x,)f(x,)f(x,)>0 adalah
gabungan dari himpunan - himpunan kemungkinan :

A, ={(%,,%,,%X,)a<X, <X, <X, <h}
Ay ={x,, %2, %, )8 <, <X, <X, <b}
A, ={x,,%,,%; )8 <X, <X; <X, <b}
A, ={(X,,%,,X, )8 <X, <X, <X, <b}
Ay ={x),%X,,X; 12 <X, <X, <X, <b}
Ay ={X,%,, X, 8 <X, <X, <X, < b}
Jadi himpunan 4 merupakan gabungan dari 3! =6 himpunan kemungkinan.

Misalkan x,, =minimum dari (x,,x,,%;) , X,; = nilai tengah (x,,x,,x,),
sedangkan x,, =maksimum dari (x,x,,x,). Selanjutnya pandang suatu
transformasi satu-satu, yang memetakan setiap 4, ke himpunan yang sama yaitu
B={x. %53, %33 a0 < X5 < Xp3 < X35 < b} Maka fungsi invers dari transformasi

tersebut :
Ay ix) =X, X = Xy, Xy = Xy
Ay 1%y = Ky, Xy = Kyg, Xy = Xyg
Aix = :‘:,__3,_Jc2 = X, Xy = Xp
A3 = Ty = X, T =
Ay =y Xy = X, Ky =Xy

Aa 2 XL T Xag, Xy T X, Xy = X




Sehingga dari fungsi invers tersebut didapatkan suatu transformasi Jacobian .

Untuk A, transformasi Jacobian yang dihasilkan adalah :

o, Ox, O,
2 SN ST O 1 0 0
J, = X, B %% =0 1 O
axl‘.?’ ax2.3 ax3‘.3 0 0 1
0x, Ox, Ox,
_axlz OXyy  BRyg
Demikian selanjumya sehingga diperoleh : "
0 10
=1 0 Oj=-1
6 0 1
1 00 01t 0
F,=10 0 1=-1 I, = =1
010 1 060
0 0 1 0 1
Jo=|1 0 Q=1 Js =10 Of=-1
0 1 0 i 0

Jika f(x,,x,,...,X,) merupakan fungsi densitas bersama dari
X X550, X, . Misalkan A ruang berdimensi n dimana f(x,,x,,...,x,)>0,
Vi =0 (X, X500 % 1Y = W (XX g0 00X ) s s ¥ =0, (X5 Xg 500 s X )
mendefinisikan transformasi yang memetakan A ke B, dimana A merupakan
gabungan dari himpunan — himpunan kemungkinan A ,A,,...,A, sedemikian
sehingga
Yi xul(xi,xz,...,.xn),yz ;ulz(xl,xz,...,xln) s+ ¥a =uu(xl,x2,...,x_n)

mendefinisikan - transformasi - satu- — satu- yang memetakan _ tiap A, ke B. -




Kemudian jika J; menyatakan transformasi Jacobian dari tiap A, ke B maka

fungsi densitas bersama dari y, =u,(X;,X;,...,X),.e0, ¥, =U, (X, X5, X, )

k
g(yi:YZ"":vYn) zZl‘l-itf[uli(xl=“"12="''ﬁXu):"'suni(}'{‘hxz?'"’Xn )]

i=l
Dengan demikian fungsi densitas bersama dari statistik terurut

X 3. X453, X3, adalah:
£(Ru3, a3, X35) = [ [F (X0 (X0 ) (K )+ T E (g (0 ) (R ) -

+ T (%55 ) (%5 )X 15)
=31, £(X;3) ,a< Xy <Xp3 <Xa3 <b 2.1.2
=0 , lainnya |
Selanjutnya diambil untuk n=k, fungsi densitas bersama dari
X, X5, X,  adalah  f(x)f(x,)---f(x,). Himpunan A  dengan
f(x, ) (x,)---f(x, ) > 0 merupakan gabungan dari &' himpunan kemungkinan :

A, ={x,%,,, X, ;a<X, <X, <--<x, <b}

Ay = {(-x,,xg,---,xk);a’<xk <X, <-<X, <b}

Bila x,.: nilai minimum dari x; ... x,: nilai maksimom dari x;.
Kemudian pandang suatn transformasi satu - satu yang memetakan setiap A, ke
B = {(Xy0 Xogr s Ky )38 < Xy < X,y < -+-< X, < b}. Fungsi invers dari masing
— masing titik dalam A, adalah :

ARy =X Xy =X, X =Xy

AR T X Xy SRy Xy SRy



Dari tungsi invers tersebut akan didapatkan transformasi Jacobian yang bernilai
1. Sehingga {ungsi densitas bersama dari statistik terurut X, X, ,..., X,

adalah:

F(X o Xagsee s Xy ) = ]Jllf(xl:l: Wi(xgy ) E(Xpy )+ + 1Jkllf(xk:k (X )T (%)

KT, F(Xy ) ,a <Xy <X <' <Xy <b 213
S

Untuk n statistik terurut maka fungsi densitas dari X, , X, ,...,X

adalah :
R X X Y= 0T f(x ) 8 <%y, <X, <0< Xpq <b

=0 - lainnya

2.1.2  Fungsi Densitas Marginal dari Sz‘atistik. Terurut

Teorema 2.2

Jika X,,X,,....X, peubah acak yang saling bebas dan berdistribusi
identik F dengan fungsi densitas fdan mis;;ika_n K Xy €008 X

menyatakan suatu statistik terurut, maka fungsi densitas marginal dari X __adalah:

f(x,,) PO h-Fex, O f(x,).a<x_ <b 2.1.4

n!
T @-Din -1
=0 ,lainnya

- (Hogg dan Craig)




Bukti:

Jika diberikan f(x) fungsi densitas yang positif dan kontinu untuk
a < x <b dan 0 untuk yang lainnya maka fungsi distribusi F(x) dapat dituliskan
dengan :

F(x)=0.,x<a

= {f(w)dw ,a<x<b

=1,b<x

Pertama, akan ditunjukkan fungsi densitas marginal dad X, yang

merupakan nilai maksimum dari (X,X,,...,X ). Misal diambil a<x__ <b,

maka ﬁmgsi densitas marginal dari X diberikan dengan :
Xgn Ry Xzy Xpq

fn(xn:n)= _{"' I j‘n!f(yin)f(XZn) f\){nn)“‘i"‘:l.nd'XZn d)"

*a-kn
a

n=ln
a a

=ot [..{ | ( [E001)0%, F(Xg0)- (X )X 5 ol
karena F(x) = If (w)dw maka

Xnqg Xgn Kyn

f(Xen) = nj PG (0 ). £ (% M 5 A,

=nlf™... .{LF—()—ii‘J—]zf Xam)or FOX o YK, o X,

------------------------------------------




= nfF(x,, )] f(x,,) .2 <X, <b
=0 ,lainnya
Selanjutnya ditunjukkan fungsi densitas marginal dari X, . Misal diambil

a < X, <b maka fungsi densitas marginal dari X, adalah:

b b
fi(xy, )= 1! j,‘ e JIi _f If(xl:u () £ YR X AR 5 dX

Hin *n.3m ¥n-2n Fp-1m

Bila F'(x) = f(x) dengan a < x <b maka
b x b
1-F(x) = F(b) ~ F(x) = [ f(w)dw [ f(w)dw = [£(w)dw
sechingga

v b b . . .
fl(xl:n) =n! I e J. If(xlm )f(xln ) .- ’f(xn-l:n )[1 - F(X'n-l:u )B‘xn—lzn b 'dX'I

H

b b 1 -F ] 12
=n! I Tt jf(xt:n)"'f(xu—zn )“[‘_—%J—'dxn—Zn "'dx?;n
Xn Kn-xn
[ F(“l n )}“‘1
= ﬂ!"’—"(“":l-),— (Xym) _

= n[l —F(le )]ﬁ“l f(xlzn ) @ < XI:n < b
=0 , lainnya
Dengan demikian dapat ditunjukkan bahwa fungsi densitas marginal dari

statistik terurut ke-r, X__ adalah:

o Xr-1n  X2a

fi(5)= n'[ | [ §e frec, i

SR xt'nxﬂlm e S P
Zen Brpn L33 1 F
. .n i J‘ .[ (Xrn)]n

. a..a. .. .B

m) f;llf(x )clxLn ax,,.dx

—-2mn r-Ln
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..........................................

(S C9) il |C9)
" {n-1) (r-1

f(x,.)

=~(_;;Tj—?(!mn:E[F(xnn )]r—l [l—F(XEn )]n_tf(xm),a < xm < b

={  lainnya
Menurut Dudewicz dan Mishra (1995), bila fungsi densitas bersama dari
statistik terarut X, X, ,...,X,, diintegralkan terhadap semua peubah kecuali
X, dan X (r<s) akan diperoleh :
Akibat 2.1.1

Fungsi densitas marginal dari dua statistik terurut, misalkan X dan

X (r <s)adalah:
. ! i -1 _ T =
Foleas Xen) = s )] PO~ Bl )P B -Fx o OF
x f(x )E(x,),a<x,, <x_ <b 2.15
=0 Jainnya

2.1.3  Nilai Harapan (Ekspektasi) dari Statistik Terurut

Teorema 2.3
Jika X, <X, <..<X_ menyatakan suvatu statistik terurut, maka nilai

ckspektasi dari X__ adalah :
ey =20 ) F ™ - w)""du 216

(David, 1981)




1t

Bukii :

l'l"l':ll = E(XI:E)

=[x, (5,0 ),

o

ol e L) ) L GO0 o R

]

o

= Do T e ) - B ) Bk,

—ab

Bila 0<F(x_,) <1 dan berdasar sifat transformasi integral probabilitas
yaitu bila X merupakan variabel random yang mempunyai fungsi distribusi F
yang kontinu, maka variabel random Y yang dxhasﬂkan dari transformasi
Y =F(x) mempunyai distribusi probabilitas uniform pada (0,1). Sehingga
u=F(x_) merupakan sampel random dari populasi uniform pada (0,1).
Selanjutnya jika U merupakan variabel random dari populasi uniform pada (0,1)

dan F(X_,) mempunyai invers F~(.), maka X_, =F'(U). Sehingga

oo = [ 1 F PO} PO - Fox ) dF(x,, )
4]

= r(f‘)jF"(u)uH (1-u)""du
Q

2.1.4. Variansi Statistik Terurut

Teorema 2.4
Jika X,,X,.,..., X, sampel acak yang saling bebas dan berdistribusi identik

F dengan fungsi densitas f dan misatkan X, <X, <.. <X _ menyatakan snatu
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statistik terurut maka variansi dari X, adalah :

o2 = jfr(:‘ IF‘l(u) —pnﬂ] 21.1""(1—11)“"du 2.1.7
0

(David, 1981)
Bukti :

Gi!’l =E(Xﬂll —;"'r:n)z

= [y = M) F, (X )X,

J‘ = "Hra )2 WW[F(X )]r— {1 F(xrn )]“_ f(Xr.n )dxr.‘n

r: 5 n! r - nr '
= J O Y o e RO B PP v

Bila 0< F(x,,) <1 dan u=F(x,_, ) maka,

2
= ,j‘ F @] w™(1-0)"du

2.1.5. Kovariansi Statistik Terurut
Teorema 2.5

Jika X, X,,..., X, sampel acak yang saling bebas dan berdistribusi identik
F dengan fungsi densitas f dan misalkan X, <X, <..<X__ menyatakan suatu

statistik  terurat maka  kovariansi dari X, dan X_  adaiah

L

o=

 (David, 1981)

Fu,) = o JE )~ b T Ty 0, T - 0, T du i,
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Bukti :

0‘1‘1 = E{(Xﬂﬂ - uﬂﬂ XXS'.II - u's:n )}

= T’T(Xm —Hen Xxs:n ~ Ksa )frs(xr:n7xsm )dxr:ndxsn

= J e = bW = a0l )~ FO, 0

L T~ C
R

dengan —0 <X, <X <

bila. 0<F(x_}<F(x,)<1 , u,=F(x_,), dan u ,=F(x,)} maka

persamaan di atas menjadi :

= JJ:(F-I (ur) “Hm XF—] (113) . )uc'rs[ur]r_1 [us - ut]s--r"1 [1 - us]n-s durdus
00

2.2 Metode Bootstrap
Metode bootstrap pertamakali diperkenalkan oleh B. Efron pada tahun 1979.
Metode ini berfungsi untuk mengestimasi berbagai kuantitas statistik, menentukan
interval konfidensi, dan untuk menentukan fungsi densitas non parametrik.
Pendekatan bootstrap dasar adalah memperiakukan sampel sebagai populasi dan
menerapkan sampling untuk membangkitkan dugaan empiris bagi distribusi
sampling statistik.
Pandang X, X,,...,X_  sebagai sampel acak berukuran n dari

populasi dengan fungsi distribusi kontinu F yang tidak diketahui, dan misalkan

8=0(F) 221
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merupakan parameter yang akan diestimasi. Parameter 8 dapat dipandang
sebagai nilai fungsi sebenanya dari F. Estimator dari 6 yaitu 6 merupakan
suatu fungsi dann X, X,,.,X,. Distribusi F yang tidak diketahui dapat

diestimasi menggunakan fungsi distribusi empiris F « berdasar sampel

X.X;,....X, dengan peluang % untuk setiap X;. Fungsi distribusi empiris
F, did;aﬁnisikan sebagai :
ﬁn(x)mi{ banyaknya X; < x}, 1<i<n, untuk — o0 < x <<0.
Sampel bootstrap X' =(X],X....X]) didefinisikan sebagai sampel

random berukuran n yang diambil dari F » dengan pengembatian (B. Efron, 1993).

Jadi bila dipunyai sampel random berukuran n akan didapat kemungkinan sampel

bootstrap sebanyak n", dari tiap sampel bootstrap ini dapat ditentukan {3* .
Seluruh kemungkinan sampel bootstrap ini dinamakan dengan jumlah sampel

bootstrap ideal.

Perhitungan é* berdasar semua kemungkinan sampel bootstrap
memeriukan waktu yang cukup lama. Sehingga untuk mencapai efisiensi dalam
perhitungan digunakan suatu metode pendekatan yaitu simulasi Monte Carlo,
dengan simulasi tersebut prosedur resampling pada metode bootstrap ideal dapat
dikurangi menjadi n<B<n" , sejumiah B yang cukup besar tetapi jauh lebih

kecil jika dibandingkan dengan jumlah sampel bootstrap ideal. Menurut Helmers

- dan Putter besarnya nilai-B biasanya berkisar antara 100 -sampai 1000 , dan - -~
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pengambilan nilai B tergantung dari inferensi yang diambil. Misalnya untuk
estimasi variansi besarnya nilai B adalah 200.
Langkah — langkah dasar metode bootstrap menurut Efron :
a. Menentukan distribusi empiris, f*"n(x) bagi sampel dengan peluang 1/n untuk
masing — masing X,
b. Meneniuian sampel bootsitap X, X;,.., X, yang diambil dari X; dengan
pengembalian
¢. Menentukan replikasi bootstrap é*, berdasar sampel bootstrap

d. Ulangi langkah b dan ¢ sebanyak B kali
e. Bérikan distribusi probabilitas bagi 'Bé“ dengan menempatkan probabilitas

%3 bagi masing — masing 0; *,éz *,...,éB*. Distribusi ini adalah estimasi

bootstrap untuk distribusi sampling .






