BAB IlI

INTERPOLASI SPLINE KUBIK
3. 1. Interpolasi Spline Kubik

Interpolasi polinom melalui beberapa titik data mempunyai banyak aplikasi
antara lain untuk menggambar dan komputer grafik. Dalam menggambar, pelukis
biasanya menginginkan gambar dengan suatu kurva mulus (smooth curve) yang melalui
titik-titik data.  Dalam matematika permasalahan ini dapat diselesaikan dengan

menggunakan . interpolasi spline kubik S(x)}. Untuk #+1 titik data (x;,y;) di mana
i=0,1,....n dengan a = xp{x{..{x,, = b akan dibentuk sebuah polinom spline kubik S(x)
di setiap selang [x,-,x,-+1] untuk menghampiri (aproksimasi) suatu fungsi f pada selang

[XO-XH]-

Definisi 3.1. 1. Diberikan fungsi f terdefinisi pada selang [a,b] dan #1+ 7 titik data yaitu
{(x:, )’f)}?:o dengan a = xg{x;¢{..{x, = &. Polinom spline kubik S(x) yang menghampisi

fungsi f adalah suatu fungsi polinom yang memenuhi:

L S(x)=8i(x)=S;0+81(x =% )+ Sia(x =% ) +8;3(x =% )°, x& [x;. ;1] untuk

i=0,1,... .n-1. Si(x) merupakan polinom spline kubik dalam selang ke-/ dan

aee-

Si0,8i1,8:2.5;3 merupakan koefisien spline kubik dalam selang ke-/ untuk

sebarang titik x dalam selang tersebut.
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3.1. Interplasi Spline Kubik 30

2. 8(x;)=y; untuk i=Q,1,... .

Polinom spline kubik melalui semua titik . S(x; ) merupakan polinom spline kubik - : |

pada titik x;.

L2

Si(Xjp1) = Siz1(xiqy Juntuk i=0,1,... ,n-2.

Polinom spline kubik merupakan fungsi kontinu. S;(x;41/) merupakan polinom
spline kubik dalam| selang ke-i pada titik x;4) dan S;.1(x;; ) merupakan polinom

spline kubik dalam gelang ke-i+1 pada titik x;;.
4. S,-r(x,—H) = S'f+1(x,-+1) untuk /=0,1,... ,n-2.
Turunan pertama spline kubik kontinu, S,-'( x;41/ merupakan turunan pertama

polinom spline kubik dalam selang ke-i pada titik x;,; dan § 1l x;,1/) merupakan

turunan pertama polinom spline kubik dalam selang ke-i+1 pada titik x;.;.
5. S,-”(x,-_|_1) = S”;+1(xi,;_1) untuk 7=0,1,... ,n-2.
Turunan kedua spline kubik kontinu. S,A”( x;,1/) merupakan turunan kedua polinom

spliné kubik dalam selang ke-/ pada titik x;.; dan S"i+1( Xj,1/) merupakan turunan

kedua polinom spling kubik dalam selang ke-i+1 pada titik x; ;.

3.1. 1. Penurunan Rumus Polinom Spline Kubik

Masing-masing polinom kubik mempunyai empat bilangan yang belum diketahui. -
Karena itu terdapat 4n koefisien yang harus dicari. Dalam definisi 3.1.1 pada kondisi 2

terbentuk s+ 7 persamaan dan kondisi 3,4,5 masing-masing terbentuk »-/ persamaan.
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Sehingga semua didapatkan 4#-2 persamaan. Karena hanya terdapat 4n koefisien yang
harus dicari maka dibutuhkan dua persamaan tambahan yang dinamakan “titik ujung”
yaitu nilai S'(x/)dan 8"(x) pada titik xy dan x, yang akan dicari diakhir

pembzahasan. Sekarang akan dijelaskan terlebih dulu mengenai bentuk dari spline kubik.

Langkah pertama penurunan didasarkan pada pengamatan bahwa karena

tiap simpul dihubungkan oleh suatu polinom kubik

Si(x)=Sig+Sia(x=x)+ Siafx=x; ' +8;3(x=x; ) ' (3.1. 1)

maka turunan kedua di setiap selang akan berbentuk garis lurus. Persamaan (3.1.1)
dapat didiferensialkan dua kali untuk memeriksa kebenaran pengamatan mi. Berdasarkan

ini, furunan kedua dari polinom spline kubik merupakan spline linear:

2

r " X=X L X—-X;
Sf (x):Sj (xi)._.__..L.'{.'j__.;_LS’, (fxf-l-l)_!-__' (312)
Xp — X Xit] =X

Jadi persamaan ini berupa garis lurus yang menghubungkan turunan kedua pada simpul

pertama S;"'(x;) dan turunan kedua pada simpul pertama S;''(x;.;). Persamaan

(3.1.2) dapat ditulis dalam bentuk

S (x)= %’-’i-(x,-ﬂ —x)+ "’;*‘ (x—x;) (3.1.3)
1: .

i [

dengan m; = S,-"( X ), ML = S;-”( xj.1)dan & = x;,.; —x; . Selanjutnya persamaan (3.1.3)

dapat diintegralkan dua kali untuk menghasilkan S;(x).

Si(x )= j{%"(x,'ﬂ — x)}afx +j{%(x —x; )}dx

i

Misal #=(x;, 1-x), du=-dx, v=(x-x;) dan dv=dx
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Si(x) = —%lifudu -I—%I—J.vdv‘
i i
(
—_ | M2 Mit] 2
=—| L+ p; |+ v g,
27 P:J [Zh,- 1!}

i
— " 2 Mg 2 .
=—| —L(xi ) +pi |+ (=% ) + g
\Zh,-( i+l) fr] [Zhi ( i) frj

m 3 m;
=[ Lu’ + pu +I”;J+[-"6-'ﬂ"3 +fi;’"”+5[]

ni; 3 m; .
=[—’(xf+1 =)+ pil Xy _x)+f'i]+[ 6I/+1 (x—x;)’ +fh(x*xi)+5f]

6!?.; f
n; 1t 3

= ZL(x =5 )+ pylxi )+ (x5 P 4 g )+ (1 +5;)
6/ 6,

dengan satu penyelesaian khusus maka konstanta r+s, dianggap nol sehingga diperoleh :

m; 3 m
Si(x) = -g;—(x,-ﬂ —x)"+p,-(x,—+1—x)+-g?—l(x~x,-)3 +qi(x—Xx; ) 3.1.4)

i i
Konstanta-konstanta p; dan ¢; dapat dihitung dengan menerapkan definisi 3.1.1
kondisi (2) bahwa y; sama dengan polinom spline kubik dalam titik x; dan y;,; sama

dengan polinom spline kubik dalam titik x;,;.

i =38i(x%)

m; 3 '
= =Ll =5 P =2 - )+ pioa - )+ ail% = %)
6;’-"; 6!’?1'

m; 3
= =Xy =X )+ Pi( X — %)
&h |
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m; 3
= %";:—ihi + piky

yi==Lh? + pihy G.1.5)

Yigr = Silxie1)

_m 3 My 3
—a(xm—xm) + 6111 (Xip1 =X )+ pi( %41 ~ Xip1 )+ i X1 — %)
i I

__ n?'-l'l 3 ' ' . ) -
P x4 =X ) Gl X — %) |
64 5

oWy, 3
ﬁhi + gy

n; 2 -
Vigl = ’6“ h” +qihy (3.1.6)

Dari persamaan (3.1.5) dan (3.1.6) diperoleh nilai p; dan g; sebagai berikut :

_di_miky
i n 6

_Yivl M By

(.
1i h; 6

Dengan memasukkan nilai p; dan ¢; tersebut maka persamaan (3.1.4) menjadi

. n: m; 3 o gk
Si(x)=—L (51 = x ) '1""#()5_3‘;')3 + [}—’——u} (X1 —%)

Gh’- 6]?, h[' 6
Vil Mg By 3 0
] [ S X—X; (317) P
{ iy 6 ]( & |
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7 . mh ¥ 011 b
S; (I)MH—(x _ 4 Dl Miy] o x )% Yi i | ikl P B 31.8
i+l ) 20 —=(x-x;) . h p ( )

)

Dalam persamaan (3.1.7) memuat dua koefisien yang tidak diketahui yaitu
; :S,-”( x;) dan m,-+1=S,-"( Xjs1). Jika m; dan my;,; dapat ditentukan maka
persamaan (3.1.7) dapat digunakan untuk menginterpolasi titik dalam selang [x,-,x,—+1].
Koefisien m; dan m;,; dapat dihitung dengan menerapkan definisi 3.1.1 kondisi (4)

bahwa turunan pertama pada simpul harus kontinu :

87 (Xi1) = S (%i51) atau 8 (%) = Sz (%) (3.1.9)

Dengan S,-’( x; ) merupakan turunan pertama polinom spline kubik pada selang ke-/

untuk tittk x; dan S,—_l'( x; Jmerupakan turunan pertama polinom sphne kubik pada

selang ke-(i-/) untuk titik x;. Dari persamaan (3.1.8) diperoleh persamaan untuk

S,—J( x; } sebagai berikut :

' —_ M 2, Mgy 2 L yi mh Yiar _ Plia by
Soix:)J=—fxiq—x )+ —x; ) — L~ + —
i (%) Zhj( i+l %) 2 (% =x)" - [hi 6 } { A p }

_ 2
=-—L(x B
2} ( i+l 1) }1,-

mify | Yial _ Mgty
6 ,7.; 6

_2mily  mighy Vi = Vi
6 6 h;

m,h nr,+lf:v,+d dengan d; = Yiel = Vi (3.1. 10)

b

I

b()

Turunan pertama dari pelinom spline kubik pada selang ke-(i-1) di titik x; adalah
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YNl M 2 m 2 | Vil _ Mgk Yi oy ol
Sioy (%)== =Ly = ) o+ (3 = ;1) -li == }{ -t o
2y T 2y T ] 6 B 6 o

g 2 Yiel o m_yhiy oy mik_

- f(xi_x’__l)_il.*_ :lrl+ i - ¥

th—l hf-.[ 6 . hf-"l 6 .

_2miky iy Y- Vi

\ . b s |
5, (xj):n?,:;wl +m,_{15/’f,_1 +d,_ dengan d;_ = J’_;;:}:_—i_ G.1.11)
i1 3

Hasil vang didapatkan dalam (3.1.10) dan (3.1.11) disubtitusikan dalam (3.1.9)
Si(x;)=S8i1 (%)

m:h, ny b
I i IO e Sl +
3 6

_ N m; 1
3 6

d-

; +dig
my_yl_ 20+ By Jmy g = 6(d; —d )

m,-_lhf_lj-i— 2 h_y + by Jmy +myhy = u; dengan w; = 6(d; —dy ) (3.1. 12)

Untuk /=1,2,...,n-] maka persamaan (3.1.12) menghasitkan sistem #n-1
persamaan linier dengan #+1 bilangan yang belum diketahui (wnknown constania) yaitu

nry, Hiy ... 0y,

hom() + 2(}10 +hi )H?I +h1m2 = 3

hlml -+ 2(h1 +h2 )n12 +h217?3 =1y
) (3.1. 13)

hn—2mn—2 + 2(hn—2 + hn—I)mJ?wl +hn—lmn =Upyg J
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Sistem persamaan linear (3.1.13) dapat dinyatakan dalam bentuk matrik sebagai berikut:

By Am+h) R 0 0 0 Tm | [wu]
0 2} Am+h) - 0 0 0 | my i
0 0 0 e 2(}%—3 “*'!"}1—2) ) 0 |y Hp—2
| 0 0 0 e ) Yy +hyy) B my | |ty
atau dalam matriks A=/ berikut :
ag b ¢ 0 - O 0 0 [ my | [ u |
(I] bz 6'2 ran 0 0 O I?I] 112
0 a b - 0 0 0 m Hn
O I (3.1.15)

0 0 0 - bn-2 Cp-2 0 | Up2

dy_n bnulch~4¥h LTI R P

Algonitma 3.1.1 menjelaskan tentang penyusunan koefisien matriks (3.1.15) yang
juga merupakan bentuk sistem linear (3.1.13) agar mudah dalam penyelesaiannya.

Algoritma int menggunakan type larik2 = array[0..100] of real;

procedure mencari koefisienSPL( n:integer;x,y:larik2;
var a,b,;,d,h,u:larikQ);

var i :integer;
begin

hiGl:=x[1)-x[07]:

di0]:=(y[1]-y[0])/h[0]:

for ié—l to n-1 de

begin

hiil:=xii+l]-x[i];

bii] :=2*(h[i-13+h{i]};

cl[i]l:=h[1];
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d[i}:=(y[i+1]~y[i])/n[i];
ufij:=6*(dii]-d[i-11);
end;

for i¢<0 to n-2 do
afi]:=hli];

end;

Algoritma 3.1.1. Mencari koefisien sistem persaman linear.

Sistem persamaan linier dalam (3.1.13) mengandung »-1 persamaan dengan /it1

bilangan yang belum diketahui yaitu myg,mn,....m, . Sistem persamaan (3.1.13) akan

mempunyai penyelesaian tunggal bila paling sedikit mempunyai jumiah persamaan sama
dengan jumlah bilangan yang belum diketahui. Agar mempunyai penyelesaian tunggal

maka sistem persamaan (3.1.13) masing membutuhkan dua persamaan tambahan.
3.1.2. Penyusunan Polinom Spline Kubik

Dua persamaan tambahan yang diperlukan oleh sistem persamaan linier (3.1.13)
disebut bentuk titik ujung. Berdasarkan bentuk titik ujung tersebut maka spline kubik
dibedakan menjadi lima macam yaitu spline kubik terapit (clamped cubic spline), spline
kubik alamiah (natural cubic spline) , spline kubik runout, spline kubik parabolik dan
spline kubik periodik. Syarat kelima bentuk titik ujung spline kubik dari polinom spline

kubik dijelaskan dalam tabel 3.1.1.
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Tabel 3.1.1. Syarat titik ujung untuk kelima bentuk spline kubik

Macam—macam spline kubik

Syarat titik ujung { g danm,)

(). Spline kubik terapit

(it). Spline kubik alamiah

(ii). Spline kubik runout

(iv).  Spline kubik parabolik

(v).  Spline kubik periodik

m

my = %[do -—S'(xo)] 5

3 | m,_

Iy—}
my =0
m, =0 .
b iy —
my = m _M

]7]

Py (miy_1 — 9 )
hn—z

Yy, =W, —

mg = |

my, = ,_y
.‘l!

my =8 (-_’014)

m, = S"('x,)

Bagaimanapun bentuk spline kubik yang dipilih akan merubah sistem persamaan

linear (3.1.13) menjadi sistem tridiagonal (hal ini dijelaskan dalam lemma 3.1.1-3.1.5.

diakhir subbab 3.1). Matriks tridiagonal yang dihasilkan oleh masing-masing bentuk

spline kubik ini dapat dinyatakan dalam bentuk matrik HM=U sebagai berikut :
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by ¢ 0 - 0 0 ny iy

aj by ¢y o 0 0 iy U3z |
0 a; by - 0 0 | ms | _| u3 (3.1.16)

0 0 0 - b, 5 Cp_a Wi, o Up—»

L0 0 0 - app by_g{my_g| |Mn-p

Sistem linier tridiagonal dalam (3.1.16) dapat diselesaikan dengan algoritma

2.1.1. yang sudah dijelaskan dalam bab (2.3) schingga koefisien m; dapat dihitung.
Langkah selanjutnya adalah menentukan koefisien spline kubik pada masing-masing

selang ke-i, §; ;di mana j=0,1,2,3 menggunakan rumus pada teorema 3.1.1.

Langkah terakhir dalam penyusunan polinom spline kubik adalah menyusun

polinom spline kubik tiap selang ke-i yaitu

Stx)=8;(x)=38;p +S,-,1(x——x,-)+S,-.2(x—x,~)2 +8;3(x x,-)suntuk i=0,1,2,... ,n-1.

Teorema 3.1.1. Andaikan diketahui #+1 titik data yaitu (xg,¥9),0%. V1) s-s (X3, V5)

dengan /= x;,;—x; untuk /=0,1,2,... . Polinom spline kubik dalam tiap selang ke-/

Si(x)=S8;o+8i1(x—x)+8i2(x-% )2 +S8i3(x—x; )3 menginterpolasikan sebarang

titik x untuk x; < x < x;,; mempunyai koefisien spline kubik sebagai berikut : 7 ' | :

Si0 = Vi
_ (2 mp
vil = dj
6
1
Sjp = Em,-
g —
;5= il e Sy PN

1
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Bukti: s
1. Bentuk polinom spline kubik dalam selang ke-/ untuk x; < x < x; adalah :

Si(x) = S0 +Sia(x =% )+ Sa(x =% ) +8§;3(x~x,)° (3.1.17)
2. Polinom spline kubik akan melalui semua titik.

Si(%:) = Sio+8i0(% =% )+ Si2(%i = 5" + 81305 =% )

Sif(xi)=Si0 = i (3.1.18)
3. Polinom spline kubik disetiap simpul harus kontiﬁu.

Si( Xin1) = Spa( %41/ (.1.19)

Dari bentuk (3.1.17) didapatkan bentuk polinom spline kubik sebagai berikut :

» untuk subselang ke-/ di titik x; +; _

.1.20)

(]

b W 2 ? !
Si(%1) = Sio +SialXip1 =X )+ S 20 Xy = X% )"+ S 30541 — %) (

5 untuk subselang ke-i+/ di titik x; .,

Sie1(% )= Siv10 +Siela(¥ = Xia1) + a1 20X = a1 ) + Spa13(¥ - xis1)
Si(%i1) = Siar0 + Sian1 (X —Xis1 )+ Sp1 2 K1 = X0 + S 381 — %1 S
Sit1(%i51) = S0 (3.1.21)
Persamaan (3.1.20) dan (3.1.21) disubstitusikan dalam (3.1.19) sehingga diperoleh
51,0 +Sial Xia1 =X )+ S 20%i41 — % )+ Sf,3(xi+lf —x;)* = ¥ (3.1.22) o
4. Turunan pertama polinom spline kubik ditiap simpul harus kontinu.

Si(xig1) =S ix1(xi1q) (3.1.23)
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Dengan menurunkan polinom spline kubik (3.1.17) diperoleh § '( x ) sebagai

berikut:

# untuk subselang ke-i di titik x; ,;

Sifx)= 81 +28;2(x—x;)+38;3(x~x; )

Silxia)=Si1+ 28 a(xi01 — % )+ 3830 %41 — x; ) (3.1.24)

» untuk subselang ke-i+/ di titik x; 1,

Sin(x)= Siatr +28141,20% = Xp41) + 3101305 — X1 )2

S’i—%-l(xi-f-] )= S + 28200 — X0 )+ 3Sr’+]f3(xi+1 ~ Xitl )2

S (%) = i1 (3.1.25)

Persamaan (3.1.24) dan (3.1.25) disubstitusikan dalam (3.1.23) sehingga diperoleh :

8i1+ 28120 %ix1 — %) +38;5(%51 — % )F = Spany (3.1.26)
5. Turunan kedua polinomi spline kubik disebarang titik harus kontinu.

LA CMYERFRIENY, | (3.1.27) |

Dengan menurunkan polinom spline kubik (3.1. 17:') sebanyak dua kali maka

dipéroleh S r( x ) sebagai berikut :

» untuk subselang ke-7 di titik x;

.S,' (X)=2Si,2 +6S,',3()Cnxi).

Si (x;)=28;2 +68i3(xi —x; ).

S/ (x;)=28;> (3.1.28)
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> untuk subselang ke-i+ 7 di titik x;.;

S i (x)=28; 5 +68;3(x — X;41)
S ir(X; 1) =281 + 68013041 — Xi11)

S i1 %01 =251 412 (3.1.29)
Persamaan (3.1.28) dan (3.1.29) disubstitusikan dalam (3.1.27) sehingga diperoleh :
28;2 +068;3(%i41 — %) = 251412 (3.1.30)
Perlu diingat bahwa ny; = S,-"( x;} dan myy) = TS X;,1/) sehingga persamaan
(3.1.28) dan (3.1.29) dapat ditulis :
mp =289

} (3.1.31)
jq] = 287412
Dengan mensubstitusi persamaan (3.1.31) ke (3.1.30) maka didapatkan :

iy + 68 5( X4y = X )=

S, = Mgy =My _ mi . —n; (3.132)
’ 6(-‘51'—1 - .\.‘.j) 61?‘;
Selanjutnya mensubtitusi nilai S;¢,S; 2, S;3dalam persamaan (3.1.18), (3.1.31)

dan (3.1.32) disubstitusi dalam persamaan (3.1.22) untuk memperoleh nilai S; ;.
| 1 .2,1 2
Vit Sipli +mihy” (g =M )BT = Vi

1 2 1 7 1 2
S}'J}’I,‘ = (_yf+1 _yj)—amihi _gmi+1hf ‘—gﬂ?ihi

it yi) ey rmpg )y (2w )k
lS'i] bl - — df . D
’ h‘: 6 4
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Algoritma 3.1.2. berikut ini digunakan untuk menghitung nilai koefisien dari
spline kubik  seperti dalam teorema 3.1.1 dengan  type lariki=

array[0..50,0..50] of real dan larik2 = array{0..100} of real;

procedure koefisien spline kubik(n:integer;y,d,h,m:larik2;
var s:larikl};
var i:integer;
begin
for i<0 to n-1 do
begin
s[i,0):=yl[i];
s[i,1]:=d{i]-h[i]*(2*m[i]4m{i+1])/6;
s[i,2]:=m{i]/2;
s[i,3):=(m[i+1]-m[i])/(6*h[i]);
end;

end;

Algoritma 3.1.2. Koefisien spline kubik

Lemma 3.1.1. (Spline kubik terapit) Terdapat sebuah spline kubik yang tunggal
dengan turunan pertama pembatasnya yaitu S'(a) = kpdan S'(b) = k.

Bukii:
Dari tabel 3.1.1 diketahui bahwa syarat titik ujung untuk spline kubik terapit adalah :

3 : m
g :h_LiO_S (%})]“‘“71
0

3.1.33
iy

2

my = %[S'(xo) _dn—I]_

n—1
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Dua persamaan dalam (3.1.33) disubstitusikan dalam sistem linier (3.1.13). Untuk
persamaan pertama atau /=1 dan persamaan terakhir atau i=#-1.
» Untuk /=1

homo + 2(/70 +h1 )H?l + hlfﬂz =i

ho{%[do - 5)"(JC())]_%L}r 20 by + Iy Joy + gy =y

3[0’0 -5 xg )] - %homi + 20 hy + Iy )y + Iy = 1

(%;10 + 2 Jmy + Iy = uy — 3ldy = S'( x0 )] (3.1.34)

» Untuk i=n-1

By oty _n 20 By o By Jmy, By, =y

n—1

3 , my_
ByegBiy_ o+ 2(hy_3 + By _y )y + hn—l[}_ [S (xp)— dn—]]- ]; ! :} =Up-t
. " /
P_gity_o+ 2(hy_y+ By g Jim,_ + 3[5 (x,) —dn—]]_'.;hn—]mn_] =Up_g

3 'rp. o]
Hy_aitty_n +( 20 + Ehn—l Ity =1ty =3 S (xn) - dn—]] _(3-1—-’5)

Dengan persamaan (3.1.33) dan (3.1.34) maka persamaan linier (3.1.13) menjadi
sebagai berikut : |
(%/70 + 20y }nl + Iy = uy —3dy - 8'(xq.)] )
Iy + 2( Iy + By )iy + hams = 1y
; (3.1.36)

Pty n +2( By 3+ hy_g )iy o + By oty | =ty o

Fip—atn_ + (Zhn—z +5 0y )'"n—l =1ty =3[8"(x0) - dpa] )
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Sistem persamaan linier (3.1.35) dapat disajikan dalam bentuk matrik HA/=U dengan

H{rr~-1}x(:z-1)= M(nﬁlj.r] dan U(n—l)xl sebagai berikut :

— B

3

2 P b 0 0 1y = 3dp = S'1xp)
}'1'1 ?(/?l -Hrb ) res 0 0 ny 1153 '
0 0 oo Yy 3+h, o) Mg My L)
0 0 - fu0 (21?]1_2 +—;-h”_IJJ“" 1] U _3(S (%) =ty ),J

Dari matriks tridiagonal HA/=U diatas terlihat bahwa sistem persamaan (3.1.36)
mempunyai #-1 persamaan dan #-1 bilangan yang belum diketahui. Jumlah persamaan
sama dengan jumiah bilangan vang belum diketahui sehingga persamaan (3.1.13)

mempunyai penyelesaian tunggal. [

Lemma 3.1.2. (Spline Kubik Alamiah) Terdapat spline kubik yang tunggal dengan
syarat batas bebas S"(a)=0 dan S”(bj=0.
Bukti :
Dari tabel 3.1.1 diketahui bahwa syarat titik ujung unﬁuk spline kubik alamiah adalah
my =0
=0 (3.1.37)
Dua persamaan dalam (3.1.37) disubstitusikan dalam sistem linier (3.1.13) untuk
persamaan pertama (/=1) dan persamaan terakhir ataui(i =n-1).
> untuk /=1.

2f by + by + Imy =y : (3.1.38)
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> untuk i=n-1.
Py oty 3+ 2l g+ By_g )iy g =ty (3.1.39)
Dengan persamaan (3.1.38) dan (3.1.39) maka sistem limier (3.1.13) menjadi :
2 by + hy )y + Iy, = 1 h
hymy + 20 By By ey -y = 1o

> (3.1.40)

Byeampy + 2 3 + By_p )ity 3 + By gy = tiy_o

Pyomy_g +2(hy_y g Jty_y =ty S
Sistem persamaan linier (3.1.40) dapat disajikan dalam bentuk matriks AM=U dengan

H(n-—l)x(nwlja M(n—l)xl dan U(n—l)xl sebagai berikut :

—2(}?0 +‘h1) h] ree 0 0 T ny i
h] 2(17]-{'/’12) e 0 0 nis Uj
¢ 2(h11—3 +hn—2) . h}i“z My_2 Wy 2
L hy_» 2(hy o+ hn—])__mn—l_ L Hn—1

Dari matriks tridiagonal HM=U diatas terlihat bahwa sistem persamaan (3.1.40)
mempunyai #-1 persamaan dan #-1 bilangan yang belum diketahui. Jumlah persamaan
sama dengan jumlah bilangan yang belum diketahui sehingga persamaan (3.1.13)

mempunyai penyelesaian tunggal. [

Lemma 3.1.3. (Spline Kubik Runout) Terdapat sebuah spline kubik yang unik dengan

memperhitungkan titik pada x| dan xy untuk menghitung §"(a) dan memperhitungkan

titik pada x,,_; danx,_, untuk menghitung 5”(b).
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Bukii :

Dari tabel 3.1.1 diketahui bahwa syarat titik ujung untuk spline kubik ruzour adalah

mO = ml - —ho (’ni}l_ nrl)
(3.1.41)
y, = m,_; + I Y,

)
Dua persamaan dalam (3.1.41) disubstitusikan dalam sistem linier (3.1.13) untuk
persamaan pertama (/=1) dan persamaan terakhir (i=n-1).

»  Untuk /=1

homy +2( hg + Iy Jmy + by = 1y

ho[ml —WL};’EL)—] + Z(ho + hl)ﬂ?l + h[.mz : 4]

‘ h 2 h 2
hgmy — 2 m, +Lm] + 20 hy + By )y + By = w4y
Ay hy
2 2
[3110 +2mm + h}?—}ml + [hl - %Omez = (3.1.42)
1 9

» Untuk i=n-1

Bty g +2(hy_g + by _y Jy_y + By_yimy =iy
Py (M) = M3 )] —
= -1

oy +2( Py + Ry iy + hn—l[mn—l +

)
2 2
. h,_ h -1
Pryatin 4 2 by By )y + By iy =y — =ty = 1ty
n—2 n-2
2 2
. h,_ .
Byp =1 . Mg+ 2hy_g 43, g+ 1 | = Up—] (3.1.43)
hy—2 . )
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Dengan persamaan (3.1.42) dan (3.1.43) maka sistem linier (3.1.13) menjadi :

hy? ny?
3ha+2h1+L my+ hj—-'o— ity = Uy
hy hy

hymy + 2(hy + hy Jms + haoms = uy
> (3.1.44)

hn—.?mn—Q + 2(hn—3 + }1)1—2)”1:1-_2 + hn—Zmn—l =Uy-2

2

2
By, _ Py
[hnuj’ _;’_IJmn_.? + {Zhn—2 +3hy_y+ ]n ! }mn-] =Un-1 )

-2 Y2
Sistem persamaan linier (3.1.44) dapat disajikan dalam bentuk matriks HA/=U/ dengan

H{n—-])x(n—l)a M(n—l).‘cl dan U(H—-I)xi sebagai berikut :

h 2
hg+2h) +—2— noo e 0 0 S
hy Hy "y
hy Xhy+hy) - 0 0 ny -
0 0 CERS Z(hn_j’ +h”_2) h”_z n’f?—Z un_z
‘ 7 ,
f . h m,.. i,
0 0 R -] 2y y+ 3y =" L et Ll
‘ M2 hy 2 |

Dari matriks tridiagonal HM=U diatas terlihat bahwa sistem persamaan (3.1.43)
mempunyai #-1 persamaan dan -1 bilangan yang belum diketahui. Jumlah persamaan
sama dengan jumlah bilangan yang belum diketahui sehingga persamaan (3.1.13)

mempunyai penyelesaian tunggal.

Lemma 3.1.4. (Spline Parabolik) Terdapat sebuah spline kubik yang tunggal dengan

S"(a)‘EO pada interval [xg,x; | dan §"(5)=0 pada interval [xy1.%4 1.
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Bukti :
Dari tabel 3.1.1diketahui bahwa syarat titik ujung untuk spline kubik parabolik adalah

:’"0 = i
} (3.1.45)

My, =, |

Dua persamaan dalam (3.1.45) disubstitusikan dalam sistem linier (3.1.13) untuk
persamaan pertama (i=1) dan persamaan terakhir (/=n-1).
> Untuk /=1
hgmy +2(hy + Iy oy + Ay =y
homy +2( hy + Iy Jmy + gy = 1
(3hg + 20 Jmy + Iy, =y (3.1.46)
»  Untuk 7=n-1
;hnfzfnn_z 420 By o+  Jmy Ry, =g
By om0+ 2y o By J, gy _my_ g =,
By _omy_o +( 20y 5 + 3k, Jmy,_q = Uy (3.1.47)

Dengan persamaan (3.1.46) dan (3.1.47) maka sistem linier {3.1.13) menjadi :

(b + 2y Jmy + ymy =y \
Py + 2y + )y + Iy =g
3 (3.1.48)

oty + 20y 3+ By )y + Ry oMyt = tip_)

gty o +( 20y 3 +3by_ gy =ty J
Sistem persamaan linier (3.1.48) dé.pat disajikan dalam bentuk matriks HM=U .dengan

H{n—l)x(n—l): M(n"vl)xl dan U(n—l)x] sebagai berikut :
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3k, +2h, h, 0 0 m, u,
A, 2(h +h) - 0 0 m, u,
O e z(hn—B + hn—z ) hr:—2 fnan Hn-.'c‘
L hn—z 2hn—2 + 3hn—l _ _”’n—l _ _unm] i

Dari matriks tridiagonal HM=U/ diatas terlihat bahwa sistem persamaan (3.1.47)
mempunyai #-1 persamaan dan »-1 bilangan yang belum diketahui. Jumlah persamaan
sama dengan jumlah bilangan yang belum diketahui sehingga persamaan (3.1.13)

mempunyai penyelesaian tunggal.

Lemma 3.1.5. (Spline Periodik) Terdapat sebuah spline kubik yang tunggal dengan
turunan kedua dititik x; dan x,..; yaitu nilai $”(x,} dan $"(x,.;) diketahui .
Bukti :

Dari tabel 3.1.1 diketahui bahwa syarat titik ujung untuk spline kubik periodik adalah

mo = 8" (xp-1)
} (3.1.49)

iy, =8"(x;)
Dua persamaan dalam (3.1.49) disubstitusikan dalam persamaan linier (3.1.13) untuk
persamaan pertama atau i=1 dan persamaan terrakhir atau /=n-1
»  Untuk /=1
homig +2( g + hy Jmy + ymy = 1
hyS"(x,_y )+ 20 hy + Iy )iy + gy = 1
2 by + By oy + iy = up — ByS" (x,1) (3.1.50)
»  Untuk i=n-1

gty +2(By_o + By i) + By =t
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Iy oy 3+ 20k 3 +hy g Jmpg g +hy 1 S"(xp) =1y,

By omty o +2(hy o+ by g )m, | =w,_ |- h,_ ;5" (x;) (3.1.51)
Dengan persamaan (3.1.50) dan (3.1.51) maka sistem linier (3.1.13) menjadi :

20hg +hy)my+hpmy =u; ~hpS'(x,_;)

N

h[ﬂl] + 2(’?1 +h2)f??2 -I—/?:_)I’??S =U>

e (3.1.52)

Pg_ohiy_> +2(hy_3 +hy_o)my_o+hy_omy_ g =u, s

gty o+ 2 hy_a+hy_y Jmy_p=tp_p-hy 1S'0c;)

Sistem persamaan linier (3.1.52) dapat disajikan dalam bentuk matriks HAM=1/ dengan

H(n_,{)x(”_‘_u, M(H"UII dan U’(ng[‘)xl sebagai berikut :

Ay +h) 0 0 o ][ m-RS(h)]
Iy A +h) - 0 0 ny 1y
0 o Al 3 +y0) 2 Mp—2 lig—2
L hya 2(["';1»2 +‘r75'1-1)__mfr‘1~1_ [ty = Fy1 831 )

Dari matriks tridiagonal HM=U diatas terlihat bahwa sistem persamaan (3.1.52)
mempunyai #-1 persamaan dan #-1 bilangan yang belum diketahut. Jumlah persamaan
sama dengan jumlah bilangan yang belum diketahui sehingga persamaan (3.1.13)

mempunyal penyelesaian tunggal.

Contoh 3.1.1. Interpolasikan fungsi f(x) pada pasangan data (x,p) berikut : (-1.-7),
(1,7), (2,-4), (3.-1), (5,35), (6,30) dengan spline kubik alamiah S¢{x)} yang memenuhi
syarat §{-1)=516)=0 dan $” (1)=-21, §7(5)=-31. Gunakan hasilnya untuk menaksir

nitai pada x=41.
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Penyelesaian:

1. Menentukan nilai A(i) = Xjo1 —%;, d; = Q’L‘Ih_-?’—' dan u(i)=6(d; —d;_y )

1 X Yi o Y Vi d; di—diiy
0 -1 -7 2 14 7

1 1 7 1 -11 -11 -18 -108
2 2 -4 i 3 3 i4 84
3 3 ~1 2 36 18 15 90
4 5 35 i -5 -5 -23 -138
5 6 30 |

2. Membentuk sistem persamaan linier dalam (3.1.13)

2my+ 6+ my

my+ 4dmyt+mg

miy tOmy +2my

= .108
84

=90

2my+6my+tms =-138

(3.1.53)

3. Menambah dua persamaan untuk menyelesaikan sistem persamaan (3.1.53), my=0

dan m,, = 0 (spline kubik alamiah) sehingga sistem persamaan menjadi :

6m+
my+ 4yt i
my+omy +2my
2 +omy

Atau dalam bentuk matriks

6 1 0 0| m -108
1 41 0llmy) | 84
016 2{m| | 90
00 2 6|/ my ~138

=-108
=84
=90

=-138

-\

> (3.1.54)

(3.1.55)
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4, Menyelesaikan sistem persamaan linier tridiagonal (3.1.55) dengan algoritma 2.1.1
(dijelaskan dalam subbab (2.3)) sehingga didapatkan
m=-21.50, mpy=21.00, m3=21.56, my=-30.20.

5. Menentukan koefisien spline kubik S; ; dengan mengeliminasi nilai m; yang

diperoleh dalam teorema (3.1.1).

Soi=7 So,=14.17  S§55~0 Sos=-1.79
S,u_,;;ﬁ’ S;=-7.33 S17=10.79  §;:7=7.08
Sy =4 S5 =7.59 $,7~10.5 $5.50.09
S5 =-1 - S;=13.69  $3=10.78  Ss=-431
S40=35 S¢r=5.07 S¢27=-1510  S54+75.03

6. Menentukan polinom spline kubik di setiap selang ke-i.

So(x)=-T+1417(x+1)-1.79(x +1)°, —1sx<]
Si(x)=7-7.33(x—1)-10.79 (x—1)2+7.08(x—1)°, 1<x<2
So(x)=-4+7.59(x—2)+10.50(x ~2)2+0.09(x -2, 2<x<3
S3(x)=-1+13.69(x —3)+10.78(x—3)*-431(x~3)’, 3<x<5
84(3;)#35+5.07(xWS)—IS.IO(x—S)Z +5.03(x—35)°, 5<x<6

7. Menentukan nilai y(x) dengan menggunakan polinom spline kubik yang intervainya

mengandung nilaj x sehingga didapatkan :y(4)= S§3(4)=19.16
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3.1.3. Kecocokan Polinom Spline Kubik

Keistimewaan dari spline kubik adalah meminimumkan jalannya isolasi pada
masing-masing kurva. Fungsi f{x} merupakan fungsi kontinu yang terdiferensial dua

kali pada interval [a,5] dan menginterpolasi titik data {(x;.y; )}_, sehingga polinom

spline kubik menghasilkan suatu kurva mulus dengan lekukan sudut yang tidak tajam.

Sifat minimum vang dimiliki spline kubik dijelaskan dalam teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.2. Andaikan fungsi f €C’[aq, blterdiferensial dua kali dalam iterval [a,5]

dan Sfx) adalah polinom spline kubik yang menginterpolasi f{x) melalui {(x;,y; )},

dan memenuhi kondisi titik ujung S'(a)=f(a)dan S(b)=f(b). Maka
J.:[S"(x)]zdx < J:{f"(x)]zdx . ¢
Bukti:
j:[f"(x)rdt— I:[S"(x)]zdx= j: [f”(x )—S"(x )]zdx+2’[:S"(x)[f"(x)—S"(x. )]Jx(3.1.56)
b L " "
Pandang integral terahir dalam (3.1.56) yaituLS ( x)[f (x)—S8 ( x)]ix. Dengan
rumus pengintegralan parsial integral tertentu yaitu ﬁudv = [uv]f7 — j:vdu didapatkan :
b " ‘” v” b W " L b ” r 1
[s (x)[f (x)-S$ (x)}ixz—jas [F(x)-$ (x)]dx:LSd[f (x)-S'(x)]
_ b LEY ' ¢
5ol (e - S R 18" 0ol ()-8 g i

L’:S"(x )[f"(x )—S8"(x )]1,\— - j: S Colf (x)-S'(x )]ix (3.1.57)
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Dengan rumus pengintegralan parsial integral tertentu dan dari definisi 3.1.1 bahwa

§"(x) = 65; 3(x )untuk selang [x;,x;,1] maka persamaan (3.1.57) dapat ditulis :
118" colr oo ol 08" el 5ex))
=I5 ex lres)- seolf- Sl ()= (xis
=65, 527 (x) - S ) 5 =0

Integral (3.1.57) bernilai nol atau f:S”( x )[f ”( x)-S8 '_’( x )]ix =0, sehingga didapatkan
J':S "( x)f E (x )dx = I:[S”( x )]zdx‘ Akibatnya
[ : [f (x)-S (x )Fdx = j:[f"(x )]de - 2jjf"(x IS" (x )dx+ j:[S"(x )rdx

. f:[f"(x )]de - f: [S"(x )]de

Integran ruas kiri tidak negatif begitu juga dengan integrainya sehingga menghasilkan :

j:{Su( x.)]zdx Sf:[f K¢ x)]zdx- 1 (3.1.58)

Dari teorema 3.1.2 dapat dikatakan bahwa misalkan f{x) kontinu dan
mempunyai turunan pertama dan kedua yang kontinu pada selang a<v<h. Jika selang

[a, b] disekat menjadi a= x; <y <. <k,=b dan S(x) adalah polinom spline kubik dalam
subselang tersebut yang memenuhi S(x;)=f{x;) untuk 0<i<i7 dan S'( a)=f r( a ) serta

Sr( b):f'( b)maka ffx) dan Sfx) memenuhi ketidaksamaan (3.1.58) sedangkan

kesamaannya dipenuhi jika dan hanya jika f{x) adalah spline kubik S(x).
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3.2. Analisa Algoritma pada Interpelasi Spline Kubik

Algoritma yang digunakan dalam penyelesaian interpolasi spline kubik adalah
algoritma mencari koefisien sistem persamaan linear, algoritma eliminasi untuk sistem
tridiagonal dan algoritma koefisien spline kubi.k.‘ Untuk memperjelas  dalam
menganalisanya maka suatu algoritma disajikan dalam satu bahasa pemrograman.
Secara garis besar ketiga algoritma yang telah dijelaskan pada pembahasan
Sebeiurhnya dapat disajikan dalam bahasa pemrograman Turbo Pascal 7.0 dengan
type larikl=array{0..50,0..50] of real dan larik2=array(0..100]

of real;

> procedure mencari koefisienSPL(n:integer;x,y:larik2;

var a,b,c,d,h,u:larik2);
var i :integer;
begin
h[(0]}:=x[1]1-x[0];
df{0}:=(y[1]-y[0])/h[0];
for i:=1 to n-1 do
begin
hi{i]:=x{i+1]-x[1i];
diil:=(y[i+1]-y[d])/h[i]/
b(i]:=2*{h[i-1]+h[i});
ciil:=h[i];
cuflil:=6*(d[i]-d[i-1])};
end;
for 1:=0 to n-2 do
alil:=niil;

end;
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X

» procedure eliminasi untuk sistem tridiagonal{n:integer;
a,c:larik2; var b,u,m:larik2};
var l:integer;t:real;
begin
for i:=2 to n-1 do
begin
tr=ali-11/b(i-1];
biil:=b[i}j~t*c[i-1];
ufil:=uli]-t*ul[i-1];
end;
mn-1li:=u(n-131/bin~11;
for i:=n-2 downto 1 do
begin
mli}:=(ulil-c[i]*m[i+1])/b[i];
end;
end;
» procedure koefisien spline kubik(n:integer;
v,d,n,m:larik2;var s:larikl};
var i:integer;
begin
for i:=0 to n-1 do
begin
s[i,0]:=y[i];
si{i,1l:=d[i]l-h[i]l*(2*m[i}+m[i+1])/6;
s[i,2]:=m[i]/2;
s{i,3]:=(m[i+1]-m[1])/(6*h[i]);
end;

end;
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3.2.1. Running Time Algoritma Mencari Koefisien Sistem Persamaan Linear

Tabel 3.2.1. Nilai cost dan time pada prosedur mencari koefisienSPL

Langkah cost times ;
1. wvar i:integer; 0 0
2. begin 0 0
3. hi{0]:=x[1]-x[0]; c1 1
4. d[0):=(y[1]-y([C])/h[0]; e 1
5. for i:= to n-1 do Cs n '
6. begin | 0 0
7. hiil:=x[i+1]-=x[i]l; Cy n—-1 :
8. bl[i]:=2*(h[i-1]+h[1i]): Cs n-1 i
9. c[il:=h[i1; : Ce n-1 I
10. d{it:=(yv{i+1]-v([i])/h[i]: _ Cq n-1
1i.ufil::=6*{d[i}-dfi~-11); Cg n—1 .
12. end; 0 1 3
13. for i:=0 te n-2 do Cg n :
14. alil:=h[il- Cig n—-1
15. end; 0 1 |

Perlu di perhatikan bahwa fime pada baris ke-5 dan ke-13 sebesar » bukan #-1
karena sebelum loop for diakhiri, i mempunyai penambahan r#-1. Dengan kombinasi
cost dan time maka running fime untuk algoritma mencari koefisien sistem persamaan
linear adalah
T(n)=cr+cy +C3n+c4(n—l)+05(n—1)+c6(n—I)+C7(n:—1)+c8(n~1)+c9n +eypfn-1)

_2(6‘3 +Cy +C5 +Cg +C7 +Cg +Cy +Clo)ﬂ+(cl +Cg —Cq —C5 —~Cq —C7 —Cyg '—Clo)

atau 7{n)=an+b dengan a dan 5. Keadaan terbaik untuk kompleksitas waktu dari
algoritma mencari koefisien sistem persamaan linear sama dengan keadaan

terburuknya merupakan fungsi linear untuk # atau sebesar O(n).
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3.2.2. Running time Algoritma Eliminasi untuk Sistem Tridiagonal o

Tabel 3.2.2. Nilai cost dan lime pada prosedur eliminasi untuk sistem
tridiagonal

Langkah cost times

l. var i:integer;t:real; 0 0

2.begin 0 0

3. for i:=2 to n-1 do C3 n-1

4 . begin 0 4
S.tr=ali-1]/b[i-1] Cy n-2
6.b[1l:=bli]-t*c{i-11}; : C3 n-2
TJ.ufil=u[i]l-t*uli-11); Cy n-2

8.end; | 0 1
9.min-1):=uln-11/bin-11); Cs 1
10. for i:=n-2 downto 1 do : Cs n-1
11 mli]s=(u{i]~c[i]*m[i+1]) /B[] ; & n-2
12. end; o 1

Pada tabel 3.2.2 diberikan nilai untuk langkah tiap eksekusi (cosr) dan fime dari

masing-masing statement pada prosedur eliminasi untuk sistem tridiagonal. 7ime pada

baris ke-3 sebesar #-1 bukan #-2 karena sebelum foop Jor diakhiri, / mempunyal
penambahan #-1. Begitu juga pada baris ke-10 sebelum loop for diakhiri, i mempunyat .
penambahan n-1. Running time untuk total langkah yang telah dieksekust sebesar :
T(n)=cn-1)+co(n=2)+ecs(n=2 n+cs(n—-2)+cs+cgl(n—1)+cs(n—2)

= (cl +ey o3 teyq teg +c—,-)n+(c5 —€— 20y —2¢3 —2¢y — g —207)
atau 7{()=an+b dengan a dan b adalah konstanta yang tergantung pada nilai cost

statemen ¢;. Untuk kondisi best case, average case dan worst case mempunyai jumlah

Bab HI Interpolast Spline Kubik



3.2. Andalisa Algoritma pada Interpolasi Spline Kubik ) 60

waktu tempuh yang sama untuk menyelesaikan sistem tridiagonal yaitu sebesar

T(n)=0(n).
3.2.3. Running time Algoritma Koefisien Spline Kubik

Tabel 3.2.3. Nilai cost dan time pada prosedur koefisien spline kubik

Langkah cost times
1. var i:ilnteger; 0 0
2. begin ‘ ' 0 0
3. for 1:=0 to n-1 do s n+1
4. begin 0 0
5. s[3i,0):=y[1]: Cy n
6. s[i,1]:=d[di]~h[i]*{(2*m[i}+m[i+1]}/6; Cs n
7. s[i,2]):=m[3i]}/2; Cy n
8. gf{i,3}:r=(m{i+1l]1-m{i]}/ (6*h[i]): : Cs n
9. end; . 0 1
10. end; : 0 1

" Dari tabel 3.2.3 diketahui bahwa fime pada baris ke-3 sebesar n+1 bukan #
karena sébelum loop for diakhiri, /i mempunyai penambahan n+1. Sehingga total nilai
cost dan time dari algoritma mencari koefisien spline kubik adalah : |
T(n)=c|(n+1)+c2n+c3n+c4ﬁ+csn |

={ci+cy+e3+cq+eshte
Running time ini dapat ditulis dengan 7{#)=an+b dengan a dan b adalah konstanta
yang tergantung pada nilai cost (c). Sehingga algoritma mencari koefisien spline
kubik akan menyelesaikan suatu‘permasalahan dengan kompleksitas waktu yang sama

untuk keadaan terbaik dan terburuk vaitu sebesar 7(1)=0(n).
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