BAB 11

DESKRIPSI TEORITIS

2.1 Analisis Variansi Univariat pada Rancangan Faktorial dengan
Rancangan Dasar Rancangan Acak Lengkap untuk Model Tetap.
~ Analisis variansi univariat pada rancangan faktorial dengan vrancangan
dasar rancangan acak lengkap untuk model tetap digunakan untuk mengetahui ada
atau tidaknya pengaruh dua faktor yaitu faktor A dan faktor B serta menentukan
apakah terdapat interaksi antara faktor A dan B terhadap satu respon.

... Suatu percobaan.yang..terdiri dari dua..faktor--yaitu faktor A dan faktor B,
faktor A dengan a buah taraf faktor dan faktor B dengan b buah taraf fakor yang
masfng—masing diufang sebanyak n. Tiap kombinasi perlakuan menentukan suatu
sel dalam matriks. Sehingga terdapat sebanyak ab sel, masing-masing berisi n
pengamatan. Pengamatan ke-k yang diambil pada taraf ke-i dari A dan taraf ke~
dari B dinotasikan yj.. Model linier untuk analisis variansi dua faktor untuk
rancangan faktorial pada rancangan acak lengkap modél tetap:

Vi = 1 Tt B+ v+ e 7 D
=12, .2;j=12,..b: k=12, ..n
dimana:
Yi = hasil pengamatan pada taraf ke-i faktor A, taraf ke-j faktor B pada ulangan
ke-k.

W =rata-rata umum




T; = penyimpangan hasil dari nilai p yang disebabkan oleh pengaruh perlakuan
| faktor A taraf ke-i
B; = penyimpangan hasil dari nilai 1 yang disebabkan oleh pengaruh perlakuan
faktor B taraf ke-j
Yi = penyi‘mpangan hasil dari nilai |1 yang di_sebabkan oleh pengaruh interaksi
faktor A taraf ke-i dan faktor B taraf ke-j
gjk = pengaruh acak yang masuk ke dalam percobaan.
Model tetap karena perlakuan diambil secara khusus oleh pelakn
percobaan (Montgomery, D.C., 1990), artinya perlakuan ditentukan terlebih
dahulu oleh pelaku percobaan. Asumsi yang diperfukan pada anova dua faktor

- untuk rancangan faktorial dengan model tetap adalah:
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Karena telah melalui pengacakan, asumsi g independen dianggap telah
memenuhi. Pemeriksaan normalitas dapat diiakukan den:ganr membuat plot
probabilitas normal dari residual (gi).Langkah-langkah untuk membuat plot
probabilitas normal adalah sebagai berikut:

a. Menghitung nilai residual (éi;k) dimana-éijk = Yik —Y'-iu-w'}?_-j_ -¥




b. Residual dari masing-masing pengamatan disusun dengan urutan naik dari
yang terkecil sampai yang terbesar.
¢. Menghitung probabilitas kumulatif.

p =12 o
abn

d. Membuat plot antara ¢; dengan P;
€. | Jika titik-titik (e, P;) mendekati garis lurus dan lebih banyak titik berada
disekitar nol, berarti cukup beralasan untuk mengatakan bahwa asumsi Eijk
berdistribusi normal dengan rata-rata nol dipenuhi.
® Pemeriksaan asumsi homogenitas varians dapat dilakukan dengan uji Bartlett.

Misalkan ada k buah populasi berdistribusi independen dan normal, masing-

masing dengan variansi dan ukuran sampel adalah o, o)}, ey ©x> dan
Ny, M, ... ..., , M. Akan diyji hipotesis:

. . 2_ 2___ — 2 . -

Ho:o\"=02"= ... .. = ¢\ {varianst homogen)

H : paling sedikit satu tanda sama dengan tidak berlaku (variansi tidak homogen)

Statistik hitung untuk uji Bartlett menggunakan statistik chi-kuadrat yaitu:

X' = 2’3026{(“’%52)2(“; ~T)—Z::(n; - 1)logsi’}

Z(ni —1)51'2”

dimana :s°® = =

Z(ni _])
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. s’ =variansi dari sampel ke-i




dengan taraf nyata o, kita tolak Thipotesis Hp jikay® = % (-ai),
dimana y’g-ayx-n didapat dari daftar distribusi chi-kuadral dengan peluang (1-o)
dan derajat bebas = k-1. Lay out data untuk Anova dua faktor pada rancangan

faktorial dapat disusun pada tabel 1.

Tabel 1 Lay oui dala untuk Anova Dua Fakior uniuk Rancangan Fak(orial,

Faktor A Faktor B
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Notasikan y;. menyatakan total pengamatan pada taraf ke-i faktor A, ¥;.
menyatékan rata-rata taraf ke~i,ry ;. menyatakan total pengamatan pada taraf ke-j
faktor B, ¥ ; menyatakan rata-rata taraf ke-j, v; menyatakan total pengamatan
pada taraf ke-i faktor A dan taraf'ke-j faktor B, ¥;. Menyataka'n rata-rata taraf ke-i

_faktor A dan taraf ke-j faktor B, y.. menyatakan total keseluruhan semua.




pengamatan ke-ij, y. . menyatakan total keseluruhan semua pengamatan dan ¥

menyatakan rata-rata semua pengamalan. Dinyatakan secara matematika
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Untuk menguji ada atau tidaknya perbedaan nyata tentang pengaruh
masing-masing faktor dan interaksi antara dua faktor dapat menggunakan
hipotesis sehagai berikut:

1. Uji hipotesis untuk faktor A
Hoo o By, =u, =....=u, (tidak ada pengaruh faktor A terhadap respon)
"-'H[,,\;_- .uﬁtul;-sédik“i“’m-ya (.iua- ;Llyang Udak sﬁma (aciﬁ pengaruh fal\;m“r. A

terhadap respon) ' ' ' ' - {2)




2. Uji hipotesis untuk faktor B

Hop @ i, =p, =.....=u, (tidak ada pengaruh faktor B terhadap respon)
Hip : untuk sedikitnya dua 1 ; yang tidak sama (ada pengaruh faktor
terhadap respon) (3)

3. Uji hipotesis untuk mterakst A'dan B
Hopan @ Wy, =L, =.....= U, (tidak ada pengaruh interaksi A dan B terhadap
respon)
Hiap - untuk sedikitnya dua |1, yang tidak sama (ada pengaruh interaksi A dan
B terhadap respon) ' (4)
N }umml.ah kua.d;at“ lotai- te.rkorek-si vang diukur dari to-tal variabilitas dalam

data dapat ditulis sebagai:
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Susunan produk silang pada persamaan (5) adalah nol karena:
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Sehingga persamaan (5) menjadi
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Dimana

JKT : Jumiah Kuadrat total

JKA  :Jumiah Kuadrat Faktor A

| JKB : Jumlah Kuadrat Faktor B
IKAB : Jumlah Kuadrat interaksi AB

JKE ; Jumlah Kuadrat Error
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Persarmaan { 6) secara simbolik dapat ditulis sebagai:

JKT = JKA + JKB + JKAB + JKE
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Statistik uji untuk hipotesis pada persamaan (2}, (3), dan (4) adalah:

JKAHa-1)  KTA

o = <= 8
“JKE/ab{n-1) KTE Q
17T —
2 T = KB/(b-}) _KTB ©
*®IKE/ab{n-1) XTE '
JKAB/(a—1¥b—1) KTAB
3. Fpup = : (’1 ){ ): (10}
JKE /ab(n ~1) KTE
"dimana:

KTA :Kuadrat Tengah Faktor A
KTB : Kuadrat Tengah Faktor B
KTAB : Kuadrat Tengah Interakst AB
KTE : Kuadrat Tengah Error
Statistik pada persamaan (8), (9} dan (10) masing-masing mengikuti
distribust Faabme1), Fo-rsabge 0 Fa-1)b-13: alxn-1)-

Pengambilan keputusan untuk hipotesis pada persamaan (2), (3), dan (4} yaitu :

I. menolak Hpa @ 1, =, =....=u,, itka Foa = KTA/KTE > Foo ot bty
2. menolak Hop: u, =1, =....=f,, jika Fop =KTB / KTE > Fo.po1 e
3. menolak Hoap : By, = Hp = =W Jli’\a Foan=KTA/KTE > Fy, a1y -13abm-1)
Tabel 2 Analisis Variansi Dua Faklor Rancangan Faktorial Rancangan Acak Lengkap Model
Tetap.
Sumber S dk KT Fo Flabel
variuasi
Faktor A JKA a-1 KTA KTA/KTE | Foo oot cabine1y
Faktor B JEB b-1 KTB KTB/KTE | Fy.p ebtn-1)
Interaksi AB | JKAB | (a-1)(b-1) 1 - KTAB 4 KTAB/KTE | £, . ymy wabinen)
~ Ewor ¢ JKE | vab(nel) | KTE . - =
Total JKT abn-1
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Penolakan terhadap hipotesis nol menunjukkan adanya perbedaan anfara
vektor rata-rata perlakuan schingga diperlukan uji lanjut. Jika hipotesis untuk
interaksi berbeda nyata maka hanya dilakukan uji lanjut untuk interaksinya saja.
Tetapi jika hipotesis untuk pengaruh interaksi tidak berbeda nyata dilakukan uji
lanjut untuk pengaruh faktor yang berbeda nyata.

Misalkan faktor A yang berpengaruh terhadap respon, maka ﬁji rata-rata
perlakuan secara individu dengan kontras ortogonal dapat diuraikan sebagai
berikut: Kontras antar vektor rata-rata populasi uuntuk fator A didefinisikan

sebagai :

BTy = Oy Oy e F R, . D)

i=1

dimana c¢; konstanta yang merupakan koefisien koniras dan Zci =0,

Kontras 8 diestimasi dengan kontras rata-rata sampel

§=D 0¥, = 0¥, +6F, +. 40,7, (12)
i=!
hipotesis untuk kontras adalah

Ho: 0= Zci_ui_ =C . tCl, Fan. +c,u, =0
i=1

Hi: & =Zciui. =0 +FC,i, +oliteu, #0 ' (13)
i=f

Hipotesis pada persamaan (13) dapat diuji dengan

pe= - 14
3 | (14)
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yang mengikuti distribusi t dengan derajat bebas ab(n-1). Selain itu hipotesis pada

persamaan (13) dapat diuji dengan bentuk kuadrat pada persamaan (14)

2 2 n’ .
52 H[ZCJ;) Zci&
. 1=l

F=t2 — = i=]
Se KTE

51

(13)

yang mengikuti distribusi F .1y Pengambilan keputusan yaitu dengan menolak

(Hines, W.W, and Montgomery, D.C., 1990)

2.2 Matriks
Di bawah ini akan dijelaskan tentang kebergantungan linier antara vektor-
vektor dan tentang rank suatu mairiks yang akan dijelaskan pada definisi 2.2.1 dan
definisi 2.2.2.

Definisi 2.2.1 vektor aj, 8z, ................., & dikatakan kebergantungan linier

(tidak bebas ]i_nier)_ jika terdapat konstanta Cl €2 vrnvn e ,Cn {tidak semua nol)
sehingga

cratcrart ... tcpa,=0 - (16)
jika tidak demikian véktor Aty A2, oeeeeiennnenny Ag adalaﬁ bebas . linier.
Cl, €2y vvnevnes ol .0sCp Disa dicari dengan sistem persamaan linier,

Definisi 2.2.2 :Rank dari matriks A yang dinotasikan dengan R(A) didefinisikan

sebagai jumlah maksimal baris atau kolom yang bebas linier.

-~ - -Rank dari-suatu matrik dapat -ditentukan mulai dari- menghitung-setiap - - - -

determinan berordo terbesar untuk memastikan apakah diantaranya ada yang tak



nol. iKarena suatu determinan tak nof menentukan baris atau kolom yang bebas
linear, maka rank suatu matriks ditentukan oleh maksimum banyaknya baris atau
kolom datam matrik itu vang bebas linier.

Contoh 2.2. 1. ):

Misalkan A adalah matriks bujursangkar berukuran 4x4. Apakah vektor kolom

dart matriks A bergantung linear dan berapakah rank A 7

2 3 5 2

-6 - 3 5
A=

3 12 -2 -1

-3 1 4

Pandang matriks A sebagai vektor-vektor kolom, substitusikan keempat vektor itu

ke dalam persamaan 2.2.1 didapat :

AL

c, k!
o -2
o m

Cs 0
¢, 0 |

sehingga dapat disimputkan bahwa himpunan vekior ay, az, a3 dan a; memenuhi
persamaan |
Jar-2ayr(Waz+{0)a=0

atau kelipatan skalanva. Jadi keempat vektor itu bergantung linier tetapi himpunan

vektor a»,a3 dan ay adalah bebas linear, sebab persamaan

R
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CraztCiastcaar=10
hanya benar jika c;, c3 dan ¢y semuanya nol. Kebenaran kesimpulan ini dapat
ditera dengan memasukkan vektor as,a; dan ay ke dalam persamaan (21) jika

diselesaikan dengan metode eliminasi :

r A

3 5 {2 {

-9 3 5 0
c, +Cy +C, =

12 -2 -1 0

-3 ] 4] |0
3¢+ S+ 2¢:=0 | ' (17)
O¢y +3ca+ 5¢,=0 {18)
12¢5-2¢3-¢4=0 (19)
-303‘*’03 + 40420 (20)

dari persamaan (17) dan {18) diperoleh :

18c; + 11ca=0 (21)
dargi persamaan {18} dan {19) diperoleh :

-6c3 + 15¢4 -0 - (22)
dari persamaan (21) dan (22) diperoleh : ¢4 =0
dari persamaan (21) diperoleh : ;=0
dari persamaan (22) diperoleh : ¢;=0
Dari metode eliminasi di atas diperoleh :c; =¢3=c4=0
jadi himpunan vektor aaz dan a; adalah himpunan yang bebas Jinear dan
R(A) = 3 karena jumlah vektor yang bebas linear adalah tiga.
' ';D;zﬁni.s.r'. 2 2.'3;:1%11';z;lkan'A ada.l.ah' meﬁriks Eujurséngkéf béruicuran j;ﬁclp..'.';l"race dari. -

matrik A ditulis tr(A) adalah jumlahan dari elemen-elemen diagonalnya, sehingga




tr(A)= i a;, (23)

Sifat-sifat dari trace adalah sebagai berikut, misalkan A dan B matriks
bujurangkar berukuran pxp dan x vektor berukuran p x I, maka :

(A £ BY=1r(A) £ tr(B) 24)
2. tr(AB) = tr(BA) ' (25)

3. untuk A dan B matriks simetris,

PP

tr(AB) = z > a i (20)
B

4, x'Ax =tr{x'Ax) =ir(Axx') (27

Berikut ini akan dijelaskan tentang determinan beserta sifat-sifatnya : -
Definisi 2.2.4.misalkan A matrik bujursangkar berukuran p x p
I, My adalah submatrik dari matrik A berukuran (p-1) x (p-1) yang diperoleh

dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari matrik A

2. Determinan matrik A dinotasikan dengan |A| adalah skalar yang didefinisikan
sebagai:
|A] =an jika p=1 (28)

’Al =2 1&22 —dizén jika p==2 7 (29)

M

‘Aj jzp]:aij |

-nH jika p>2 (30)

Sifat-sifat determinan adalah sebagai berikut, misatkan A matrik berukuran pxp
. 1. Untuk matrik definit positip A

|A[>0 | (31)




2. Untuk matrik bujursangkar A dan B berukuran pxp
|AB| = |A] B! (32)
3. Untuk matrik nonsingularA

i

A= - (33)
4. Uniuk ¢ skalar
[c Al=cPla (34)

Matriks ortogonal dalam laporan tugas akhir ini digunakan dalam pengujian
rata-rata perlakuan secara individu pada kasus multivariat. Berikut ini definisi
matriks ortogonal beserta contohinya.
Definisi 2.2.5. - Matrik bujursangkar P dikatakan ortogonal jika P'P = PP'=1
Con?t()h 2.3.3.
Misalkan P adalah matrik bujursangkar berukuran 2x2. Akan ditunjukkan bahwa
P adalah ortogonal.

(L]

it

I =1

J2 V2

ry 1171 1

Y Y T = i 7
oL gL =y joog

2 22 A2

M
—

S5l
it

.hd

-

I
& -51-
HlLE)-
e

—
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Setiap persamaan kuadrat dapat kita hubungkan dengan suatu fungsi
vektor f{x) = x'Ax. Fungsi vektor yang demikian dinamakan bentuk kuadrat.
Bentuk kuadrat yang lebih besar dari nol disebut definite positip. Definisi 22.6
dijelaskan tentang definisi definit positip.

Definisi 2.2.6. - x suatu matrik kolom berukuran px! dan A matrik bujursangkar
berukuran. PXD. Jika X’Ax > 0 untﬁk semua harga x kecuali x = 0 maka x’Ax
disebut definit positip.

Contoh 2.2.3

. , 2 -1 3
Diketahut: x=t |, A=
1 0 5

- Akan ditunjukkan bahwa x'Ax adalah definit positip.

x'Ax = [2 1][;1 ﬂmfwo

karena x'Ax > 0 maka x"Ax definit psitip

Differensial tingkat satu digunakan untuk menentukan estimator
maksimum Likelihood untuk parameter dan sebuah fungsi distribusi. Differensial
pada vektor dan matriks dijelaskan pada definisi 2.2.7 berikut dengan sifat-sifat
dan contoh untuk menunjukkan bahwa sifat-sifatnya itu benar.
Definisi 2.2.7:
1. u = f(x) = f{(x1,%2,....., %p) adalah fungsi skalar dari  varabel x;,x,,....., X,.

Differensial parsial tingkat satu u terhadap vektor x didefinisikan sebagai:
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du ]
ax
cu !
—— =] fu (35)
ox | ax,
Eilu
L ax T2
2. u=f{A) = f{ay,........, app) dimana A matrik simetris. Differensial tingkat satu
u terhadap matrik A didefinisikan sebagai ;
[0 o]
da, G,  Oay,
a_u — o &u du (36)
oA fay Duy, diy,
Boa @
[0, da, 8y |

Sifat-sifat derifatif parsial tingkat satu pada vektor dan matriks adalah sebagai

berikut, misalkan x, a vektor berukuran pxl dan A dan B mairik simetris

berukuran pxp

1.u= xa' = ax'

ox ox
2. u=x'Ax
Ix'Ax = 2Ax
ox
otr(AB) .
3, ————~ =2B - diap(B
A &(B)
aln|A|

CZE LA~ diag(A™), A non singular
" g(A™) g

(37)

(38)

(39

(40)



Conich 2.2.4

Misatkan x dan a veklor berukuran 2x1, A dan B matrik simetris berukuran 2x2.

+

Tav

X a a a
1 ] 11 2
a= A= '
Xs a, Ay An
L oxa' Oax!
Akan ditunjukkan bahwa—— = —— =a
ox Ox
X X,a
{ [}
xa' = [a, a_,_] =
X, X,a,
Oxa' rﬂ]
= =3
ox Lal
R &%
ax' = Ky Xa|=
a, asX,
cax' | q
- = = a
ax a,
o X Ax
Akan ditunjukkan bahwa ——— = 2Ax
(5.4
a a X
i 12 i
x'AX "—‘[xi xz] —|
T T Ay an |[x,
A 2 . .2,
A = “an F2xixpan st an
Ox' Ax
e 22Xy A1) 2 X 212
Ox,
Al .
Ox'Ax .
ST =2 xpap 2% an
ox,
ox' Ax
AAx | x| 2x8,, +2x,8,
Rl ol =
% ox' Ax 2X,8,, + 2X 85,

an aw"' Xy

by, bu-
b'.‘.| bll

B=

2
j o




—— =2 Ax
X
. el
¢ Akan ditunjukkan bahwa (_1—1:’7“3—) =2B — diag{13)
[/

Sesual dengan persamaan (25
gan p

P B
r(AB)=2 > a;b,

i=) it
a,b, +a.b,+a;b, +a,b,,

= a
Otr(AB) _| by 2by
8A {2b, b,

2B—d]ag(B)—_—2{bﬂ b]:“- {b“ 0 ]
: by bu| |0 by

o]

2b21 bzz _|
Jadi dapat ditunjukkan bahwa M =2B — diag(B) .
A
o 51n|A| P ,
Akan ditunjukkan bahwa i =2A" —diag(A™), A non singular

|A! = ayézz — a1282)

!11|A| =In(ajja2z — apan)

SnjAl i a, —2a,
CA Apdy, —Apdy |28, A,

J f P _an—}

A_l -
Ay 8ay — 8,8, Lﬁazl an J
—a | 0
a,, 8,1 8y
2Af17ciiag(A"1)=2——l [ b 'I -
' A[ 8., —8,8y L”azl ay, J L 0 ayy i




24

oln|A
Jadi dapat ditunjukkan bahwa ——a/l\il =247"— diag(A™), A non singular

(J. Leon, Steven,2001)

2.3. Distribusi Normal Multivariat

Kebanyakan prosedur inferensi normal muitivariat didasarkan pada
distribusi normal univariat. Meskipun kebanyakan data yang sebenarnya tidak
pernah tepat normal multivariat, distribusi normal multivariat sering digunakan

untuk aproksimasi distribusi yang sebenarmya.
Fungsi probabilitas dari distribusi normal p variat dengan vektor rata-rata 1t dan

matriks kovarian X dijelaskan pada definisi 2.3.1

Dqﬁn.ﬁvf 23.1. :-Suatu vektor random y' =[y, Yo o oo yI,J’ berukuran pxl,
dikatakan berdistribusi normal p-variat dengan vektor rata-rata i dan matrik

kovarian ¥ yang dinotasikan dengan Np(w,Z), jika mempunyai fungsi probabilitas

sebagai berikut:

i ! o
)= r—— [Z2 expi-(y - ) =7 (y - )/2 (41)
dengan -w <y<eo,i=1,2,........p dan matriks kovarian % definit positip.

Pada theorema 2.4.1 akan dibuktikan bahwa, Jika y berdistribusi N1, Z),
fungsi pembangkit momen dari y adalah :M(t) = ¢ Cp+2t/2
Theorema 2.4.1
Jika y berdistribusi Ny(p1,X), fungsi pembangkit momen dari y adalah :

SMEREERZ




Bukti :

Fungsi pembangkit momen dari y adalah : My(t) = E(e tlY)

My(t) = T ........ T cty ﬁmi‘] expl-{y —)'=" (v — )/ 2)dy

Jan

o ol 1 -1

My(t)“—-_[ ........ j W[ZP explt'y—(y—u)'E“(y—p)/Zde

frn

o

My(t) = T.,, ........ oi (J;Tn),;zp ¢

fu+t EUQ o= REYE (r-p-E0) /2 dy

JIR Y T T o e
My(t) — et !-l'+t Et/Z j ...... I (__77: [Z} 5 e—(y—;x—):t) T (y-p-Ley/ 2 dy
o ey

My(t) =t HHEEE2
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Pada distribusi normal muitivariat ada dua parameter yang nilainya tidak

diketahui yaitu vector rata-rata p dan matriks kovarian £ untuk itu nilai dari

parameter harus diestimasi. Metode yang sering digunakan untuk menentukan

estimator dari parameter adalah metode maksimiim Likelihood. Dénsitas bersama

dari y1, ¥2, «ooevennn. , ¥n disebut fungsi Likelihood. Estimator maksimum

Likelihood adalah nilai parameter yang memaksimalkan fungsi Likelihood.

Berikut ini akan ditentukan estimator Likelihood dari p dan X untuk suatu sampel

random dari distribusi normal multivarial,

‘Theorcma 2332

JKa Y1, Y29 covanennnnn , ¥ vektor random yang independen bérdistn’busi Np(1.Z),

“maka estimator maksimum Likelihood dari p dan £ adalah.
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il
|

=23 r-Fhy -7 oW 3)
dimana W= (y =¥ Xy —¥)'adatah vektor berukuran pxp

bukti :

fungsi Likelihood (densitas bersama) dari y; adalah hasil kali densitas dari

masing-masing yi

L(.2) = H(J_;_T

L(H,E)- = (Jg‘%ﬂ)ﬁ; |Z|:2£ expli-—i (}', —u)'E" (y, —-;L)/ 2] | (44)

i=|

1 .
|Z|"i e T E (/2

Selanjutnya akan ditentukan nilai dart p dan £ yang memaksimalkan persamaan

(44). Berdasarkan persamaan (18)dan (21):

Z (-0 2y -y = Z 1r( ) = (yi- )

i=1

==Y (-0 -] (45)
Z (yi- 1) (y."—n)'=i Gi-y+y-wly, -7+7-n)
=3 H- T Y ) F -n)
i=1 i=|

DINCERIEES WERRIE,

i=!

karena . (51-F)(F k) =(2 - Z F-w) =@y -3 -w)=0

b=t
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n

Y G-wb-w =Y G- -y 0 F-F-w)

i=1 i=1

=W+n f-piy-n) (4)
substitusi persamaan (46) ke dalam persamaan (45) kemudian substitusikan ke

dalam persamaan {(44), sehingga diperoleh :

1 1
L(u2)= X
7 ) |

Karena log natural adalah fungsi naik, maka In L. akan terjadi pada titik yang sama

H expl-tr T (W + n (F - p)(¥ — )72 (47)

dengan maksimal L. Pengoperasian dengan In L untuk mempermudah dalam
. pendiferensialan. Dengan pengoperastan In pada L diperoleh :

1

In L{p,Z) =-np 111(\/%) - %in EI - —tr }Z'I(W Ty —uly - p,)') (43)
L

berdasarkan persamaan (44) dan (47) diperoleh

0 L) = -0p In(+27 =2l [B] - e (2 W) (- W' (F-1)
InL(1.%) = npln( 27 - gm 15 -%tr W) )

L (A, [Roall Pt B o T 15
5()’ R T A S R TRNT ST
karena T simetris maka (Z7)’ =27, sehingga

InL(1.%) =npin(@)~—;-ln 1) —%tr W) I Y-1E ) -E T+t 'y

(49)



Untuk menentukan estimator maksimum Likelihood untuk u, In L(w,Z)
didiferensialkan ke u dan menyamakannya dengan nol. Berdasarkan persamaan
35) dan (37) diperoleh
Aln L{u, X) _0

o

0+0+0- 2 (0-Z'F-Z'F+2Z')=0

Ely-z'p=0
EYi=2'y

~

=

.?-q”

(50)

sebelum pendifrensialan In L{p.X) untuk mendapatkan X, substitusikan

4

persamaan (50) ke dalam persamaan (48) dan berdasarkan persamaan (30)

ey

2

sehingga persamaan (2.3.9) dapat ditulis :

dengan pengoperasian In pada kedua ruas diperoleh ]n'E"‘! = —in|2|,

In L{{t.2)=-np ]n(@)—i—g]n |z"“ —%tr (W) (51

persamaan (51) didiferensialkan terhadap ™' dan menyamakannya dengan nol,
berdasarkan persamaan (34) dan (35) diperoleh

L) .

A1
v
7

S I | I
Q+npnX- %d:ag(Z)ﬁ-W+5d:ag(W)=U- .-

3= %diag(i) =_—1—_diag (‘Wr-%diag (W) (52)
n
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ditiotasikari :
I Gy e 6'{7_ Hw“ Wy e Wlpﬂ
Gy Ty - 6_2,: Wy Wy oo Wan
3= W’
&p] G','ﬂ "pp— _‘“,pl wpz ..... pr_
F&I 1 O ..... 0 ] _W " 0 ..... 0 T
0 On 0 0 w, 0
Diag (£)={- - ‘ Diag (W) =
0 o 6mu _(). 0 e W |
Perhatikan untuk selain elemen diagonal diperoleh
. I .
Oy = ;W_iu’ 2k (53)
perhatikan untuk elemen diagonal
. O i Wy oWy
L 2n
Si Vi
2 2n
W ..
G, =—*~ (54
Y n 54)
dari persamaan (53) dan (54) dapat disimpulkan bahwa
~ 1
L=—W (55)
. n .
i

sehingga estimator maksimum Likeliliood untuk ¥ adalah 3 = — W .

=
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Sifat-sifat fungsi pembangkit momen distribusi normal multivariat adalah
sebagai berikutl, misalkan y; independen berdistribusi Np(p,Z) dan b veklor

konstania dan a konstania ;

L My (0 = My(D) et P (56)
7. Mi)’: (1) = REEINTE D ST (57)
i1
3. My, (1) = M,(at) ‘ (58)
oo

4. My=clnttome (59)
Dimana ¥ = — Z yi adalah vektor rata-rata dari n pengamatan

. i 1 B o oo o o

Theorema 2.3.3,

Jika a5, aa, ... ..., @y konstanta dan oy, Y, ool y. independen
berdistribusi Ny(j1,Z) maka ayyiberdistiibusi Ny( Y ait, » a°Z)
Pl i1 i

Bukii

Berdasarkan persamaan (58)

‘Ma y, (t)=exp {:1,1';& +ni2t"2t/2}

M

| (t):exp{ t'z RILL—H'Z :1,22‘,&/2 } ' (60)
i1 i-l o

.Z a,y,

Persamaan  (60)  merupakan  fungsi  pembangkit.  momen  untuk

5 sz

b=l i-1

(Johnson, R.A., and Wichern, D.W, 1982)




2.4, Disrtribusi Wishart
Distribusi Wishart memegang peranan penting dalam prosedur inferensial
multivariat. Distribusi Wishart dapat diturunkan dari distribusi normal multivariat.

Akan ditunjukkan fungsi densitas dari distribusi Wishart,

Definisi 2.4.1 Jika matrik A =_Z z; z;; dengan z independen berdistribusi

i=]
Ny(0,Z), maka A dikatakan berdistribusi Wishart dengan derajat bebas n dan
matrik kovarian %, dinotasikan dengan Wy(n,X). Subskrip p menunjukkan ukuran

matrik A untuk n = p, A mempunyai fungsi densitas :

[ — 1
' "IAFM e exp[_“'.i.'ti'i‘,“'A] '

WAl Z)={ o s

n ﬁl"(lz (n+1)- i) , A definit positip (61)
I=1

\O’
Akan ditunjukkan bahwa matrik W seperti pada persamaan (43)

berdistribusi Wy(n-1,% )

Theoréma 2.4.1

Misalkan vektor random yq, yz, .......... , Yu independen berdistribusi N[{u,Z) dan
didefinisikan vektor random zy, z3, ....... , Zn dengan:
21 =2 Py Yy 2= ) Dy Vi Za= ) Dy Vi

j-l j:] j]

diambil matrik oﬁogonaf P = [p;] berukuran nxn di mana baris pertama matrik P

..a-da-lah{ L L:l ,-didéﬁnisikan z %Zzlz,', maka -

.
R k=

- 1. Zy berdistribusi Np(0,Z) untuk i= 2,3, ... ,n
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1. Ziberdistribusi Ny(0,Z)untuk i=2,3, ... ...

2. Z =W berdistribusi Wy{n-1, X) dimana
W=> (v, - 7Ky -7)
. i=1
Bukti
Karena P matrik ortogonal P'P =PP'=1, pandang py elemen dari matrik P

1 1

7;— —\71_1—1— ........ \/E:l didapat

dengan baris pertama dari P adalah {

L > pip; =P, (62)
=
dimana p,; = 0 untuk r = s dan pes =T untuk r=s

P n
2. berdasarkan persamaan { ) dengan mengambil r = I didapat Zpu = 0 untuk

3. Karena P'P=1

iprjp,; =iprjpd —PyPi =95 L (64)
=2 r={ n
Bukti bagian 1
z; berdistibusi normal karena distribusi bersama dari yy, ya.........,ys adalah
normal dan z merupakan fungsi linier dari yi, y2,........ Ve Z1, F2y .o , Zn

berdistribusi normal bersama sehingga untuk menentukan independensi cukup

ditunjukkan cov(z,,z,) = 0 untuk semuar # s



COV(ZnZs) = E[ (z‘_ ~E(z,)) (z‘ ~E(z.) ]

n / n

:E:[ji]pﬂj"E(Zprin D ;p‘y’ E(Zpiyi B}

\ i

n

=E iprjyj lzprﬁ(ips'y L":‘p“}

AN =t

||

i=l

s ,
=E Zp;j {3i- 1) ][Zpsi (yi- 1) } :|

13 n

=E| 22 04s (yj_u)(yim'u)’ )

j=t =l

3 p,pe B by -0 —n) )

171 =l

n 1

p psl p’]

=i
di mana py =1, jikai=) dan p; =0, jika 1]
diperoleh E( (yj —u)(yi —u)‘ ) = pi L, karena y; dan y; independen 1 = J,

selanjutnya didapat:

f’ n n n
cOV(zrzs) = L 2.2 buby 0 )E = [Z p,jpsj}'ﬁ =prZ (65)
gt o=l R )
Sehingga berdasarkan persamaan (62) cov{z,z;} = 0 untuk r = s, yang
menunjukkan bahwa z,, z; independen, sehingga zi, za, ........., Z, independen.

Sekarang akan ditentukan rata-rata dan kovarian dari z,

' Untuk r=1

£ () =E[ >y 5 ] =3 0, B3 =Y p,
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untukr=2.3, ... n

£ =E 3, ]:Zp By =1 p, =0

Ui
Karena berdasarkan persamaan (65) cov(z,) = I, sehingga % berdistribusi
Ny(0, Z), untuk r=2,3, ..., n

Bukti bagian 2

r=2

Z= Z 2% =. ( .ijYJ' H};p v ]

= Z (Pnyitpey2to..... F DY) P YT PaY2 v + P ¥n )'
=Z (pripryry, *pa Pay2yY, +...... + Do Po¥a Y, Vo)

= :ZZ [ZTPHPU Yi yl }

=1 1=]

—ZT [anp ]3’; Yy

r=2

n n 1 n n
'=Z Py ¥i ¥ _;ZZ Yy,
i= 1

=t i

karena Py = 1, untuki= J, sehingga didapat':

SEEEhED

j= i

52 viy,' -0y ¥

i=}
=) Ny Ry Y-nyyeayy
i=1
=Z(Yi - ?Xyl - ?)‘

- i=l

=W



karena z berdistribusi N(0,Z), sehingga berdasarkan definisi 2.4.1 Z, =Y 7.z,

i=2
berdistribusi Wy(n-1,Z) dan oleh karena Z = W, sehingga W berdistribusi
Wi(n-1,%).

Theorema 2.4 2.

Jika A; berdistribusi Wp(my,Z) dan A, berdistribusi Wp(ny,XZ), maka A; + A,
berdistribusi Wo(n+ ny, L)
Bukti:

A dan A; dapat ditulis dalam bentuk

i,

Ay =_Z

]
e !
z.z,
i=]

|'||+I'I:

A= Z zz,

=y +1

Di mana z; independen berdistribusi Ny(0,X) sehingga :

ny m¥ny ny+n,
—_— 1 | J— 1
AI+A2_§: zizi+§: zizi_E: Z;Z;
i1 i=n +1 i

karena Z; independen berdistribusi Np(0,2), sehingga A; + A; berdistribusi

Wi+ np,2)

2.5. Statistik Hotelling’s T*
Statistik hotelling’s T? mempunyai peranan penting dalam pengambilan
inferensi pada kasus multivariate. Statistik hotelling’s dapat digunakan untuk

imenguji hipotesis vector rata-rata dalam kasus multivariat. Definisi dari T2 adalali:




Definisi 2.5.1 :Misalkan z vektor berakuran px1 berdistribusi N0, Z) dan A
mairiks berukuran pxp berdisrtibusi Wi(n, ¥), dengan z dan A independen

variable random T? dengan ukuran p dan derajat bebas n, didefinisikan:

Distribusi Hotelling’s T* dapat diturunkan dari definisi 2.6.1.





