BAB I

MATERI PENUNJANG .

Sebelum membahas lebih jauh tentang bahasan utama dalam Tugas Akhir
ini, akan diterangkan lebih dulu materi penunjang yang berkaitan dengan bahasan
utama tersebut. Diantaranya adalah Matrik, Sistim Persamaan Linier, Persamaan

Regresi Linier Berganda, dan Multikolinieritas.
2.1. Matrik

Matrik adalah susunan berbentuk segi empat yang dibatasi tanda kurung
siku [ ], kurung biasa ( ), dan bentuk | | dengan elemen-elemen yang tersusun

dalam m baris dan » kolom.r

Secara umum matrik dengan m baris dan » kolom disebut matrik order

m x ndan dinyatakan dalam bentuk:
ay Ay ay,
A= a4y 9y Don
aml amZ o amn

Jika A adalah matrik order mxn maka transposenya adaiah A, yang

merupakan matrik ordern x m, yaitu:

ay 4y 4y
Al = @ Ay 0 Gy
aln aZn anm




Definisi 2.1
Matrik A dikatakan telah dipartisi jika matrik A dipecah menjadi submatrik-
submatrik dengan memberi sekat garis horisontal diantara dua baris dan/atau

garis vertikal diantara dua kolom

Contoh 2.1
Misalkan matrik A:
5 5 8]
A=(10 9 -—7| dapatdipartisi menjadi
7 4 2]
5 i 8] .
o 2] PR
74 2]
dengan :
5 5 8
= R=
10 9 -7
Q=[7 4] s =[]

Definisi 2.2
Jika A dan B adalah matrik bujursangkar nxn sedemikian hingga
AB = BA =1 maka B disebut invers dari A (dinotasikan dengan A™') dan A

disebut invers dari B (dinotasikan dengan B™).




Contoh 2.2

Misalkan

1 212 2 2 21001 2 1 0
AB = =12 ° =BA= =i
[43}[% %‘} {%%‘43 0 1

maka A adalah invers dari B dan B adalah invers dari A.

Definisi 2.3
Operasi-operasi berikut disebut transformasi elementer pada suatu matrik A:
1. Pertukaran baris ke-i dengan baris ke-r , dinotasikan dengan H_(A)atau,
Pertukaran kolom ke~ dengan kolom ke-s, dinotasikan dengan K, (A)
2. Perkalian setiap elemen baris ke-/ dengan skalar £ tidak nol, dinotasikan
dengan H*(A)atau,
Perkalian setiap elemen kolom ke-f dengan skalar £ tidak nol, dinotasikan
dengan K{7(A)
3. Penambahan pada elemen-elemen baris ke-/ dengan £ kali elemen-elemen
‘padanannya dari baris ke-, dinotasikan dengan' H*(A)atau,
Penambahan pada elemen-elemen kolom ke-j dengan £ kali elemen-
elemen padanannya dari kolom ke-s, dinotasikan dengan K {’(A)
Transformasi pada pernyataan pertama masing-masing operasi disebut
operasi baris elementer sedangkan pada pernyataan kedua dari masing-masing

operasi disebut operasi kolom elementer.




Invers dari suatu matrik bujursangkar A dapat dicari dengan menggunakan
~operasi baris/kolom elementer. Caranya dengan mentransformasikan matrik A
menjadi matrik identitas | melalui operasi baris’kolom elementer. Lalu dengan
urutan operasi baris/kolom elementer yang sama, matrik { diubah menjadi A™.

Untuk memudahkan, matrik A dan | dibuat dalam satu matrik (disebut

matrik augmented) yaitu [AI 1 ]

@ @ o a0 - 0

dy Gp = @G0 1 - 0
a, 4, a0 0 1

Sedangkan matrik hasil transformasi adalah (Il A7 ) atau

10 - 0lg, @ - a,
0 1 - Ola, & - a,
6 0 .1 ay dy - dy

Contoh 2.3

Misalkan

1 2 ' 1 0
A= -dan matrik identitasnya |l =| _ .
4 3 0 1

akan dicari invers dari A.

1 2|11 0O
Misalkan matriks yang diperbesar untuk A dan | adalah [4 3l 0 1]

dengan transformasi elementer baris akan diperoleh:




1 201 0]l gew[1 211 o] ygo [5s 105 o

21 1 H21
4 3{0 1|—>|0 -5|-4 1| g~ [0 -10{-8 2|3
i ¢ .
s 0 {-3 2]g®»w [1 ol¥% %
0 =10{-8 2| o™ (0 M X% X
- 2

Jadi invers dari A adalah matrik yang terdapat di sebelah kanan tanda

pemisah:
A—l _[ _% % }
v
Definisi 2.4

Matrik segitiga atas (upper triangular) adalah matrik bujursangkar yang
semua emelen dibawah diagonal utama = 0. Dengan perkataan lain, A

 adalah matrik segitigé atas (uppér fridngular) jika a,.j="0, untuk i> j .

Contoh 2.4
i 5 7
A={0 4 8| adalah matrik segitiga atas
0 0 9
Definisi 2.5

Rank baris dari matrik A adalah dimensi dari ruang baris matrik A. Rank
kolom dari matrik A adalah dimensi ruang kolom matrik A. Karena rank
baris = rank kolom, maka rank matrik A didefinisikan sebagai harga rank

baris = rank kolom dari matrik A tersebut, dinotasikan dengan r{A).




Rank dari matrik menyatakan jumlah maksimum vektor-vekfor

 baris/kolom yang bebas linier. Karena matrik-matrik yang ekivalen baris/kolom

mempunyai ruang yang sama, maka untuk mencari rank dari suatu matrik dapat
digunakan transformasi elementer. Diusahakan untuk dapat mengubah sebanyak

mungkin baris/kolom menjadi vektor nol.

Contoh 2.5

2 31

Carirank dari A={2 1 2

4 4 3

Akan dikerjakan secara baris:
2 3 11 Y 2 3 1| Hy 2 31
21 2 (_3)) -2 -5 0le——> |-2 -5 0

terlihat baris ke-3 adalah vektor nol, jadi r(A) =2

Definisi 2.6
Dua matrik A dan B disebut ekivalen apabila salah satunya diperoleh dari
yang lain dengan transformasi elementer terhadap baris dan atau kolom.
Kalau transformasi-transformasi elementernya pada baris saja, dikatakan
ekivalen baris. Sebaliknya, kalau pada kolom saja dikatakan ekivalen

kolom.
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Contoh 2.6

2 3 4 1 0
A= ! dan B = adalah ekivalen baris.
4 1 0 2 3 1 .

Ini dapat dijefaskan sebagai berikut:
2 3 1) He2 [4 1 0
4 10 2 3 1
matrik B diperoleh dari operasi elementer baris pada matrik A, yaitu

pertukaran baris-1 dengan baris-2.

Sehingga B= H,(A).

Definisi 2.7

Matrik simetri A € R™ dikatakan semi defimit positif jika x'Ax >0, untuk

semua X € R”

Contoh 2.7

Misal diambil x'=[¢, ¢,]

maka:

x'Ax =[c, Cz]B i]{zj




- 11

c +e,

T

pada kasus ¢, = ~¢,dan ¢, # 0, maka diperoleh x’Ax =0 tetapi x #0

sehingga diperoleh x'Ax >0,

2.2. SISTIM PERSAMAAN LINTER
Definisi 2.8

Bentuk a,x, +a,x, +---+a,x, = b adalah sebuah persamaan linier.

dengan:

a,dan b adalah skalar, dimana g, discbut koefisien dan & disebut konstanta .

Xy, X,,-+-, %, disebut variabel.

Sékﬁmpulan hairgé dart Vériabel, katakanlah Ix1'= kl,xz %kz,--;,x,, =k,
disebut solusi dari persamaan, apabila terpenuhi:
ak +ak, +--+ak, =b
jawab/solusi diatas dapat ditulis dalam notasi vektor [k,,,,--+,k,] dan disebut

jawab/solusi vektor dari persamaan linier.

Contoh 2.8

Persamaan 2x, +3x, +x; =5,
Harga-harga x, =0,x, =1, x, =2 adalah suatu solusi,

karena 2.0+3.1+1.2 =5, dan dapat ditulis [0,1,2].
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Persamaanr dalam Contoh 2.8 dapat mempunyai lebih dari satu solusi,
karena ternyata jika diambil [0,0,5], [2,0,1] dan vektor yang lain lagi, merupakan
jawab/solusi untuk persamaan linier diatas.

Misal kita mempunyai persamaan linier sebanyak m, sehingga diperoleh
bentuk persamaan:

ay X, + apX, &t ayx, = b

amJ‘cl + dpXy Uy, X, =. b, @1

amlxl + am2x2 Tt anmxn = bnz

a;dan b, masing-masing adalah koefisien-koefisien dan konstanta persamaan-

persamaan linier tersebut. Dengan notasi perkalian matrik, bentuk diatas dapat

ditulis dengan AX =B, dengan:

"

A=| ‘o a?z Dy
aml aml b amn

X, b

X b

. Bt 2N I . -2
X=| 7] dan B=]| ;

dengan melihat ruas kanan (nilai 5;) dari persamaan (2.1), sistim persamaan linier

dapat digolongkan menjadi:
¢ Persamaan Linier Homogen

Jika ruas kanan/ harga b; adalah nol
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s Persamaan Linier Non-Homogen

Jika ruas kanan/ harga b; adalah tidak nol

Penyelesaian Sistim Persamaan Linier
~ Sesuai dengan bahasan dalam tugas akhir ini, maka yang akan dibahas
pada sub bab ini adalah Persamaan Linier Non-Homogen, yaitu persamaan linier

dengan harga ruas kanan/ b; tidak nol.

Teorema 2.9
Suatu susunan persamaan linier akan mempunyai jawab apabila rank matrik

koefisien = rank matrik lengkap atau apabila r(A)=r(A,B)

Matrik lengkap (A,B) adalah matrik:

lay, a, - a,b
a, ay - a,b,
amI aml o amn bm

Pembuktian;

Persamaan (2.1) dapat ditulis kembali sebagai:

ay, s Gon b,
a a a b
21 2 2 )
Xt Uy et T X, = (2.2)
amI amz amn bm

atau Ax, + Ayx, ++-+ A,x,=Bdimana A4,A4,,--- 4,adalah vektor kolom

neTn

dari A. Persoalannya adalah mencari x,,x,,---x, yaitu skalar-skalar yang
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memenuhi persamaan (2.2). Kalau ada, maka B haruslah merupakan

kombinasi linier dari 4, 4,,---4,. Dengan perkataan lain, banyak vektor-

vektor kolom yang bebas linier antara 4, 4,,--- A, sama dengan banyak

T

vektor-vektor kolom yang bebas linier antara 4, 4,,::-4,, B atan B harus di

dalam ruang kolom dari matrik A." Jadi ri(A) = 1(A,B).

Dalam suatu kasus, dimana jumlah persamaan linier non-homogen sama
dengan jumliah variabel (m=n), maka sistem persamaan linier non-homogen
tersebut akan mempunyai suatu jawab/solusi tunggal, jika r(A) =(AB) =n.

Persamaan linier non-homogen dengan m=rn dapat disajikan sebagai
berikut:

ayx, +apX, o ax, = b
6121.?6; +ayXx, +--+a,,X, =. b, 2.3)

QX+ ApX, +4a,x, =D

men H

matrik lengkap (A,B) dapat disajikan dengan:

ay a, a4y, b
. a21 a22 ot a2n b2
anl anl o ama buJ

dengan mereduksi bentuk mairik lengkap diatas menggunakan operasi elementer

baris, maka akan diperoleh matrik:
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a, G, - a,b
0 a, - &,b
0 0 a b

terlihat bahwa r{A,B)=n, schingga kita tetap mempunyai 7 persamaan linier non-
homogen yang bebas linier. Dengan cara substitusi, dapat kita tentukan skalar-

skalar yang menjadi solusi dari sistem persamaan linier non-homogen yang

disajikan dalam persamaan 12.3).

Contoh 2.10
Misalkan diberikan sebuah persamaan linier non-homogen sebagai berikut:
X+ x,=4

3x, +2x, =11

11 4
Matrik lengk dalah
atrik lengkapnya adala [3 5 11]

akan diselesaikan dengan operasi elementer baris.
11 475, 1 1 4
3 2 11 > o -1 -1

jika kita susun kembali persamaan linier diatas pada matrik lengkap hasil
operasi elementer baris, maka akan diperoleh:

X+ x,=4

-x,=-1
dengan melakukan substitusi nilai x,terhadap persamaan diatasnya, maka

akan diperoleh harga untuk x,. Sehingga solusi tunggal untuk persamaan

linier non-homogen dalam contoh ini adalah [3,-1].




2.3. Persamaan Regresi Linier Berganda

Mode!l persamaan regresi linier berganda dapat disajikan dalam bentuk

persamaan wimum;

Y. =By +B Xy, + B, X5, +. 4B, X, +ey g=12,...n) (2.5)
yang dapat ditulis secara ringkas dalam notasi matrik
Y=XB+¢ (2.6)

dan dalam bentuk mairik adalah

Y, 1 X, Xy - Xml|Bo g,
B X e ] e
);" 1 X n Xa X o B.p s.n
Y= X B+ e
nx1 nx(p+1) {(p+1Dx1 nxl

dengan B adalah suatu vektor kolom (p+1) unsur dari penaksir koefisien regresi

 dan & adalah suatu vektor kolom (nx 1) dari n residual.

Persamaan regresi linier yang disajikan daiam persamaan (2.5) dengan

asumsi bahwa error (€, ) didistribusikan secara normal dengan:
Rata-rata 1 E (e J.) =0
Varians - E (82- )= o’

Cov (s. s.) : E(e,.ej)=0

Ly |
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Asumsi ini secara ringkas dapat dinyatakan sebagai:

& ~NID(0,6%)

Metode Kuadrat Terkecil
Dengan metode ini, koefisien regresi diperoleh dengan meminimumkan

kuadrat error :

St =S¥, B, B Xy~ =B, X, ) @2.7)

dengan ) &’ adalah jumlah kuadrat residual (residual sums squares - RSS).

Dalam notasi matrik, meminimumkan Z sj. sama dengan meminimumkan

£'s, karena:

=g +E)++E, = ) &

Untuk.mempéroleh taksiran (estimasi) By, By, P , dengan Zsi sekecil
mungkin, dilakukan dengan cara menurunkan/mendifferensialkan secara parsial

persamaan (2.7) terhadap f,.B,,---,p,dan menyamakan hasil yang diperoleh

dengan nol.

——aazﬂgj = —22 (Yj - ﬁ{) - Z ﬂjXrJ') (2'8)




i8

aaz;j =231, - B~ 2 ,%,)%,) 29

Proses ini akan menghasilkan (p-+1) persamaan normal dalam (p+1)

variabel, yang disebut persamaan normal teori kuadrat terkecil. Persamaan

normal yang diperoleh adalah:

nB, + BlzXl_f + BzZle +"'+BPZXPJ‘ :ZY.?
BoZXu + BIZXizj +B2ZXUXZJ +"'+szlepr = ZXUY;'
ﬁoZij +Bsz21X1j +ﬁ3ZX22j +°"+ﬁpZX3ng ZZijYj (2.10)

Bod Xy +Ba Xy, +B 2 XX, 4ot B Y Xy =3 XY,
Penggunaan notasi matrik akan terasa lebih mudah. Untuk itu akan dicari

vektor taksiran kuadrat terkecil untuk f yang meminimumkan fungsi jumlah

kuadrat error dengan pendekatan matrik, yaitu:

= (v - xp) (v - Xp)
=YY -BXT - VXB+ P XXB

=YY -2 XY +BXXB

sama.
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Estimasi kuadrat terkecil harus memenuhi:

Oe's

P
Agar supaya taksiran B meminimumkan €', maka dapat ditunjukkan:

de's

B 22X +2X%B (2.11)

dengan menyamakan turunan pertama sama dengan nol, maka diperoleh

taksiran f yang meminimumkan €'s. Sehingga dapat ditunjukkan:

—2XY +2XXB=0
XY = X'XB
(XX)PB=XTY (2.12)

persamaan ini disebut persamaan normal kudrat terkecil. Untuk jmencari

penyelesaian 3, kedua ruas dikalikan dengan invers (XX),

B =(XX)™ XY, asalkan inversnya ada. (2.13)
d*(e'e) o '
pre >0, dengan menurunkan sekali lagi persamaan (2.11) maka
diperoleh turunan kedua:
62(8 ®) _oxw (2.14)

matrik XX adalah matrik yang diperoleh dari persamaan normal kuadrat

terkecil untuk ruas kiri dan menghilangkan persamaan terakhir. Elemen-
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elemennya merupakan hasil jumlah kuadrat dan hasil kali yang merupakan
matrik simetris dengan elemen diagonal positif. Maka dapat dikatakan

2XX >0.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ,éadalah estimator tak bias, jika

terpenuhi E(/g’) =p.

B=XxX)y' XY dari persamaan (2.13)

= (XX) X'(XB+¢)
= (XX HXXB)+(XX) X'
= B+ (XYY X'
E(3)=E[g + (X%) " x|
=E(B)+ (XX XE(e)

s

Kemudian estimator £ mempunyai variansi minimum:
Var(B) =E[(8 -E(ANB -E(B)]
= BB+ (XX X' - BYB+(XXY X's - Y]
= E|((Xxy X)X Xy Xy |
= Byt e (xxy?)
= (XXY'E(eg")
= (XXy'o”
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Untuk menunjukkan bahwa S =(XX)"' XY mempunyai variansi
minimum, akan digunakan Teorema Gauss-Markov:

Bukti:
Misal 3" adalah estimator linier 1ain dari B yang tak bias. Karena £’ adalah
estimator linier, maka dapat dimisalkan:

B =[(XX)"1X’+U]Y (2.15)
untuk suatu matrik U yang merupakan fungsi dari X, sehingga nilai estimasi
untuk 5° dapat diberikan:

E(B) =y x' + UE()

=y x +ulxg)
= p+UXp
=(1+UX)p
agar " menjadi estimator tak bias, maka UX=0 sehingga:
var(B) =[x Xt + UWar(ryU + X (%))
= P X)X+ UL + (XYY + UX(XX)" ]
karena UX _=<X U’ =0, maka:

var() = o j(xxy™ +UU] (2.16)
matrik UU'adalah semi definit positif, karena unsur diagonal berbentﬁk
kuadrat, jadi terbukti bahwa variansi dari vektor A" selalu lebih besar atau

sama dengan variansi S yang sesual.
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2.4. Multikolinierités

Berkaitan dengan pembahasan pada BAB III, maka ditambahkan asumsi
pada model regresi yang diambil adalah non-multikolinieritas, yang berarti tidak
térdapat hubungan linier yang pasti antara variabel bebasnya. Untuk mendeteksi
ada atan tidaknya hubungan linier yang pasti antara vaﬁabel bebasnya, dapat
digunakan nilai VIF (variance inflation factor) dan Uji t terhadap koefisien
korelasi antara variabel bebas tersebut. (Singgih Santoso, 2000)

Menggunakan nilai VIF dapat dinyatakan jika VIF mempunyai nilai di
atas 10, maka dapat dikatakan tidak terjadi multikolinieritas. (Montgomery & A
Peck, 1992).
Prosedur uji t dapat dilakukan setelah kita mendapatkan harga-harga koefisien

korelasi antara variabel bebasnya. Nilai statistik t diperoleh dengan rumus:

2.17)

dengan:
1 = koefisien korelasi antara dua variebel bebasnya
n = jumiah data
Rumusan hjpotesé.nya adalah:
H,:p =0 (tidak ada korelasi)
H,:p#0 (ada korelasi)

Pengambilan keputusan terhadap  Thipotesis dilakukan dengan

membandingkan nilai t dengan nilai tyne. Nilal tune diperoleh berdasarkan tabel
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distribusi t, dengan tingkat ketelitian o dan derajat kebebasan (n-2). Lebih
jelasnya kriteria pengambilan keputusan dapat dijelaskan sebagai berikut:
e jika t> tyhe , maka H, ditolak - A, diterima.
Artinya ada korelasi antara variabel bebas.
o jikat<teu , maka H, diterima- H, ditolak.

Artinya tidak ada korelasi antara variabel bebas.






