BABII

MATERI PENUNJANG

Pada bab ini akan dibahas beberapa materi penunjang pada
simulasi untuk estimasi parhmeter dalam metode bobtstrap, diantaranya
adalah tentang dasar-dasar simulasi dan langkah-langkah dasar untuk

pembootstrapan.

2.1 Dasar-Dasar Simulési

Simulasi adalah suat‘ju metode yang digunakan untuk pengamatan
sistem. Sistem adalah sekumpulan obyek yang tergabung daiam;suatu
interaksi atau kesalingteréantungan yang teratur. Untuk mempelajari
sistem secara ilmiah, harus dibuat sekelompojk asumsi tentang
bagaimana cara kerja sisteﬁ\ tersebut. Asumsi-asumsi ini , yang biasanya
menggunakan hubungan secara matematika atau logika, merﬁpakm
suatu model wuntuk mendapatkan beberapa pengerﬁan tentang
bagaimana kerja sistem yang bersangkutan. Dengan demikian siﬁulasi
dapat didefinisikan sebage;i suatu proses pembuatén model dari suatu
sistem nyata dan menghubungkan eksperimen dengan model im'luntuk
tujuan pengertian kerja dari sistem atau mengevaldasi berbagai macam

strategi untuk pengoperasian sistem. .
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}ika hubungan yang; menyusun model tersebut cukup sederhana,
maka dapat digunakan metode matematika (seperti aljabar, kalkulus,
atau teori peluang) untuk memperoleh informasi yang tepat pada
masalah tersebut; ini disebﬁt solusi analitik. Akan tetapi, sebagian besar
sistem (dunia nyata) terlalu kompleks jika menggunakan model realistik
untuk dievaluasi secara anahtlk dan model ini harus dipelajari clengan
menggunakan simulasi. Dalam suatu simulasi , komputer digunakan
untuk mengevaluasi suatu fnodei secara numerik, dan data dikumpulkan
untuk mengestimasi karakteristik model yang dnngmkan

Sétiap pelaksanaan ' simulasi pada dasamyé merupakan -suatu
eksperimen pada sistem. Keuntungan simulasi ada.lalil bahwa ekspgrimen
tersebut dapat dikontrol dan diamati secara lengkap.

]ika model  sistem dapat dianalisa menggunakan teknik
matematika, berarti metode tersebut lebih ungg@l daripada metode
simulasi. Sebenarnya soiusi analitik lebikh akurat, lebih Banyak
memberikan informasi , d.';ln biasanya lebih mudahi untuk mefnperoleh
hasilnya daripada hasil simulasi.

Alasan utama dari penggunaan simulasi adalah banyak model
yang tidak dapat dianaliéa secara tepat dengani teknik matematika
standar . Pengalaman meﬁunjukkan bahwa sering;terdapat kesukaran
dalam memecahkan suatu perscalan karena karakteristik dari

permasalahan tidak dapat diselesaikan dengan rumus-rumus yang ada,
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atau persamaan dari permaéaiahan yang terlalu rumit untuk dipecahkan

secara analitik. ‘

Langkah-langkah dalam pr(;ses simulasi adalah sebagjai berikut:

1. Memformulasikan masélah dan merencanakan pengamatan. Harus
dilakukan idenﬁﬁkési situasi  masalah | yang membuat
perkembangan dari model dan sasaran dari pengamatan harus
dinyatakan dengan jelés.

2. Mengumpulkan data dan mendefinisikan sebuah model. Informasi dan
data harus dikumplilkan pada sistem yang diinginkan dan
digunakan untuk menspesifikasi pengoperasian prosedur. dan
sebaran peluang untuk peubah acak yang digunakan dalam model.

3. Test dan validasi mod;el. Ini merupakan ia:ngkah penting dalam
simulasi, yaitu untu}c meyakinkan bahwa :model yang telah
dikembangkan secara% realistik menyajikan masalah yang sedang
dipelajari, sehingga menghasilkan penyelesaiail yang benar-benér
tep;at dan dapat diperéaya.

4.  Membuat suatu progmnji komputer dan mengujinya.i Program komputer
dapat dibuat dengan Ba.hasa pemrograman yang bersifat serba guna
(general purpose languhge) atau dalam suatu 1bjahasr;m yang khusus
dirancang untuk simulasi.

5.  Membuat panduan dalam wenjalankan program komputer (pilot runs).

Panduan dalam menjalankan komputer dapét digunakan untuk
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menguji sensitivitas ox%tput model terhadap perubahan kecil dalam
suatu parameter input.;

Valid ? Jika suatu sis;tem yang mirip dengan suatu sistem yang
diinginkan telah ada , data output dari panduan dalam
menjalankan komputej untuk suatu model dari sistem yang sudah
ada dapat dibandingkan dengan output data: dari sistem aktual
yang ada. Jika perjénjiamya baik , modeli yang “divalidasi”
dimodifikasi seden‘u?kian sehingga mewakili sistem yang
diinginkan.

Merancang Eksperimen. Untuk setiap rancangan sistem yang: akan
disimulasi, keputusan harus dibuat dalam hal seperti kondisi awal
untuk menjalankan siﬁlulasi, panjang dari suatu periode, pénjang
dari pelaksanaan simulasi, dan jumlah replikas%i bebas yang dibuat
untuk setiap altemati\%.

Mehghasi[kan keluaran suatu pelaksanaan program (production runs).
Pada langkah ini diberikan data pada rancimgan sistem yang
digunakan. |

Meﬁganalisa data on?tpuf. Teknik statistik digunakan untuk
menganalisa data output dari hasil keluaran pelaksanaan program.
Tujuan khususﬁya ad?lah untuk menentukan sistem simulasi mana

yang terbaik .




10.
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Dokumentasi, penyajidn , dan implementasi hasil. Karena model
simulasi sering digunakan untuk lebih dari satu aplikasi, maka
penting untuk mendokumentasi asumsi-asurﬁsi yang mengarah

pada model sebagaiméma program komputer jtu sendiri.
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Gambar 2.1. Langkah-langkah dalam proses simulasi

2.2 Estimasi Parameter

Estimasi parameter merupakan salah satu baglan besar dari teknik
statistik induktif. Statistik induktif merupakan proses memperoleh
informasi dari data sampeﬂ yvang digunakan untuk menarik kesinipulan

tentang populasi dari sampél yang dipilih.

Suatu perkiraan tunggal pada sebuah parameter populasi z;dalah
nilai tunggal numerik padé sebuah statistik yang bérhubungan dengan
parameter tersebut. Perkiraan tunggal adalah sebuah pemjlihan. yang
unik untuk sebuah nilai parameter populasi yang tidak diketahui.. Lebih
jelasnya , jika X sebuah:peubah acak dengan éebaran peluang f(z) ,
mempunyai parameter 9 yang tidak diketahui , dan jika Xi, Xz, ..., Xa

sebuah sampel acak yang besarnya n dari X , maka statistik
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0=h (X1, X2, ... , Xa) yang berhubungan dengan 8 disebut estimator © .
Perhatikan bahwa estimator 0 adalah sebuah peubah acak , karena

estimator tersebut merupakfm sebuah fungsi data sampel; Setelah sampel

dipilih, 9 diperoleh berddsarkan nilai tertentu yang disebut perkiraan
tunggal 6 ..
Sebagai contoh, nﬁsélkan sebuah peubah acak X yang memiliki

sebaran normal dengan rataan p yang tidak diketahui dan varian o2
diketahui. Rataan sampe! X adalah suatu estimator tunggal dari rataan

populasi p yang tidak dikétahui. maka [i= X. Sesudah sampel dipilih,
1:u'lai numerik ¥ adalah perkiraan tunggal p . Demikian juga jika vanan
populasi ¢? adalah Varxan sampel 5?2 , dan nilai ﬁumerik s2 dihitung
berdasarkan data sampel ya;ng merupakan perkiraan ?tunggal c’.

Jika rataan lsebuah peubah acak a.kan diestimasi, harus
diperhatikan salah satu dari rataan sampel, median sampel ,.. atau
mungkin observasi yang ?aiing kecil dalam sampél sebagai estimator
tunggal.

Sebuah sifat yang diinginkan estimator yaitufr menjadi “tertutup”
dalam beberapa pengertiax} pada nilai sebenarnya dari parameter yang
tidak diketahui. Singkatnya dapat dikatakan baﬁwa 0 merupakan

sebuah estimator yang unbias dari parameter 6 jika
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E(8)=0 | @.1)

Yaitu , 0 merupakan sebuah estimator yang unbias dari 6 , jika “pada

rataan” Iiilainya adalah sarﬁa untuk 6 . Dengan kata lain, rataan sebaran
sampling 8 sama dengan 9.

Dalam beberapa Readaan, sebuah perkiréan tunggal tidak
memberikan cukup penjelasan tentang parameter yang menarik. Sebagai
contoh dalam memperkiral%an kekuatan tekanan betbn, sebuah bil;angan
tunggal mungkin tidak ﬁempunyai arti. Sebuah perkiraan interval

dengan bentuk L < <U Iﬁungkin lebih berguna.

J Pada umumnya ﬁnmk membuat suatu | estimator interval
parameter tidak diketahui @, harus ditentukan dtfa statistik L dan U
sebagai berikut : .

PL<o<U}=1-2a | (2.2)
Interval yang dihasilkan acialah
L 59 <u (2.3)
disebut inferoal keyakinan 100(1 - 2a.) persen untuk parameter 0 tidak
diketahui. L dan U disebut batas keyakinan atas dan bawah, dan 1 - 2.

disebut koefisien keyakinan. Interpretasi sebuah interval keyakinan yaitu

jika beberapa sampel acak dikumpulkan dan sebuah interval keyakinan
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100(1 - 20 ) persen pada 6 djihitung dari setiap sampei, maka 10001 - 2a.)

persen interval ini akan berisi nilai 6 sebenarnya.

Panjang interval keyakinan yang diobservasi adalah sebuah
ukuran penting kualitas informasi yang diperoleh ;dari sampel. Luas
setengah;interval 0-L atéu U-6 disebut ketepatan estimator. Lebih
panjang interval keyakinan, lebih meyakinkan bah“jra interval tersebut
sebenarnya berisi nilai © ;sebenarnya. Di lain pihak , lebih panjang
interval, lebih kecil inform:%tsi yang diperoleh mengenai € sebenarnya.
Pada suatu keadaan yang zideal, dapat diperoleh suatu interval ‘yang

pendek dengan tingkat key@kinan yang tinggi.

2.3 Fungsi Sebaran Empiris dan Prinsip Penggantian (Plug-in)
Masalah inferensi stétistik seringkali melibatkan pengesﬁxﬁasian

beberapa aspek dari suatu sebaran peluang F berdésarkan pada suatu

sampel acak yang ditarik dari F. Fungsi sebaran exjnpiris , F. ,adalah
suatu estimasi sederhana dari sebaran F. Suatu cara yang tepat untuk

mengestimasi beberapa aspek yang diinginkan daﬁ F , seperti mean,

median, atau korelasi , yaitu menggunakan aspekiddri F. . Inilah yang
disebut prinsip penggantién (plug-in). Metode boofsh*ap adalah suatu

aplikasi langsung dari prinsip plug-in ini.




13

Pandang X; , Xz, Xn sampel acak bemkufan n dari populasi
dengan sebaran F yang tidak diketahui ,di man%t X1, X2, v Xn
Inerupakan peubah acak l;ebas yang tersebar sgcaia identik (variabel
i.i.d), maka notasi: | ‘

0 = 0(F) | (2.4)
merupakan nilai sebenarlttya dari parameter yang akan diestimasi.
Parameter 6 dapat dipanciamg sebagai nilai fungsig sebenarnya dari F.

Suatu estimator 8 untuk © adalah nilai fungsi dari data X1, X2 ye. Xn -
Sebaran sebenarnya ,F, ﬁdéxk diketahui, akan tetapi berdasafkan sampel
Xi, X2 ,-... Xa maka F dapat diestimasi menggunakan fungsi sebaran
empiris :%n .
Fungsi sebaran empiris f*‘n dari X1 ,X2, e ,%n didefinisikan sebagai :
Bo()= ~f# [, <x}, 1si<n)untuk -w<x<o  (25)
n | |
Prinsip penggantian adalah suatu metoda sederhana untuk
pengesﬁmasian parameter ;dari sampel. Estimasi penggantian dari suatu
parameter 6 = (k) didefinisikan sebagai :
6 =t(F) | (2.6)
Dengan kata lain mengestimasi fungsi 6 = t(F) dari sebaran peluang F

' ! N
sama saja dengan mengestimasi parameter dari sebaran empiris Fn ,
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yaitu 0 =t (f*) . Untuk seljanjutnya istilah estimatoxf pengganti disebut
estimator saja, dengan lambang “~”. Jadi estimator dari parameter 6

Al
adalah 6 .

2.4 Ukuran Klasik dan Metode Bootstrap

Misal x1, X2, v , Xn adalah n observasi dari suatu objek , yang
merupakan peubah acak bebas dengan sebaran F(x). Misal 6 bernilai

real, adalah parameter skalar yang akan diestimasi dengan suatu fungsi

N

: n i ‘ . .
dari observasi , 6 = 6 (x1, X2, ... , Xa }. Nilai harapan dari estimator

diberikan dengan integral : -

Be [6]= 1 10 (1, X2y vy X )0 E (o) A0 @.7)
Notasi Er menandakan bahwa nilai harapan dihi’mng dengan peluang F.

Bias estimator dideﬁnisikaﬂ sebagai :

Bias = EF[a—B} | (2.8)
dan dapat berupa sebuah fmgsi dari parameter 8 tdan parametér lain
fyang mﬁngkin dalam F). Estimator 8 unbias jik;l EF[éue] = 0 untuk
semua 0 atau jika ada payrameter lain untuk semua vektor para;meter

dalam model . Variansi (3 ya-itu :
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Var(8) = E,{(é _ EF[Q])Z} @9

dan standar deviasi o, adalah akar pangkat dari variansi.
8 :

Ketika parameter diestimasi, sebaran F tidak diketahui (asing). Sebaran
estimator dan khususnya nilai harapan pada persamaan (2.8) dan (2.9),
didefinisikan dengan sebaran asing ini. Oleh karena itu, mustahil untuk
menghitung dengan tepat. Metode inferensi statistikg mencoba berbagai
cara untuk mengatasi masalah ini, dan akhirnya' ditemukan suatu
gagasan dengén mengganti% sebaran asing F(x) dengcfm sebaran empiris
Fu(x) untuk menghitung persamaan (2.8) dan (29) dan untuk
penghitungan - penghitungan lainnya. Sebaran emﬁiris adalah ukuran
peluang yang mengarah pada suatu kelompok dari éuatu ukur_an.yang
sama dengan proporsi nilai sampel yang berdapa{: dalam kelompok
tersebut. . Gagasan inilah jrang selanjutnya clisébtit dengan metode
bootstrap. |

Bootstrap merupakan suatu metode berbasis komputer gntuk
penentuan ukuran ketepatan estimasi statistik. Pembootstrapan berﬁtik
tolak atas dasar analogi antara sampel dan popul'asij dari mana sampel
tersebut diambil. Kadang-kadang pembootstrapan peﬁarikan kesimpulan
akan memberikan hasil yang lebih baik apabila asumsi yang ada tidak
jelas dan mungkin kurang realistik untuk diterapkan pada populaﬁsi ini.

Selain itu sampel sudah di tangan. Untuk mempexfoleh suatu dugaan
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empiris dari sebaran statistik sampling dilakukan pembootstrapan yang
meliputi “resampling” data dengan pengembalian Eeberapa kali." Jika
diketahui observasi x1 ,%2, ... X maka sampel buatan yang diambil
dengan pengembalian dari x1 ,xz , ... ,X» akan memp;unyai titik sampel
dengan péiuang yang sama untuk terpilih yaitu .l/n dari setiap x: ,
i=1,2,...,n . Dari setiap sampel bootstrap ini dihitung 6* (lihat gambar 2.1
dan 2.2). Penekanan pada hasil pembootstrapan adalah bahwa sebaran
frekuensi  relatif dari 6* yang dihitung dari resampel merup:akan
dugaan dari sebaran sampli#g 0.

Langkah-langkah dasar untuk pembootstrapan adalah :

a) Berikan seb;ran peluejmg empiris, f"n(x) bagi sampel dengan
peluang 1/n untuk masing-masing titik x; ,x2 , X - i\?n(x) adalah
fungsi sebaran empiris ?dari X. |

b) Dari f?n(x) tarik -san?1pe1 acak sederhana befukuran n déngan
pengembalian . Ini merupakan “resampel” ; x*b. -

c¢) Hitung statistik yang diinginkan 0 ' dan resampel, dan
menghasilkan 8 *.

d) Ulangi langkah b dan ¢ sebanyak B kali, untuk B cukup besar.
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e}  Berikan sebaran peluang dari B 0 %, dengan menempatkan peluang

bagi masing-masing éi *1,0%, ..., (3*13. Sebaraﬁ ini adalah dﬁgaan

boofstra.p bagi sebaraﬂ sampling 0 ; F*(a .
Tanda “*” menunjukkan bahwa x* bukan datd sesungguhﬁya X,
1_nelainkén bentuk acak dari x atau hasil resampling dari data x secara
acak deﬁgan pengembalian. Dengan kata lain bahwa titik-titik data
bootstrap x*1 ,x*2, ... ,x*» adalah sampel acak berukﬁran n yang diambil
secara acak dengarn pengeﬁbdim dari populasi n obyek (X1 /X2, vee ;Xn) .
Suatu set data bootstrap (x*1 ,X"2 , .. AX*0): berisi anggota data
sesungguhnya (1 ,x2, ... ,ixn) yang mungkin muncul nol kali, satﬁ kali,
atau 1ebih dari satu kali. ;]adi ada n cara untuk ﬁ\emperoleh sampel
bootstrap atau jumlah sampel bootstrap seluruhnya%adalah AN =0
buah sampel bootstrap. Metode bootstrap yang ideaj adalah dengan
memperlakukan seluruh kemungkinan sampel yané ada. Namun- dapat
Vdibayan.gkan , misalnya saja untuk n=20 maka iakan terdapat 202
kemungkinan sampel. Sehingga dapat pula dibayangkan berapa lamanya
komputer bekerja. Ini menjadi tidak efektif ia.gi,? sehingga akhirnya
digunakan pendekatan simulasi Monte-Carlo, di mana semua
kemungkinan sampel boofsh'ap dibuat menjadi Si&jlllml&h B yang cukup
‘besar (tetapi cukup keci[ jika dibandingkan dengan jumlah ;a:mpel

bootstrap ideal).



18

POpulasiF

Gfa‘

s(x*1 ) s(x*2 ) $(x™8) s@pel bootstrap

Gambar 2.2 Diagram untuk komponen ragam dari sampling dan resampling

Dunia Nyata Dunia Bootstrap

Sebaran Pengamatan Sebaran Sampel '
Peluang =~  sampel Empiris Bootstrap
tidak acak :
‘diketahui

F—— x= (%, .. ,X) y F > x* = j(x*l 4 e X¥0)

| l

M N
0 =s(x) 6 * = s(x*)
. statistik yang

Ulangan Bootstrap
diinginkan :

Gambar 2.3 Diagram dari Bootstrap, penerapan masalah satu: sampel. Dalam dunia
nyata sebaran peluang yang tidak diketahui F memberikan data x=(x1,xz....Xs) dengan
pengambilan sampel secara acak; ;dari x dihitung statistik yang diinginkan @ * = s(x*).

A ‘ A
Hanya ada satu nilai pengamatan 0, namun demikian replikasi bootstrap 0 * dapat
dibangkitkan sebanyak yang diinginkan. f






