BAB I

DASAR TEORI METODE BOOTSTRAP

2.1. Probabilitas

: Sebuah pendekatah aksiéma dilakukan untuk mendefinisikan probabilitas
sebagéi suatu fungsi himpunah dimana elemen-elemen daerah asal adalah
himpunan-himpunan dan eiemenLeIemen dari range bilangan riil.
Jika kejadian A adalah sebuah elemen pada daerah asal fungsi ini, kita
perguhakan notasi fungsi P(A), f(A) dan seterusnya untuk menunjukkan elemen-
elemen yang berkaitan dalam rangenya. | |
Definisi 2.1.1
Jika sebuah percobaan e mémpujnyai ruang sampel & dan sebuah kejadian A di .
deﬁnisikan pada &, maka P (A):adjafah suatu bilangan riil yang disebut probabilitas
dari peristiwa A atau probafbilitas_ A, dan fungsi P () mempunyai syarat-syarat
sebagéi berikut : |

1.0<P(A)<1 untuk setiap kejadian A dari & .

2.P(L)=1 -

3 Untuk setiap bilang’an. yahg terbatas k dari kejadian-kejadian yang saling

meniadakan didefinisikan atas ¢ .

i=i

P(DA:‘) —_= é}P(Ai)




4. Jika A Ar Ay adalah deret yang tidak dapat dihitung dari
kejadian-kejadian yang saliﬁg meniadakan didefinisikan pada y, maka P

(AruAzU Asu.) = P(A)+P (A) +P (A3) + ...
Definisi 2.1.2.

Nilai fa = ma/ m disebut frekuensi relatif kejédian A, yang mempunyai batasan-
batasan : |
1. 0% Mg,
2 fa= 0 jika hanya dan hanya jika A tidak pernah terjadi dan fa = 1 jika dan
hanya jika A terjadi pada éetiap perulangan .
3. Jika A dan B kejadiz;an bébas (saling meniadakan) maka faug= fa+ fg
‘ Unfuk m mendekati « maka F’(A) = mMa/ m= Py
| Percobaan yang di[akl;jkan b?erkali-kali, frekuensi reiatif dari kejadian A akan
menyimpang lebih kecil dan mengurangi (dari satu ulangan ke ulangan lain),

sebagaimana ulangan semakin bertambah.
‘Teérema 2.1.1

Bila B adalah himpunan kosong, maka P(B) = C.
Bukti : ‘

Perhatikan bahwa ¢ = £ U @ dan P(Z) = P(¢) + P(B), sehingga P(B)=0
Teorema 2.1.2

P(Ay=1- P(4)




Bukti
Perhat;ikan bahwa & = AUK_ dan P() = P(A) + P(A), P() =1, maka P(A) = 1 -
P(A). '

Tearema 2.1.3

P(A L B) = P(A) + P(B) - P(A ~ B)
Bukti : |
AUB=AU(BA &), dimana A dan (B NA ) adalah bebas dan B = (B~ A)u (B
nK ), dimana (B n A) dan (BnKj adalah bebas, kemudianP (B U A)=P (A)+ P
(Bjn Z) danP (B)=P(ANB)+P (é nA), didapat P (AUB) - P(B) = P(A) - P( A
né)sehinggaP (AuB)=jF:’(A)E+P(B)-P(AnB).

Contoh :

Jika A dan Blkejadian yang f_sjaling?asing dan diketahui P (A) = 0,20 sedangkan P
(B) = 0,30 maka didapatkan : |

:a. F%(K) =1-P(A)=0,80

b P(B)=1-P(@)=0,70

o, é (AUB) = P(A) + P(B) = '0,2:‘+ 0,3=0,5

d. P(ANB)=0.
Definisi 2.1.3.

PrObabiIitas bersyarat adalah probabilitas terjadinya kejadian A dengan syarat -

bahwa B sudah terjadi atau akan terjadi ditulis :




P(AB)

P(A/B) = 5D
atau |
P(B/A)zw
P(A)
Definisi 2.1.4.

A dan B bebas jika dan hanya jika P(A~B)=P (A). P (B)
Teorema 2.1.4
Jika A dan B adalah l(ejadianfkejadaian yang bebas, maka :

P (A/B) = P(A) dan P (B/A) = P (B)

Bulkti :
R(A/B) = TS < PAPE)/ PE) = PA
P(B/A) = —PL:-(-%@ = F’(A)P(B) /1 P{A) = P(B)

Contoh :
| Misalkah sebuah sampel rahdom "yang besarnya dua dipilih dari populasi yang
bes‘;arnya 100, dan diketahui 98 dari 100 item adalah adalah baik. Sampel tersebut
dipilih dengan cara bahwa itérﬁ pertama diselidiki dan diganti sebelum item kedua
dipilih.
Misalnya : A : item pertama ditelti baik.

B : item kedua diteliti baik.




Maka probabilitas ke dua item tersebut baik adalah :

PANB)=P(A).P( )- -9-’3-—3—3- = 0.9604
100100

Jika sampel diambil tanpa dlgantl sehingga item pertama tidak diganti sebelum
item dipiiih maka :
' 98 97

PAAB) =P (A).PBIA) = —220 = 09602
(ﬁ) ") - P( ) 100 99

2.2. Variabel Acak ( Random Variable) .

Suatu hasil pengumpulan :‘data, baik merupakan kegiatan riset maupun
ek:-‘:periimen dapat berupa .variabel diskrit maupun variabel kontinue. Variabel diskrit -
adala.h ;variabel yang nilainyé tidak dapat diwakili oleh suatu titik dalam suatu
interval sedangkan variabe!‘:kontihu adalah variabel yang dapat diwakili oleh

se!uruh_ titik dalam interval,
Definisi 2.2.1

Jika ¢ sebuah percobaan yang memitiki ruang sampel § dan x sebuah fungsi yang
dinotasikan sebuah bilangan Tiit x (e) untuk setiap hasil e € ¢, kemudian x (e)

disebut varibel random.

Definisi 2.2.2




Jika X adalah sebuah variabel random diskrit yang dihubungkan dengan sebuah

bilangan px (%) = p (X = x,)?dengan masing-masing hasil x, dalam p, untuk i = 1,2,

..., I dimana bilangan px (%) memenuhi :

1. P {x) 2 0, untuk semua .
2.3 Px)=1
Pzl .

Definisi 2.2.3

Untuk sebuah variabel random kontinu x, didefinisikan :

' b
Plaz x<b)= | f,(x)ax

ijdinyatakan sebagai fungsi densitas probabilitas (fdp), memenuhi kondisi-kondisi
| sebagai berikut : ‘

1. f«(x) = 0, untuk sejmua xngx

2. Jf(x) dx =1 |
cOntoh :
Sebuah variabel random x mémenyai fungsi densitas probabilitas yanQ diberikan :
f,(x)%x ,0< x<1 |

=2-%,1< X< 2

=0 , yang lain
: 0 A1/Z
a P(-1< x< 1/2) = J'_Ide+J'0xdx = 1/8

b.P(xs3/2)= [ Ode+ [ xde+ [(B-x)de =718
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c. P(1/4< x < 3/2) = ﬁ4xdc+'ﬁ227x)d>c = 27/32

2.3. Nilai Harapan { Ekspetasi )

Jika x adalah sebuah v‘ariaberl random dan Y = H(x) adalah sebuah fungsi dari

X, maka nilai harapan H{x) didefinisikan :

x

H(x = Z HEa) p0x) , dntukxyang diskrit

E [HX)] = T H(x) f(x) dx , u‘ntl..lk#yang kontinu

‘.Jika H.(x) =x maka E [H(x)] = Ep) = u#, sehingga nilai harapan variabel random X
adalah rata-rata p. |

Jika H(x) = (x-p)? , maka E [(x_-;@*] ;- o?

Jika H(x) = x, maka var(x) = E [(x-E(x))2] = E(P) - [EQF

contoh : | |

Xjada_lah banyaknya pesahén' barang dalam satuan yang masuk selama satu

minggu. P(X) adalah probabilitas terjadinya X=x.

x| o 1 2 3

Pyl 0125 0375 0,175 0,125,

b 4

a = EM) = 3 % pk)

=1
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=0p(0) +1 p(1) +2 p(2) + 3 p(3)
= 0(0,125) + 1(0,375) + 2(0,375) + 3(0,125)

=15 |

b. o® = E [(¢E())*]

-E [(x-1,5)%]

=2 (%-1,5)" p(x)

= (2,25)(0,125) + (0,25)(0,3')5) + (0,25)(0,375) + (2,25)(0,125)
=0,75

o = 0,865

2.4. Penarikan Sampel

'Pengumpulan data dengan cara sensus, walaupun dapat diperoleh data
statistik yang sebenarnya (p‘araméter), biasanya banyak mengeluarkan biaya dan
tenagé. Misalnya sensus péndud:uk, sensus industri, sensus pertanian, sensus
pégawai negri dimaksudkan? uritukj memperoleh data sebenarnya. Data penduduk
meliputi antara fain : jumlah :pendu"duk menurut umur, mehurut lapangan kerja dan
lain se_bagainya, data industri 7 jumlah karyawan menurut pendidikan, menumt_
lapangan Kerja dan Iain‘ sebégafnya.

:Berdasarkan alasan tersebut, maka dalam prakieknya sering digunakan
pénarikan sampel yang akah memberikan nilai taksiran atau penduga (penduga

jumiah rata-rata, prosentase; simpalwgan baku dan lain sebagainya).
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Metode penarikan sampel lebih praktis, lebih mudah dan memeriukan tenaga yang

lebih Sedikit dibandingkan déngan SEersus.

- Di dalam setiap kegiatanﬁ pengumpulan data, kita harus tentukan dahulu
eiemennya (sesuatu yang‘ menjadi obyek penyelidikan atau satuan penelitian,
rhisalhya arang, organisasi‘,': barang dan lain sebagainya), kemudian karakteristik
apa yéng akan diketahui déﬁ elefnen tersebut. Karakteristik yang dimaksud di sini
adalah sifat-sifat, ciri-ciri ataﬁt.‘J hal-hal yang dirniliki elemen. |

- Sensus ialah suatu :cafa pengumpulan data bila seluruh populasi diselidiki
satu persatu. Hasilnya disebui ‘data sebenarnya yang disebut parameter,
sedaﬁgkan penarikan sampel ial?h' cara pengumpulan data bila hanya sebagian
eiémén {sampel) yang diée(idiki. "

- Suatu himpunan bégian pengamatan dipilih dari sebuah populasi disebut
dengan sampel. Data penarikan sampel atau disebut dengan sampling merupakan
nilai pénduga karena adanyfa kesalahan penarikan sampel {sampling error).

| - Penarikan sampel ‘acak (sampel random) sederhana adalan penarikan
sampél dimana pemilihan;eleme}melemen populasi dilakukan sedemikian rupa
sehingga setiap elemen mé}mpuhyai peiuang yang sama untuk dipilih. Penarikan
sémpel {sampling) terdiri qari béberapa macam antara lain : penarikan sampel
abak berlapis (stratified :_randdljm sampling), penarikan sampel sistematik
(s;,yste:matic sampling), pehari.kan_ sampel gerombol (cluster sampling) dan lain: :

sebag:ainya. Pada penulisan ini Kita hanya membahas penarikan sampel acak.

sederhana.
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2.5. PerKiraan (Estimasi) Parameter

Statistik induktif adalah proses memperoleh informasi dari data sampel
yang digunakan untuk menarik kesimpulan tentang populasi dari sampel yang
dipilih. Teknik statistik induktif dapat dibagi dua bagian besar yaitu estimasi

parameter dan penguijian hipotesis.

Sebagai contoh sebua’h masalah estimasi parameter, misalnya seorang
ilmuwén sedang menghadakan analisis kekuatan tekanan beton. Masing-masing
kékuatan model beton merupakah suatu variébel. Konsekuensinya ilmuan tersebut'
tertarik' untuk memperkirakén variabilitas dari populasi ini. Kita menyajikan metode
untukz memperoleh estirn_asi .tuﬁggal parameter, seperﬁ rata-rata dan varian
pbpulasi serta metode untuk memperoleh perkiraan interval parameter yang

disebut interval keyakinan (éonﬁdence interval).

Suatu perkiraan tunggal pada sebuah parameter populasi adalah nilai
tunggal numerik pada sebuah statistik yang berhubungan dengan parameter
tersebut. Perkiraan tunggal ‘adalah sebuah pemilihan yang unik untuk sebuah nilai
pararrieter populasi yang tidak diketahui. Satu parameter dapat mempunyai}

beberapa penduga.

" Ada beberapa perbedaan utama estimator tunggal untuk suatu parameter. ~‘

Misalnya jika kita ingin memperkirakan rata-rata sebuah variabel random, kita |
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harus perhatikan salah satu rata-rata sampel, median sampel atau mungkin
observasi yang paling kecil fdafam: sampel sebagai estimator tunggal. Agar dapat
menentukan estimator tungga_l sepuah parameter tertentu adalah satu-satunya
yang baling terbaik untuk dipergﬁnakan, kita perlu menguiji sifat-sifatnya secara

statistik dan mengembangkan beberapa kriteria untuk perbandingan estimator.
A(ﬁapun sifat-sifat yang dimiliki peﬁduga {estimator) :

a. Penduga tak bias (unbiasbstimator)

6 merupakan penduga tak bias apabila E (6 ) =0 dan 6 dikatakan penduga bias
(biased estimator) jika E(& ) = 0 dan besarnya bias adalah [E(& )-0].

contoh

x merupakan penduga tak bias dari p sebab E(X) = E((1/n)3 x ) = (1/n)
: ' i=)

= UnE(Y w=1m.np=y

=)

b. Penduga konsisten (consistent estimator)
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8 merupakan penduga konsisten apabila nilai @ mendekati nitai 6 untuk n

mendekati tak hingga. Secaré matematis dapat ditulis sebagai berikut :

mP{|8p-0] <e)=1
o

¢. Suffient estimator

8 merupakan sufficient estimator apabila § mencakup seluruh informasi tentang

6 yang terkandung didalam sampel. Maksudnya adalah distribusi bersyarat dari
variabel X X%,....,X, sebagai éampei, untuk nilai ® yang diketahui, tidak tergantung

pada parameter 0, atau dapat ditulis sebagai berikut :

f(x1,x2_,....,xn)_: g(xq_xz,_...,x;,/é) h(;' o).
‘Rata-rata error kuadrat suafu estimator é didefinisikan sebagai .
MsjE(é )=E (é-e )?
Réta-rata error kuadrat dapat ju;;a ditulis sebagai berikut :

MSE(8 ) = E[ (8-E(8 ) + 0 - E(8 )

=V ((;7 ) + (Bias)?




Rata-rata error kuadrat & ‘sama:dengan varian estimator ditambah bias kuadrat.

Jika @ adalah sebuah estimator yang unbias pada 6, maka rata-rata error kuadrat

~ 3Y

& sama dengan varian 8.

2.5.1. Metode Maximum Likelihood

Metode maximum :ikelihobd adalah suatu metode yang paling baik untuk
membero[eh sebuah estifnator tunggal. Misalkan X variabel random dengan
d‘istrib:usi probabititas f(x, 9),diména parameter tunggal 6 tidak diketahui; Misalkan
X1 Xz, X menjadi nitai yang diobservasi didalam suatu sampel random yang
besarnya n. Maka fungsi Likelihood sampel tersebut adalah :

L(8) = (x4, 6) f(xz, O)... (s, ©)

' cbntoh ;
Misal x variabel random Bernaulli.’
p(q) = p* (1-p)"™* , untuk x = 0,1
=0 , yang lain

L(p)=p*' (1-p)™. P2 (1-p)™ .. P (1-p)™

=11 o (-p)™

1

= p™(1-p)"™

jika ;’ memaksimumkan L(p) ma;ka 7 juga memaksimumkan Ln L(p), sehingga

logaritma L.ikelihood .
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x

Ln L(p) = Z )<|!np+(n Z x}In(1-p)

i=] f=1
maka -
X . x

aLnL{pyap= 3 x/p-(n-> %)/ (1-p)

=1 i=1
=0
Didapat estimator maximurrj Likelihood yaitu :
X

2 ><:fp=(n-i ) (1-p)

=l =1

143 % =p(n-3 x)

il

._.

= (1/n) Z = X

Estimator maximum Slike!ihbod tidak perlu unbias, tetapi estimator tersebut
biasan:ya dapat dengan mudah diﬂl:ah untuk membuat estimator tersebut menjadi
unbias. Bias mendekati nol untut{ sampel yang besar. Pada umumnya estimator
maximum likelihood mempuhyaf sarmpel yang besar atau sifat asimptotik.
Khususnya estimasi tersebut berdlstrlbu3| normal secara asimptotik, unbias dan

mempunyal varian yang mendekatl batas terendah Cramer—Rao untuk n yang

besar.. Lebih tepat kita se'bu_tkan bahwa jika 9 adalah estimator maximum

fikelihood untuk 8, maka n1”(9- 8 ) berdistribusi normal dengan rata-rata nol.

.Estimator maximum likelihdod adalah konsisten juga. Selanjutnya estimator .

tersebut mempunyai sifat .invarian, yaitu jika & ‘adalah estimator maximum
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likelihood © dan u(®) adaléh‘fqng_si 8 yang mempunyai invers nilai tunggal, maka

estimator maksimum likelihood-u(0) adalah u(é ).

2.5.2. Metode Momen

:Misaikan X variabel rar‘zdom: kontinu dengan fungsi densitas f(x;64,62, ... , 6k)
atau vériabel random diskrit dehgah distribusi p(x;04,0,, ... , 8} dengan k parameter

tidak diketahui. Misalkan x;,X3, ... , %y adalah sampel random yang besarnya n dari

X, dan didefinisikan momen sampel pertama k disekitar nol sebagai :
me= (1> X, t=12, .,k
. : fal

Momen populasi pertama k disekitar nol adalah :

W= E(X) = f X'f(X;64,02, ..., 6) dx

: tr—:“1,2,3, ..., kKdan X kontinu
- 1= E(C) = £ XP0con 0z, .. 00
| | t¥1,2,3, ..., kdan X diskrit

Momen populasi {p'i}, ﬁada umumnya fungsi-fungsi k parameter tidak
diketahui {6}. Dengan menyamakan momen sampel dan momen populasi akan
menghasilkan persamaan sebfa_nyak k secara serentak dengan k tidak diketahui {8

}yaitu p'y=m’y dengant =123, ..., k, sehingga dapat menghasilkan estimator-

estimator momen €4, Oz, ... , &
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2.6. Metode Bootstrap
- Metode bootstrap Meliputi pendugaan secara empirik semua distribusi

sémpling dari 6. Boostrap tidak akan merubah struktur model yang telah
diberikan, misalnya model regtesi linier yang diselesaikan melalui metode
bbostrap, maka hasilnyapurj akanf tetap menjadi model regresi linier.

Pb‘pulasi F

—» peubahsamplng -

—>» peubahresampling

S.(x*_l) : s(x*,) .. s(x*g) -+ Sampel Bootsirap

Gambar 1. Diagram untuk komporjen ragam dari sampling dan resampling
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DUNIA NYATA

Distribusi Pengamatan -

Probabilitas ~ Sampel

Tidak Acak

diketahui ‘

F_; XZ(XI,‘... ,Xn)
6 =5(x)

Statistik yang diinginkan

DUNIABOOTSTRAP

Distribusi Sampel
Empirik Bootstrap

Fdoxk=(xh, L, xh)
J
p¥=g (x*)

Ulangan Bootsrap

Gambar 2. Diagram dari'bo:otstrap, penerapan masalah suatu sampel
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;Pendekatan bootstre;p mempunyai prinsip memperlakukan sampel seperti
Iayakn‘:ya populasi dan menerapkan sampling untuk membangkitkan. dugaan
empirik bagi distribusi sampling statistik. Pengambilan sampel ulang (resampel)
bérukuran n dilakukan berqlang-ﬁlang secara acak dengan pengembalian dari
sampel asli. Dari setiap sémpel bootstrap dapat dihitung nilai dari é"‘ ( lihat -
gambar 1 dan 2 ). S

Penekanan pada hasil dengan menggunakan metode bootstrap adalah bahwa
dis‘tribLjsi frekuensi relatif dari 6* yang dihitung dari resampel adalah merupakan
dugaan dari distribusi sampling 8.

Langkah-langkah dalam metode bootstrap :

a. Ben‘kan distribusi probabilitas empirik, F (x) bagi sampel dengan peluang 1/n
untuk - masing-masing titik3x1_x2,__;,xn_F(x) adalah fungsi empirik dari x.

b. Dari F (x) didapat sampel jacak_jséderhana berukuran n dengan pengembalian,
yahg-difnamakan resampel x*.

c. Hitung statistik yang diinginkan 8 dari resample dan menghasilkan *

d. Ulangi langkah b dan ¢ sebanyak B kali, untuk B cukup besar.

e. Berikan distribust probabilifas déri B yaitu 8*, dengan menempatkan peluang

n

1/B bagi masing-masing 8*;, 8%, ... 6%. Distribusi probabilitas ini adalah dugaan

bootstrap bagi distribusi sampling & yaitu F *(8*). ‘




contoh :

Misal n =3 dan (3, X2, Xs) = (1 X2,%s) = (4,1,10)

Rata-rata dari sampel adalah X = (4+1 + 1‘0)13 = 5.

Xt | R | Xt | %
1) | 1| @104) 6
(1,1,4) 2 (10,4,4) 6
(1,4,1) 2 (4,4,10) 6
(4.1,1) 2 (4,10,10) 8
(1,4,4) s (10,4,10) 8
(4,1,4) 3 (10,10,4) 8
(4,4,1) 3 | (1,410 5
(4,4,4) 4 | (1.10,4) 5
(1,1,10) 4 | (4,1,10) 5
a0 | 4 | @01 5
(10,1,1) 4 - {10,4,1) 5
(10101)| 7 (10,1,9) 5
(110,10)| 7 |(10,1010 | 10
(101,100 7 | )

Tabel 1. Rata~rata resam’plihg untuk (x1,%2,%3) = (4,1,10)
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(X | B (Xa*-Xa) frekuesi‘ frekuensi | frekuensi
(W) 1 relatif relatif relatif
‘ (fi) (pi) kumulaif
T -6,9282 1 1127 1/27
2| 2 5,1962 3 3127 4127
3 3 3,4641 3 - 3/27 7127
4l 4 -1,7320 4 4127 11727
5| & 0 6 6/27 17127
6 & 1 ,7szb 3 3/27 20/27
71 7 3,4641 3 3/27 23727
8 8 5,1962 3 3127 26/27
9l 10 8,6605 1 127 1
27=3°

Tabeil 2. Distribusi frekuensi rata-rata resampling untuk (X4,X2,Xs) = (4,1,10)
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Resampling dilakukan dengan péngembalian untuk semua kemungkinan sampel.-

Rata-rata dari éampel bootstrap (%i a*) menyebar, seperti terdapat pada tabel.

Pendekatan bootstrap Gs*(x) = P* (+3(X3-X) < %) untuk setiap nilai x bagi v3

(X 3 - p) adalah G;* {x) = S pie

WISRX |
il
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Bootstrap dan kesimpUlaﬁ parametrik kedua-duanya mempunyai tujuan yang

‘sama yaltu dengan inrormasl .Jyang terbatas blsa menduga distribusl sampling

statistik, &, untuk menarik kes'impulan tentang parameter populasi yaitu 8.

Bedanya adalah dalam’ merhperoleh distribusi sampling seperti yang telah

dijelaskan diatas.






