Tinjavan Pustaka

BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Mod?ulo Aritmatika

Definisi 2.1
| J ika o Dbilangan real, m bilangan bulat, 5 bilangan bulat positif dan x
bilangan bulat sisa pembagian poleh &, sehingga dapat ditulis sebagai ,
p=mo+x
untuk 0 £x < §, maka dinyatakarix sama dengan p modulo § dan ditulis,

x=p (mod &)

Contoh 21

23 =(4 x 5 )} + 3 sehingga dapat ditulis 3 = 23 (mod 5)

Definisi 2.2. Kongruensi Modulo m
Misal p, q,8 bilangan bulat dan & positif, maka p kongruen ¢ modulo &, jika &
membagig ( p-g ). Ditulis,

p=gq(mod ).

Contoh 2.2.
(73-28)=9x5
dengan m = 5 dapat membagi ( 73 - 28 ) sehingga dapat dinyatakan,

73 =28 (mod 5).
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Teorema 2.3.

Misal o bilangan bulat positif, maka bilangan bulat p kongruen ¢ modulo &
Jika dan hanya jika terdapat bilangan bulat £ sedemikian sehingga,

| p=q+ké
Bukti :
(=) Untuk bilangan bulat p, ¢ dan dbilangan bulat positif, p = ¢ ( mod &), maka
J 'membagi ( p-g ) sehingga untuk suatu bilangan bulat 4 dapat dinyatakan
(p-q)%k& atau p=gq + k8.
(terbukt;')
(=) Untuk bilangan bulat 4, sedemikian sehingga p = g + && dengan & bilangan
bulat p(;sitif, maka ( p-q¢ ) = ko , berarti pengurangan p oleh ¢ habis dibagi &
sehingga p = ¢ (mod &). |
(terbukti)
Teorema 2.4.

Misal m bilangan bulat positif. Jika p=¢ (mod §) dan » = s (mod &) maka
(p-r)=(g+s) (modS)danpr = g5 (mod d). |
Bukti:

Diketahui p = g ( mod m ), sehingga untuk suatu bilangan bulat £, m
membaéi ( p-q ) atau

(pq) =k (2.1)

dan r E:s ( mod m ), schingga untuk bilangan bulat /, m membagi ( r-s ) atau

(rs)=1[6 | 2.2)
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Dari (2.1) dan (2.2), maka :

p-q=ké = p=qg+ké

r-:s=15 = r=s5s+1§ +
ptr=(q+k8)*+ s+ 16)
=(g+s)+ (k+1)8

sehingga %p+r=g+s(mod5). |

(terbukti).

Dari (2.1) dan (2.2), maka :
p-9q=ké = p=q+k8

r-s=16 > r=5+[18 x

pr=(q+k8)x (s~ 18)
=qs = qUd)+ s (kS)+ (k+ 1)o
=gs+ (gl +ks)o +{k+ 1)
=gs+{gi +ks + k+ )&

pr=gs(modJ )

(terbukti).-

Contoh 2.3,
Misalkan 10=3 (mod 7)dan23 =2 (mod 7),
maka (10+23)=(3+2)(mod7)

dan (10x23)=(3x2)(mod7).
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2.2. Grup
Definisi 2.5. Operasi Biner
Operasi Biner @ pada himpunan A adalah fungsi @ : AxA—A

Definisi 2.6. Grup

Grup merupakan pasangan berurutan himpunan tidak kosong S, dan operasl
biner & Iyang dinotasikan (S,®) dan memenuhi sifat-sifat berikut:
1. Tertutup terhadap operast biner @,
sehingga untuk gi, gj € S maka g ® g & S
2. @ merupakan operasi biner assosiatif,

sehingga untuk g;, g, g €S, maka g® (g®g) = (gD g) ® &

[9%]

S memiliki elemen identitas gy,

sehingga untuk go, g€ S, maka g @ g =20 D &= g
4. Setiap elemen S memiliki invers,

éehingga untuk setiap g.g"' €S, maka gl D g=gm

Selanjutnya grup (S,®) dinyatakan sebagai grup G.

Definisi 2.7. Grup Abelian
Misal G=(S,®) grup dengan operasi biner @ dan himpunan tidak kosong S.

Jika untuk seluruh g.g; € S, berlaku g; @ gj= g;® g, maka G disebut Grup Abelian.

Definisi 2.8. Grup Abelian Berhingga
Misal G=(S,®) merupakan grup abelian dengan S himpunan berhingga, maka G

disebutéGrup Abelian Berhingga .
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Definisi 2.9. Order Grup

Jika G=(S,®) grup dengan S = {go, &1, ..., S@-}, maka order G adalah
banyakn?a elemen S dan dinotasikan {G[=[S{.
Conioh 24

G=( S.®)dan S = {g, &1, 2, &3, &}, order G adalah 5 atau [G[=5.

Theoretﬁa 2.10.
Jika S={g0,g1,....&s-n} dan untuk setiap g,g €S sehingga 1j= 0,1.2,...,(51),
berlaku: |
8 ® g = g (i4) (wod )
maka pasangan berurutan ( S,® ) merupakan grup dan dinotasikanG(3).
Bukti; |
Akan dibuktikan bahwa ( S,® ) merupakan grup.
1. Ambil sembarang g,g; € S maka g @ g €8 karena dari definisi 2.1,
0< (i+j) (mod §) < 9, sehihgga sifat tertutup terpenuhi.
2. Ambﬂ sembarang g;, g, gx € S maka,
8B (8D g) = Bk +iomod H(mod 5
7 B @) (mod 5)
= 8 &HH)(mod 5)
= 8t mod 8)
= (8Dg) © (g)

memenubhi sifat assosiatif,
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3. Ambil sembarang g;,gj€S maka,
& ®égj= 8 (i) mod &)
= B G+) mod 8)
=g ® g
sifat komutatif terpenuhi.
4. Amb11 sembarang g; goe S maka,
g® 8o = & (+0)(mod 5)
= Bi(mod 3)
: - gi
Jadi :G(é') mempunyai elemen identitas go
5. Amb?il sembarang g,.254H€S maka ,
2O go-d™= & (+EiNimod 8)
= B (@48 mod &)
= B (®)meod &)

=g0

sehingga g ;) merupakan invers dari g; dan dinotasikan gg"

Karena memenuhi kelima syarat grup, maka terbukti babhwa (S,©) merupakan grup.

Definisi 2.11.

Misal G=(5,®) dan TcS. Jika H=(T,®) grup, maka H disebut subgrup G.
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Contoh 2.5.
Misal T={go,22,84}<G(6), dari hasil operasi setiap elemen G(6), terhadap

operasi biner & (tabel 2.1), diketahui H=(T,®) grup, sechingga H merupakan subgrup

G(6).
D 8 | & | &
g | 80 | 82| 84
82 |82 |8 B0
g |8 | B0 &2
Tabel 2.1.

Operasi Biner setiap elemen T

Teoreemaéz.lz.
Misal;G"—*(S,EB) dan T<S. I—I=(T,®) merupakan subgrup dari G jika dan hanya

Jika : l

1. Setiap 2.2 € T, maka g;® g; eH

2. Jika go merupakan' elemen identitas G, maka go € H

3. Setiap g'eH, maka gieH. |

Bukti:

(=) Dari definisi (2.11) , misalkan H subgrup G, maka (T,®) grup sehingga :

[} @ merupakan operasi biner pada H, sehingga untuk setiap gigyeT maka
o gj eT.

2) Jika g merupakan elemen identitas pada T.

Akan dibuktikan bahwa g; = g dimana g, diketahui sebagai elemen identitas

dalam; G.
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Apabila gL elemen identitas H, maka:

g = 2@ g (2.3)
2= 89D g (2.4)
Dari (2.3) dan (2.4), diperoleh :
| g~ Bk
a®a =59
£h@g @n - 0ndy
20 D =20 g
=g

(terbukti).

Jadi elemen identitas ‘dalam_ H adalah go, vang juga merupakan elemen
identifas G.

3). Misal gieT dan g adalah invers g; dari H terhadap elemen identitas .go dan
operaéi biner @ dan g invers g pada G, terhadap elemen identitas gy dan operasi
biner @, maka harus dibuktikan bahwa g{'= g{l. |
Apabila g’ invers dari g; dalam H dan g, elemen identitas, maka :

2=g®g" (2.5)
sedaﬂgkan g; invers dari g; didaialﬁ G dengan gy elemen identitas, maka :
2=g® g’ (2.6)

Dari (2.5.) dan (2.6) diperoleh:

g'=gleH

5@y’ =z®g’

(terbukti).
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(<) Dart itcorema (2.4), andaikan 1,2,3 terpenuhi, maka akan dibuktikan bahwa
(H,®) adalah grup.
1. karenag setiap gi.g € H, g EB.gj & H, maka @ adalah operasi biner didaiam H.
Untuk éetiap g, 8, &« € H, berlaku:
. (89O~ z® (g a)
-~ g®gPe
sellingga (H,®) memenuhi sifat assosiatif.
2. Untuk; setiap g, g; € H, berlaku g; @ g; =Vg,- @ g;, maka (H,®) memenuhi sifat
kqmutgatif.
3. Kare_:na go € H maka untuk setiap g; € Heg@gp=20®g =8, sehingga H
memp:unyai elemen identitas gpe H.
4, Untuk :setiap g; € H, maka terdapat g € H sedemikian sehingga :
6 ®g'-g'®g ~m
Sehingga setiap elemen H merpunyai invers terhadap go dan operasi biner ©.

Dari 1, 2,3 dan 4 himpunan H memenubhi sifat - sifat grup, maka H grup.

Definisi 2.13
Jika g; € S dengan ( S,® )grup abelian dan m bilangan bulat positif, maka :
mg=gdgd ... D g (m suku)

Ogi = 2
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Lemma i.14.
Jika g;eG(d) dan m bilangan bulat positif, maka untuk setiap g; dinyatakan
sebagai berikut: |
mgi = & (mi)(mod8)
Pembuktian dengan induksi matematika, sebagai berikut:
untuk m=1, dari defimsi 2.13.
léiﬂgi , karena g;G(8) maka 0 <i< 0 sehingga i=i(mod 8)
dengan hipotesa bahwa untuk m=k-1 memenuhi lemma diatas, sehingga

(k-1)g;i= £((-1)i)(mod 8)» maka untuk m=k,

kg=g@gd.. Dgdg (ksuku) Definisi 2.13
= (k-1)giDgi | |
= & (k-DiYmod 8 P & itmod 5) dari m=1 dan m=k-1 K
= & ((k-1)i(mod 5)+H{mod 5))(mod 5) teorema 2.10
= € ((ki-i)(mod Sy+(mod 8))(mod 5) kongruensi modulo
= £ (ki-i+)(mod §) kongruensi modulo
= £ (ki)mod §) kongruensi modulo
terbukti.
Definisi 2.15.

T(g) = { g & = mgi, m bilangan bulat positif }
Jika H(gi;) = (T(g;),®), maka H(g) disebut subgrup yang dibangun oleh g;. Order

H(g;) merupakan order g; dan dinotasikan |gj|.
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Pada G(3), berdasar Teorema (2.9) dan Lemma (2.14), order dari H, yaitu
subgrup G didefinisikan sebagai |g|= m; sedemikian sehingga (im;)(mod &) = 0.
Secara umum, untuk sembarang grup abelian berhingga G, | gil= m; dengan my

bilangan bulat positip terkecil sedemikian sehingga m5g= go.

Contoh 2.6.
(G(6),@) pada Contoh (2.5) merupakan grup abelian, maka untuk g;eG dan

m={1,2,3, ... }diperoleh mgy={go,8:.24}, schingga H(g:)={g0.82,84} dan [g|=3.

Definisi 2.16.
Jika (S,®) dengan g;e S, sehingga |g|=|G| , maka G disebut grup siklik, dan g;

disebut elemen pembangun G.

Contoh 2.7.

Tabel mg; untuk (G(5),®) adalah:

g |8 |& |88 || 1
g | Bo |81 82|88
& |8 |88 818
2 [ Bo 83|81 |8 |82

g g 184|818 81

Tabel 2.2.
mg; untek (G(5),®)

Lh| | | WLh

Dari tabel 2.2. untuk i = 1,2,3,4, |g={G| sehingga dapat dinyatakan G(5) siklik.

L
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Definisi 2.17.
Jika terdapat himpunan Tg(g;) = {% lh=g @ mg;, 0 < m <|gj}, maka Ty(g;)

disebut koset dari T(g;) yang memuat g.

2.3. Ma;alah Knapsack

Masalah Knapsack diformulasikan sebagai berikut:
Jika ter&apat n jenis peralataﬁ ilmuwan yang akan dibawa ke bulan menggunakan
pesa;watfruang angkasa, untuk j = 1,23, ... , n dengan ¢; > 0 merupakan nilai
kegUnaain setiap unit barang dan ¢; > 0 merupakan berat tiap unit barang jenis ke -
dan diketahui kapasitas pesawat tersebut 5, maka harus ditentukan banyaknya
peralatar;l yang akan dibawa déngan pesawat tersebut sehingga nilaf kegunaan bafang
maksimal. |

Dari contoh tersebut; dapat diformulasikan Masalah Knapsack sebagai.

berikut: .

‘ "
L= maksimumz X,
J=i

> a,x, <b s
Z.:_: iy 2.7
x, 2 0, bilangan bulat

j=123,...n

dengan xJ jumlah peralatan tipe ke -/ yang memaksimalkan Z.
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2.4, Program Dinamis

Program Dinamis merupakan suatu tekhnik matematis tentang optimasi
banyak :tahap. Ide dasarnya adalah membagi persoalan menjadi beberapa tahap dan
keputusén dibuat pada masing-masing tahap.

S;uatu hubungan rekufé:if digunakan untuk menghubungkan kebijaksanaan
optimun;rl pada tahap » dan »-1. Hubungan rekursif ini disajikan dalam.'bentuk
persamaian rekursif. Persamaan rekursif sendiri dibentuk dari permasalahan yang ada
dengan membaginya menjadi n tahap. Penyelesaian:persamaan rekursif dilakukan
dari tahaip ke tahap sehingga tLij uan optimum tahap terakhir terpenuhi.

Pada subbab selanjutnya akan di formulasikan persamaan rekursif untuk
Masalahi Knapsack. Dari Masalah Knapsack dapat diformulasikan dua persamaan-

rekursif,, yaitu Persamaan Rekursif I dan Persamaan Rekursif II.

2.4.1. Persamaan Rekursif 1

Misal fi(y) merupakan nilai maksimum dari Masalah Knapsack dengan
ukuran y pada k jenis pertama untuk y=0,1,2, ..., bdan k=1,2, ... ;. Misal
Ju(B) = Z merupakan nilai optimal persamaan (2.7), maka untuk menentukan Z dapat
dilakukan perhitungan secara rekursif dengan persamaaan rekursif yang

diformulasikan sebagai berikut:

ok
fi(y)=maksimum ¢ x;
Ji=1

k
J_Z;afxf =y ( (2.8)
x, z 0, bilangan bulatdan j=1,....&

i

Penyelesaian MK dengan Pendekatan Teori Grup Abelian Berhingga ‘ 16




Tinjavan Fustaka

Dengan menyendirikan x; maka untuk £ =2, 3, ... ,ndan y=0, I, 2, ..., b,

persamaan (2.8) dapat dinyatakan sebagai berikut:

B . k=1

maksimum Zc X
J=l

k-1
f£.(») = maksimum c¢.x, + Dax, < y-ax (2.9)
. -

xp =0, ...,[;’:1

x, 2 0, bilangan bulat dan j =1,... k-1

Pada persamaa (2.9), suku kedua ruas kanan mempunyai nilai . optimal
fio (y—a,x,), sehingga untuk £ = 2,3,....,ndany=20,1,2, .., b, dapat ditulis
sebagai :

/() =maksimum (cx+ fon (Y= a%,) (2.10)

X = 0,1,...,[;?]

Persamaan (2.10) selanjutnya disebut Persamaan Rekursif 1 ( Recursive
Equatioﬁs 1) dan akan dikembangkan menjadi Persamaan Rekursif II, sebagai
altematff dalam penyelesaian Masalah Knapsack.

Perhitungan secara rcku;sif dengan persamaan (2.10) dapat dilakukan untuk
k=1 atau tahap I; sebagai berikut:

£ (¥) = maksimum ¢;x,
* =0,1.---.[%]

=¢ [,f_[]
dengan ¢, = 0
sehingga persamaan (2.10) untuk #=1 dapat diselesaikan dengan menggunakan

kondisi awal f3(v) = 0 untuk ¥ =0,1,2,....b.
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Pérhitungan secara rekursif dari persamaan (2.10) disajikan dalam tabel untuk
masing - masing tahap. Pada tahap n akan diperoleh nilai optimal untuk Masalah
Knapsac}c yaitu Z. Selanjutnya untuk menentukan xg dengan k=1,2,3,...,n sehingga
diperolefl nilai optimal Z, dilakukan lacak balik. Lacak balik dapat dilakukan karena
nilai optimai suatu tahap dipengaruhi oleh nilai optimal tahap sebelumnya.

‘Lacak balik dimulai dari tahap terakhir, k=n, hingga tahap pertama, k=1.
Pada tahap n, dari tabel perhitungan diperoleh Z dan x, Nilai x; yang lain akan
ditentuk;m selanjutnya dengan mempertimbangkan persamaan rekursif pada tahap n,
V)= maksimum ( Caxn + for(V-anXs)), dari persamaan ini diketahui 7,(y) maksimal
pada niliai maksimal  fo..(y-gnxn) dan untuk mengetahui nilai maksimal fi.((y-@ixa)
dapat dilihat pada tabel perhitungan tahap n-1, sehingga diperoleh x,.; yang

mengoptimalkan f5.;(y-tnxa), hingga diperoleh x;.

Contoh f2.11.

Penyelesaian Masalah Knai)séck dengan Persamaan Rekursif
maksimum 11X + T+ 5x3+ X4 |

6x1+4x2+3X3+x4 <2

X1,X2,X3, X4 2 0, bilangan bulat.
Penyeleéaian: |

[E)iketahui y=0,1,2,. . . 25, n=4 dan k={1,2,3,4}, sehingga untuk memperoleh
solusi optirnal 74(25) dan {x),x2,X3,%4}, dilakukan perhitungan secara rekursif dengan
Persamaan Rekursif L. Perhitungan dilakukan untuk setiap tahap yang dapat dilihat

pada tabel-tabel berikut:
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Tahap I.(£=1),

f1(») =maksimum (11x, + f,(y—6x,))
X1 = 0,,[1]
6
»=0,12,..25
Penyelesaian
¥ 1x+ foly - 6x1) optimal
o0 =l xXi=2 = x=4 HO) x)
5 5 - : _ : 0 O
;1 0 . ) i ) o .
2 | o i , _ _ ol
30 o : : _ _ |
4 0 _ ) X ] 0 0
5 0 il - ) i I |
:7 0 H ) - - 11 1
8 0 11 ) ) ) I 1
é ° ! ) : - i 1
10 0 11 . ) ] o |
. 0 " ) ] ] ) 1
i 12 0 11 P ) ] ” .
13 0 1 92 ) ] ” )
14 0 11 22 ) ) ” ,
15 0 11 22 _ ) s )
‘ 16 0 1 2 i ] ” ,
| 17 0 11 - ] ] » .
18 0 11 29 13 i 33 s
19 0 11 55 - ] 33 i
20 0 11 29 33 ] 53 5
21 0 1 2 13 ] 5 ;
22 0 11 2'2 13 ] - .
23 G 11 22 33 i 1 \
24 0 It 22 33 44 a4 .
25 0 11 2 33 4 w |
‘ | Tabel 2.3,
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Tahap I1 (A=2)
| f:(y) = maksimum (7x; + fi(y - 4x2))
X3 = 0, (2]
4
y =0,1,2,...,25
Penyelesaian
¥ Tx+6(v-4x) optimal

x=0 x=1 X=2 Xy=3 x=4 X=5 X7~6 f> (v) X3

0 0 - - - - - - 0 0
1 o - - - - - - 0 0
2 0 - - - - - - 0 0
30 0 - - - - - - 0 0
4 0 7 - - - - - 7 1
51 o 7 - - - - - 7 1
6 11 7 - . - - - 1 0
7 11 7 - - - - - 11 0
8 11 7 14 - - - - 14 2
o| m 7 14 - . : : 4 |2
10] 11 18 14 - - - - 18 1
1| o1t 18 14 - - - - 18 !
12| 22 18 14 21 - - - 22 0
13| 22 18 14 21 - - - 22 0-
4| 2 18 25 21 ] ; ; 25 | 2
15] 22 18 25 21 - - - 25 2
6| 22 29 25 21 28 - . 29 1
17| 22 29 25 21 28 - - 29 1
18| 33 29 25 32 28 . - 33 0
19 33 29 25 32 28 - - 33 0
20| 33 29 36 32 28 35 . 36 | 2
21 33 29 36 32 28 35 - 36 2
2| 33 40 36 32 39 | 35 ; 40 | 1
23| 33 40 36 32 39 35 - 40 1
24 44 40 36 43 39 35 42 44 0
25| 44 40 36 | 43 39 35 42 44 0

Tahap 2.4.
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Tahap Il (4=3)
fy () = maksimum (5x; + £ (¥ - 3x3))
X1 = 0,. . ,[%]
>
y=0,1.2,...,25
: Penyelesaian
¥y : Sxyt £ (y -3x3) optimal
x=0 | x=1 | =2 | x=3 | x5=4 | x5 x=6 | x&~7 | x7~8 f3(») X3
0 0 - - " - - - - - 0 0
1 0 - - - - - - - . 0 0
2 0 - - - - - - - - 0 0
3 0 5 - - - - - - - 5 1
4 7 5 - - - - . - . 7 0
5 7 5 - - - - - - - 7 0
<] 1 1 5 10 - - - - - - 11 0
7 1 i 12 10 - - - - - - i2 1
8 14 12 10 - - - - - - 14 0
9 14 16 10 15 - - - - - 16 L
10| 18§ 16 | 17 | 15 - - - - - 18 | o
11 8 19 17 15 - - - - - 19 | 1
12 22 19 21 15 20 - - - - 22 0
13 22 23 21 22 20 - - - - 23 1
14 25 23 24 22 20 - - - - - 25 0
15 25 27 24 26 20 25 - - - 27 1
16 29 27 28 26 27 25 - - - 29 0
17 29 30 28 29 27 25 - - - 30 I
18 33 30 32 29 31 25 30 - - 33 0
19 33 34 32 33 3 32 30 - - 34 1
20 36 34 35 33 34 32 30 - - 36 0
21 36 38 35 37 34 36 30 35 - 38 1
22 40 38 39 37 38 36 37 35 - 40 0
23 40 41 39 40 38 39 37 35 - 41 1
24 44 41 43 40 2 39 41 35 40 44 0
25 44 45 43 44 42 43 41 42 40 45 1
. Tabel 2.5.
Perhitungan Rekursif Tahap OI
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Tinjavan Pustaka

Menent;ukan solust optimal Z dan{x;,x3,x3,%: }.
i’ada tahap I'V diperoleh f4(25) = 45 dengan x;={0,1} dan ﬁ(25;x4), sehingga
dapat d;itentukan nilai x; sebagai berikut:
;r4= 0 maka f£3(25)=45 denganx; =1 dan f£(25 - 3x3),
' ;r4= 1 maka f3(24) =44 dengan x; =0 dan f5(24 - 3x3).
Selanj u?tnya dapat ditentukan nilai {x;,x;,x; }, sebagai berikut:
Menentukan nilai X3,
. x3 =1 maka f2(25 - 3)= £5(22) = 39 dengan x; = 1 dan f1(22 - 4x,),
x3 =0 maka f>(24 - 0)= /2(24) = 44 dengan x» = 0 dan f;(24 - 4x,).
Menentukan nilai x;,
x2= 1 maka f;(22 - 4)= £,(18)=33 dengan x;=3 dan f;(18 - 6x,),
x; =0 maka f1(24 - 0).=ﬁ(24)=4-4 dengan x;=4 dan fi(24 - 6x;).
Perhitungan tersebut dapat disajikan dalam bentuk tabel berikut:

Jika ys=25, y3= ys- x4, y2=y;3- 3xydan y= y; - 4x, maka,

Fa Xy Vi X3 2 X3 i X
25 0 [25-0=25 1 [25-3=22 1 22-4=18 3

1 125-1=24 0 {24-0=24 0 24-0=24 4

Tabkel 2.7.
Lacak Balik

Solusi optimal untuk masalah diataé adalah f3(25)=7=45

dengan{x,X2,x3,%4}={3,1,1,0} dan solusi alternatif {x, Xa2,X3,%4}={4,0,0,1}.
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2.4.2. Pe;rsamaan Rekursif II‘.

7 ika pada y dan % persamaan (2.10) mempunyai nilai optimal dengan x; = 0, _
maka f; (y) = Ji-i(y). Tetapi jika x; >0, dapat dinyatakan fi(y) = ot f(y - @ ),
sehinggaéuntuk setiap y, dapat dituliskan:

% =0 = £() = fiu() 2.11)

x>0 = f()=c+ f,(y-a) (2.12)
kombinaéi persamaan (2.11) dan (2.12) dengan kondisi awal fy(y)=0 untuk
y=0, 1,2j ,--- » b diperoleh

Si(y) = maksimum{f,  (); ¢, + fi(y =)} (2.13)

untuk ak:Sy dan 4~=1,2, ....,n Persamaan (2.13) selanjutnya diSebu_t Persamaan
Rekursif II (Recursive Equations IT)

Séperti halnya pada rekursif I, perhitungan dengan rekursif II disajikan dalam
tabel daﬁ untuk menentukan solusi optimal dapat dilakukan lacak balik dan k=n
hingga k=1. Lacak balik pada perhitungan dengan rékursif II hampir sama dengan
lacak balfk yang dilakukan pada rekursif L

Lﬁcak balik dilakukan dengan mempertimbangkan formulasi persamaan
rekursif If. Ide dasar dari ﬁembentukan persamaan rekursif II adalah adanya dua
kemungkiinan nilai x; yang mengoptimalkan #(y). Kedua kemungkinan tersebut
adalah xkf= 0 atau x; >0. Pada tahap » dapat diperoleh nilai maksimal Z dan dapat .
ditentukan nilai x,. Selanjutnya dapat ditentukan nilai xi yang lain dan untuk lebih

jelasnya diberikan Contoh 2.7.
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Definisi 2.18.
Suatu indikator Pi{y) dihitung untuk seluruh y dan k yang akan digunakan
dalam menentukan solusi optimal setelah f,(5) terhitung. Indikator tersebut

didefinisikan sebagai berikut

0 Jika f,(y) = fa(¥)
1

Pk(.}’);{ - jika £,(3)> fil ()

Seperti halnya pada formulasi persamaan rekursif I, formulasi persamaan
rekursif II dari Masalah Knapsack diatas mendasani formulasi persamaan rekursif

untuk Masalah Knapsack yang selanjutnya disebut Rekursif Grup II ( Group

Recursion II).

‘ Contolllg 2.7. Penyelesaian Masalah K11apsa§k dengan Persamaan Rekursif II
Tentukz:m solusi optimal untuk Masalah Knapsack berikut.
| maksimum 11x;+ 73+ 5x3+ x4
6x; + 4)(2 +3x3+ %y €25

X1,X2,X3, X4 = 0, bilangan bulat.

Penyelésaian:
Perhitungan dengan Persamaan Rekursif IT untuk y = 0,...,25 pada tahap
k=1 hinjgga k=4, dengan persaﬁlaan s‘*..ebagai berikut:
fily)= maksimum { (), et A - @)}
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Tanda nc.zagatif dituliskan mengikuti nilai fungsi untuk menunjukkan bahwa Py(y)=1

(definisi; 2.19). Perhitungan dengan persamaan rekursif JI untuk masalah diatas -

terdapat pada tabel berikut:

Perhitungan dengan Rekursif I

v RO | 1+ AG-6) | AD) | THAY- [ £O) | SHAW-3) | AGY) | THAG-1) | AW
0| ¢ - 0 - 0 - 0 - 0

1 0 - 0 - 0 - 0 |1+ 0=1 | I

210 - 0 - 0 - 0 |1+ 1=2 | 2

3 0 - 0 - 0 5+0=35| 35 |1+ 2=3 | 3

4 0 - 0 |7+0=717- 15+ 0=3 7 I+ 5=6 7

510 - 0 {7+0=7]7 Js+0=5| 7 |1+ 7=8 | &
6 b n+o=11 | 1- | 7+0=7]n |s+s5=10] 11 |1+ 8=9 | n

71 0 | Hwo=11 | 1. |7+0=7 |11 [3+7=12] 122 [1+lI=12 | 12
8 | 0 | H+O0=01 | 11- |7+ 7=14 |14 15+ 7T=12} 14 |1+12=13 | 14
9 0 | 1E+0=11 | 11- [ 7+ 7=14 |14 |5+11=16| 16 |1+14=15 | 6
100} 0 | H+0=11 | 1i- | 7+11=18 |18 |5+12=13 | 18 |1+16=17 | 18
0} 0 | ueo=11 | 1o | 7+10=18 {18 |5+14=19 | 19- | 1+18=19 | 19
12 1 0 | m+i1=22 | 222 | 7+14=21 [22 | S5+16=21| 22 |1+19=20 | 22
3o | meri=22 | 2 | 7+14=21 |22 |s5+18=23| 23- |1+22=23 | 23
14 | 0 | 1+11=22 | 22- | 7+18=25 {25 | 5+19=24| 25 }1+23=24 | 25
15 | 0 | N+11=22 | 22. ] 7+18=25 |25- | 54+22=27| 27- | 1+25=26 | 27
16 | 0 | 11+11=22 | 22. | 7+22=29 |29- | 5+23=28| 29 |1+27=28 | 29
17 | 0 | ti+11=22 | 22- | 7+22=29 | 29- | 5+25=30 | 30- {1+29=30 | 30
18 | 0 | w+22=33 | 33- | 7+25=32 |33 |5+27=32| 33 |1+30=31 | 33
19 | 0 ) 11+22=33 | 33. | 7425=32 |33 |35+29=34| 34 | 1+33=34 | 34
20 | 0 | 11+22=33 | 33- | 7+29=36 [ 36- | 5+30=35| 36 |1+34=35 | 36
20 | 0 | 11+22=33 | 33- | 7+20=36[36- | 5+33 =38 [ 38- |i+36=37 | 38
2 | 0 | 11+22=33 | 33- | 7+33=40 [40- | 5+34=390| 40 [1+38=39 | 40
23 | 0 | 11+22=33 | 33- | 7+33=40 {40- | 5+36=41] 41- | 1+40=41 | 41
24 | 0 | 11+33=44 | 44- | 74+36=43 |44 | 5+38=43 | 44 |1+41=42 | 44
25 | 0 | 11+33=44 | 44- | T+36=43 |44 | 5+40 =45 | 45 [ 14+44=45 | 45

| . Tabel 2.8.

Dari tabel perhitungan dengan rekursif II dapat ditentukan solusi optimal

untuk Masalah Knapsack diatas, yaitu:
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Pada Tahap [V diketahui nilai maksimal f4(25) = 45 dan untuk menentukan
nilai {x1;x2;3J4}, maka dilakukan lacak balik, yang dilakukan dari k=4 hingga k=1
sebagai lz)erikut: |
Pada & - 4 — £(25) = 45 dan diperoleh dari f3(25) ={(25); 1+ f2(24)}={45;1+44},
sehingga diperoleh nilai x; = O atau x;1. Sepertihalnya penyelesaian dengan -
rekursif EI, akan diperoleh dua alteratif solusi optimal untuk masalah diatas.
Selanjutnya akan ditentukan {x;,x;,x;} pada x4 = 0 dan lacak balik dilakukan sebagai
berikut :

Pada =3 — £4(25) =45 mempunyai tanda negatif, sehingga x; >1 dan
untuk y =25 -3 =22, £y(22)~40 tidak memiliki tanda negatif,
sehingga x; = 1.

Pada k=2 — f(22)=40 mempunyai tanda negatif, sehingga x, 21 dan

unttuk y=22-4=18, £,(18)=33 tidak mempunyai tanda negatif,

sehingga x; =1, |
Pada £ =1 — fi(18)=33 mempunyai tanda negatif, sehingga x;>1,

ugtuk y=18-6 =12, £i(12)=22 mempunyai tanda negatif, sehingga x,>2, :

untuk y=12-6=46, £i(6) =1i mempunyai tanda negatif, sehingga x;>3

dan untuk y=6-6=0, fl(.O). = () tidak mempunyai tanda negatif,

sehingga x,= 3. |
Solusi 6ptima1 untuk Masalah Knapsack diatas adalah f4(25)=45 dengan
{xlft27x37:x4}={3’17190}'

Pada x¢>1, lacak balik untuk menentukan {xix»xs} dilakukan sebagai

berikut: -

Penyelesaian MK dengan Pendeliatan Teori Grup Abelian Berhingga 27



Tinfavan Fustaka

Pada k=4 —> f4(25)=45 dengan x421. dan untuk y = 25 - 1 = 24, fi(24)=44 tidak
mempunyai tanda negatif sehingga x4=1.
Pada k=3 — f3(24)=44 tidak mempunyai tanda negatif, sehingga x3=0.
Pada /=2 — f,(24)=40 tidak mempunyai tanda negatif, sehingga x,=0.
Pada k=1 — f1(24)=44 mempunyai tdnda negatif, sehihgga x=1,
untuk y = 24 - 6 =18, £1(18)=33 mempunyai tanda negatif, sehingga x22,
y i= 18-6=12, f|(12)=22 mcmpunyai‘tanda negatif, sehingga x;23
y:m 12 -6 =6, £1(6)=11 mempunyai tanda negatif, sehingga x,>4
dan untu:k y=6-6=0, fi(0) = 0 tidak mempunyai tanda negatif, sehingga x;= 4.
So;')lusi optimal untuk Masalah Knapsack diatas adalah f3(25)=45 dengan
(i X ={40,0,11. |
Pényelesaian Masalah Knapsack dengan Persamaan Rekursif II diperoleh

solusi opﬁmal f2(25)=45 dengan {x1,x3,%3,x4}={4,0,0,1}atau {x)x2,03,x4}={3,1,1,0}.
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