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MATERI PENUNJANG

2,1.  Turunan Parsial
Definisi 2.1.
Misalkan z = f(x,y) adalah fungsi variabel bebas x dan y, maka

turunan parsial z ke x didefinisikan oleh

oz _ . f(x+8xy)- f(%y)
ox  Axo0 AX ?

" dan turunan parsial z ke y didefinisikan oleh

82 _ o Hy + Ay - E(xy)
ay Ay—0 Ay

Jika limitnya ada maka kedua persamaan diatas, masing-masing disebut

furunan parsial pertama dari z =f(x,y) ke x dan furunan parsial pertama

dari z =f(x,y) ke y. Notasi lain dari dz/8x adalah z,, f; dan untuk 8z/dy
adalah z,, f.
" Contoh 2.1
Jika z=f(xy) = xy* + Ky, dapatkan fi(xy), fy(x¥), f(3.4), dan
HeH. |
Jawab :
Menurut definisi 2.1, furunan parsial f ke x adalah

ARy =Y 2x,




dan turunan parsial f ke y adalah

Fxy) = 2xy + "
Untuk mendapatkan f4«(3,4), kita hitung ketika x = 3 dan y = 4, sehingga
F(3,4) = 4>+ 2(3)(4) = 40.

Dengan cara yang sama, diperoleh

Fd3.4)=2(3)(4) + 32 =33.

Apabila turunan parsial pertama dari z dapat diturunkan lagi ke x

_ maupun ke y, maka diperoleh turunan parsial kedua, turunan parsial

- ketiga, dan seterusnya. yang merupakan turunan . parsial tingkat tinggi.

Turunan parsial kedua dari z dapat dinyatakan oleh -

Pz a2 o[
_2_:-——- = —F — =f\_x=Z“,

azz = i(@] = -“Q"(“ai) = f\'\' =2y
dyox__oy\ox) oy\ox B

sedangkan turunan parsial ketiga dari z dapat dinyatakan oleh :

_éf_z_uﬁ_ 622 —....a_ azf —f =7
ax3 ax 6;{2 " axz TS T e s

Pz -‘Z[a——] - i(gié] P
oyox® oy\ax') y\ox ) T

Unfuk,turunan,parsial keempat dari z dapat.dinyatakan oleh:




oz ooz} o(df )
6X4 _?a;{_ aXS zg EXT =-fm"\:\'—z>:\x.\:

oz @ [aﬁ] 8 [63 f)
3 Al 23 | T A 3 = frooy = Loy
gy oy\ax’) ayléx o

Definisi 2.2.

Misalkan z =f(x) suatu fungsi kontinu dari variabel x dengan
turunannya dz@x kontinu dan jika x = g(r,s) merupakan fungsi kontinu

dengan variabel bebas r dan s maka z adalah fungsi r dan s. Turunan

s p_arsia_l peftam_a zker _a__da}ah Lo

oz dz x

o dx or
dan turunan parsial pertama z ke s adalah

82:__dzax

as  dx s

Contoh 2.2
- Jika z = f(x+ay) dengan -a adalah konstanta sebarang, buktikan .
bahwa

8° & :
Pt | Y




2.2.

Jawab :

Misalkan x+ay=u, menurut definisi 2.2, turunan parsial pertamadari

Z adalah

dan turunan parsial kedua dari z adalah

2 2 2 2
9z _ 92 4o 92 24z 2.2)
ox du oy du .

Dengan mengkombinasikan persamaan 2.2 untuk menghilangkan d*z/du’

 maka diperoleh persamaan 2.1.

Persamadn Differensial Parsial
Persamaan differensial parsial adalah persamaan yang melibatkan

fungsi dari dua atau lebih variabel dan turunan-turunan parsialnya. Bentuk

umum persamaan differensial parsial dinyatakan oleh

Flxuu,, 8 Uy ...,ux]‘__xj) =0 (2.3)

' du u o -
dengan u, = -, U, = , dan seterusnya. F adalah fungsi
- - 6)(- o axli

1

sebarang yang differensiabel, u adalah fungsi variabel bergantung, x =

(X1,...,Xp) adalah variabel bebas dalam domain D 'pada R", dan

diasumsikan bahwa dalam persamaan 2.3. semua turunan u = u(x,...,Xs)

- ada.




Definisi 2.3.

Tingkat persamaan differensial parsial (2.3) adalah tingkat turunan

tertinggi pada persamaan tersebut.

Conioh 2.3

a). Persamaan Korteweg-de Vries

U — Bull + U = 0
adalah persamaan differensial parsial tingkat tiga.
b). Persamaan Burger’s
u, -+ u.ux'= V Uy

~adalah persamaan différensial'pérsial tin"gkat .du'ar.i“ |

Definisi 2.4

Persamaan diffrensial parsial tingkat n dikatakan linier jika F adalah

polynomial derajat pertama dalam u dan turunan-turunannya.

Bentuk umum persamaan diffrensial parsial linier tingkat dua adalah

&’u
OX;0%;

- au
a(X,,..., X, Ju+ z_bi (Xpeen X, )g' + Zci-_i.(x! 20003 .71(!1)
. i . L] .

+..= f.(x,_,.._‘, X, )
dimana a(x,, ..., X,) adalah koefisien dari v, yang merupakan fungsi dari variabel
bebas Xy, ..., Xa, b; adalah fungsi ke-i dari variabel bebas xy, ..., x,, dan ¢;; adalah

fungsi ke-i,j dari variabel bebas xi, .., Xn. Persamaan ini dikatakan homogéﬁ ji'ka' B

£(x,,...%)=0, jika tidak maka dikatakan non homogen.




Contoh 2.4
(a). Persamaan differensial parsial
U + 2XUy = SN X ‘
adalah persamaan differensial parsial linier non homogen fingkat
dua. Jika sin x = 0 maka persamaannya dikatakan homogen.

(b). Kedua persamaan pada contoh 2.3 adalah persamaan tak linier.

Persamaan differensial parsial yang melibatkan variabel temporal
(t) dan variabel ruang x (untuk dimensi satu) dikatakan sebagat persamaan
- ~evolusi. Apabila terdapat dua variabel bebas yang keduanya merupakan: -
 variabel ruang, katakaniah x dan y yang menggantikan x dan t maka.
ﬁersamaan differensial  parsialnya dikatakan sebagai persamaan

ekuilibrium (persamaan steédy-state).

—-Gontqhﬁé

a). Persamaan Panas u, — kuy = 0, persamaan Korteweg-de Vries dan

_ persémaan Burgér’s (kéduahya pada contoh 2.3) adalah persamaan
- B o o

b). - Persamaan differensial par'sial e — ulty = f(x,y), dan persamaan

pada contoh 2.4 a) adalah persamaan steady-state..
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2.2.1. Persamaan Differensial Parsial Linier Tingkat Satu
Persamaan differensial parsial dapat diturunkan dengan eliminasi
fungsi variabel sebarang. Misalkan u = u(x,y,z) dan v = v(x,y,2) adalah
fungsi-fungsi sebarang dari variabel x,y,z dan '
(uv) Q0 . o N 2.4)
adalah suﬁtu fungsi sebarang dart varlabel-varlabel u dan v yang kontmu A

differensiabel. Apabila z sebagai variabel bergantung maka turunan parsial

z ke x dan y adatah

acp(au+auaz]+acp[av 5"»/62) 0 2.5
u\ox -0z 0x ox. 0z.0x . o
dan

duldy ozdy) ovidy O0Ozdy

_Eliminasi 8¢/du dan 8¢/du dari persamaan 2.5 dan 2.6, diperoleh

fu dudz v Oviz

—_— _.........+_
ox Oz dx o 628}(_“0
du oudz ov 8vaz -

o ozoy oy azay

Sudv Budv 62(6u6v aué‘v) 6‘2[6&16\/ auav)

oxdy oyox oOx\dzdy Oyoz) oy\éxdz Ozox
Untuk P—a—ug-v-—ggav Q“—?—u_.év__.a_u.g, dan R:._aiﬁ_@__a_v_j
Oy 0z 826y 0z ox Oxoz Ox oy aydx
dapat diambil bentuk
a
~ Q—“.:
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atau dapat ditulis menjadi

Pp+Qgq=R 2.7)
yang merupakan persamaan differensial parsial Lagrange, dengan
p=-02/0x, ¢ = 82/0y dan P,Q, R adalah fungsi-fungsi dari x.y,z.

Lagrange menurunkan masalah untuk mendépaﬂcan penyelesaian
umum pefsamaan 27 deﬁgan menyelésaikan éfsteln pembantu (disebut
sistem Lagrange) persamaan differensial biasa

dx _dy & ®)
P O R
dgngan --menunjukkan bahwa | pers_amaan_' 2.4 mempakan bq_ntqk
' '"pefiyélésai'an ﬁtﬁuidp’é'rsamaéh'zljdéﬁéziﬁ’ D e
u=u(xy,z)=adanv= .v(x,y,z). =b - (2.9)
adalah dua penyelesaian yang paling sedikit safu dari u dan v memuat z,

dengan a dan b adalah konstanta-konstanta sebarang.

Jika persamaan 2.9 adalah-dua penyelesaian-persamaan-2:8;-dan
jika o, B adalah konstanta-konstanta sebarang, maka
u=av+p . ___.”- - 210
disebut peﬁyelesaian ]engkaﬁ. o o -
Contoh 2.6
Carilah penyelesaian umum dari persamaan differensial parsial

or2

oz
a&+b5+cz=0 | | @I




Jawab :
Dari persamaan 2.11, dapat digunakan sistem pembantu d_x_ = d_y = _d_z_ .
a b -cz
Untuk & = & diperoleh '
a b

Cay_bx=A L | . (2.12)

Jika a # 0, maka dz = & menghasilkanlnz = ~£x+InB atau dapat
-¢cz a a
ditulis menjadi
Zec:da =B. o _ (213)

Dari persamaan’ 2.12 dan 2.13 diperoleh ~bentuk penyelesaian - - -
umum o{ay - bx,ze®")=0, sechingga penyelesaian lengkapnya adalah:
ze™ =q(ay -bx)+8 atau dapat dinyatakan oleh

z=¢"" p(ay - bx). (2.14)

Jika b 0, maka -d—z— = % menghasilkan Inz= ~-;—;»y+ln C dan dengan
-cz _ _

jalan yang sama diperoleh bentuk penyelesaian umum y(ay - bx, ze™*}=0,
* dapat dinyatakan oleh

Cz=e™ylay-bx). : - (2.15)
Jadi, penyelesaian. umum persamaan 2.11 adalah persamaan 2.14 .atau

persamaan 2.13.
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2.2.2. Persamaan Differensial Parsial Homeogen Tingkat Tinggi dengan
Koefisien Konstan
Misalkan persamaan differensial parsial homogen dengan
koefisien-koefisien konstan :
gz 0z

Ao Bay 0 - (2.16)

2 2 2
Toaxt U axdy oy 2.17)

“dimana A, B, C adalah - konstanta-konstanta ~sebarang. Penyelesaian = -

persamaan 2:16 dan 2.17 melibatkan dua operator linier 9/8x dan /0y
Persamaan 2.16 bertingkat satu dan penyelesaian umumnya (contoh 2.6)

adalah z = ¢(y -£x), dengan ¢ fungsi sebarang dari variabel-variabelnya

yang kontinu differensiabel.

Andaikan z = @(y+mx) = ¢(u), adalah penyelesaian persamaan
2.17, maka dengan mensubstitusikan
o _dpou oy 0z dodu_do
éx  dudx du gy dugy du

dalam persamaan 2.17 diperoleh %(Amusmc):o. Karena ¢
, n _

sebarang, d*/du’ tidak identik dengan nol, sehingga m; dan m

merupakan akar-akar dari Am® + Bm + C = 0. Jika mi#my,
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maka z = @ (y+m;x) dan z = @a(y+m;x) adalah penyelesaian persamaan

2.17 yang berlainan dan merupakan suatu penyelesaian umum.

Secara umum, jika
o 0 o 5.0 ) 0 d
flm D) z= (e =) o (- m, 2 )z=0 (218)
T oox‘eyt ox o0y X ey’ ex oy i}
dengan. m;#m;# ... # My, maka
z=@i{y+mx) + Qa(y+mx) + ... T Qu(yTmnX) (2.19)

adalah penyelesaian umum persamaan 2.18.

Contoh 2.7

Carilah penyelesaian umum dari persamaan

2 ) | |
Jawab :
Karené ersamaan 2.20 dapat ditulis men‘adi(—a—— - 2£ _Ei_+ 2i z=0
. p - p s .] (a}(-—n——a}fﬁ “ax 777777 ayw |~ H)

maka m; =—2 dan m,=2. Sechingga penyetesaian umum dari persamaan

2.20 adalah z= gi(y —2x)+ @y + 2x) .

“Jika my=mp = ... = mg# Mg # ... # My, maka persamaan
2:18 menjadi
9 8. 8 9.9 _.0. 8 0
f(=—,z=(—-m-)(—=-m,—) ... (—-m,—)z=0
CThoxTeyl ex oyt ox o ey ox oy (2.21)

Penyelesaian umum yang diketahui dengan k faktor yang sama adalah

Puy+mpd) + x @a(y M)+ X @a(yrmix)+ .+ X oryrmix),




2.3.
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sehingga penyelesaian umum persamaan 2.21 adalah
z= @i{y+mx) + xQa(y+tmx) + ... + X Lgey+mx) +
Py x) + ...+ @p(y+max), (2.22)

dengan @1, 2, ... @, fungsi-fungsi sebarang dari variabel-variabelnya yang

~ kontinu differensiabel.

Teori Gelombang Linier
Gelombang adalah gangguan fisik yang dihasilkan pada suatu titik

dalam ruang yang kemudian menghasilkan suatu efek pada tempat lain.

__Ffek yang dimaksud adalah per,arﬁb'at'éh:g.a:ri.gguér.i, dengansuatu kecepatan =

yang'bergantung pada sifat medium. Perambatan semua gang'guan yang
melalui suatu medium adalah contoh dari gerak gelombang Untuk
mengetahui secara lebih umum, perhatikan sifat-sifat fisik yang

digambarkan oleh suatu medan tertentu. Medan ini dapai merupakan

medan elektromagnetik, deformasi pada suatu pegas, tekanan pada gas,

regangan pada bénda padat, perpindahan transversal pada seutas tali atau
' bahkén pada-meél.aﬁ.g”aya- berat. -Ap'al")'ila kohdiéi-f)ada- suatu -'ih'ed'an'menjadi

. bergantung waktu (dinamis), maka pada medan tersebut terjadi usikan

terhadap kondisi fisik sistem. Sifatsifat fisik sistem pada medan
menghasilkan rambatan gangguan ini melintasi ruang. Gangguan ini

mengacaukan kondisi statik medan lain disekitarnya.
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Menurut arah perambatan gelombang maka gelombang dapat
dibedakan menjadi dua yaitu gelombang transversal dan gelombang
longitudinal. Apabila arah getaran partikel tegak lurus pada arah rambatan
gelombang, gelombangnya disebut gelombang transversal (meiintang).
. Sebagai contoh, gelombang yang terjadi pada t.aii dan gelombang cahaya.
Sedangkan ababila aréh getaran .p.artiilcel searah dengan .arah rambatan
gelrombang, gelombangnya disebut gelombang longitudinal (membujur).
Sebagai contoh, gelombang pada pegas dan gelombang bunyi.

Gelombang mempunyai puncak dan lembah gelombang, yang

- ~diperlihatkan pada gambar 2.1. -

Gambar 2.1. Struktur gelombang dari persamaan sin (x)

Pada gambar 2.1, A menunjukkan ampitudo gelombang dan H
~ menunjukkan tinggi gelombang. Jarak antara dua puncak gelombang atau

dua lembah.géiombang (antara dua fitik befdfekatan yang sama fasenya) .
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disebut sebagai panjang gelombang, yang ditunjukkan oleh A. Waktu yang
diperlukan gelombang untuk merambat sejauh satu panjang gelombang
disebut sebagai periode gelombang (T). Karena gelombang merambat
dengan kecepatan ¢, menempuh jarak satu panjang gelombang (14) dalam
selang waktu satuperiodé (1T) maka hubungan antara A, T, dan ¢ dapat-
dinyataka'n.sebagai .

A=cxT. (2.23)

Dalam menentukan kapan suatu medan yang bergantung waktu

tertentu merambat sebagai suatu gelombang tanpa distorsi. {(perubahan

bentuk gelombang), medan-medan yang ter_kai’i dengan Séfiap proses fisik

dikuasai oleh hukum dinamika. Hukum-hukum ini dapat dinyatakan dalam
bentuk persamaan differensial. Salah satu persamaan differensial yang

menyatakan gerak gelombang linier adalah

Bzu_ 222}1-

~—=c
o (2.24)

dengan u sebagai fungsi elévasi permikaan gelombang dan kecepatan
perambatan gelombang ¢. Penyelesaian umum dari persamaan 2.24 adalah

u(x,t) = fi(x — o) + f ox + ct) (2.25)
yang merupakan superposisi dari dua gelombang yang merambat kekanan
Fu(x — ct) dan kekirt fo(x + ct) maising—masing dehgan kecépatan c dan fi, -

. fungsi kontinu differensiabel.
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Gerak gelombang merambat dapat diamati dari gerak pertikel
dalam suatu medan. Apabila dibandingkan, gerak sebuah partikel dalam
medan dengan gerak sebuah partikelnya yang lain, ternyata cara bergerak
patikel kedua sama seperti gerak partikel pertama, tetapi sesudah selang
waktu yaﬁg makin lama menurut makin jaﬁhnya jarak antara i)ar_tik_cl
'keduﬁ dengan paftikel ﬁertama. Kondisi gerak f,rang dipindahkan dari suatu
medan ke medan lain disebut kondisi dinamik yang sering diartikan
sebagai momentum dan energi. Dengan kata lain, gerak gelombang

 merambat dipandang sebagai perpindahan energi dan momentum dari satu
itk dalam medan ke Gtk ain tanpa perpindahan mstri. Gelombang
merambat yang ditunjukkan pada persamaan 2.25 dapat dijelaskan dengan

transformasi koordinat x + ct pada gambar 2.2.

7Y _
u=f(x+ct) U=AX) w=f(x-ct)
I’H\\ ,z'—\
4 1 ’ 1
i {0 -
fe— Ax Ax —=i .\
‘-—"’z ; \\‘-—.—‘- : _'"”/ E \\\‘-* X
= ) = - ———>

Gambar 2.2, Translasi gelormbang f(x) terhadap perambatan waktu At

Pada gambdr 22, gelombang berpindah sejauh Ax dari posisi
kurva pada waktu t = 0 sampai suatu selang waktu At, dengan kecepatan ¢

sedemikian sehingga Ax = ¢At = ct.
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b
2.4. Gelombang Soliter untuk Persamaan Korteweg-de Vries (KdV)

Gelombang soliter merupakan gelombang yang pertama kali
diselidiki oleh J.S. Russell pada bulan Agustus 1834. Gelombang sloli’ter
| merupakan gelombang tunggal yang merambat dengan satu puncak
geiombang, te-uipa.. .inengaiami perulﬁahan. bentuk dan keéepatan baik
sebelum  maupun sesudah. tumbukan. i”roﬁl dari gelombaﬁg soliter
merupakan fungsi sech.
Untuk menjelaskan gelombang soliter 1ini, diberikan suatu
| pe_r_sani;a_an KdV. Dalam bentuk normal, per.sa.maan Kdv adalah- |
 lemsunso. e
Selanjutnya, ﬁntuk menyelesaikan persamaan KdV  didefinisikan

transformasi koordinat bergantung,

u(x,t) = flx- ct)y= f (&) (2.27)

dengan & = x - cf, ¢ Kkonstanta 5ebarang, Jika persamaan 2.27

didifferensialkan ke-t diperoich

=2 = —=

o _ W% | (228}
ot dear  dg’ B

dan jika didifferensialkan ke-x diperoleh

u_dror 4
o dfaxr  dE

(2.29)
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Apabila persamaan 2.28 dan 2.29 disubstitusikan ke persamaan KdV

(2.26) maka
3 £
i Efé o i
Dengan mengintég_raikan ﬁefsémaaﬁ 2.30 diperoleh
—cf- "f +d2§f C, (2.31)

dimana A adalah konstanta integrasi. Kemudian jika menggunakan df/dg

sebagal faktor mtegral maka persamaan 2 31 dapat dltuhs men_] jadi

df L0 () A
f fdg dg‘[dcj] c]d.g.

Sehingga diperoleh

' 2 o
—-}:c =f +l(EJf—W =C, f+C, : (2.32)
2 2-d&
& d&f
dimana B adalah konstanta integrasi. Dengan syarat [, — —0

dé dgf2 T

untu.l.c“c’_, -+ o .(syarat' batas untuk gelombang so'lité'r)' dii)eroieh CidanC;

_kediianya nol. Sehingga persamaan 2.32 dapat dinyatakan oleh
1 | 1{arY |

- |
2 21 dg |

atau

gfgzif,/gfm_. @3y,

(2.30) 2.8
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2
Solusi akan diperoleh jika (%J > 0, dan (2f +¢) = 0.

Apabila persamaan 2.33 ditulis menjadi

I s

f2f+e 7

kemudian diintegralkan dengan mengambil substitusi u = J2 f +c
maka diperoleh

du

w—c

xE=2] (2.34)

' Dengan menggunakan integral fungsi rasional, perhatikanbahwa ™ -

du A B
2 =245 du + [—=d
J-uz—c {Ju.-h/c : Iu—«fg u}

dimana integrandnya dapat dinyatakan oleh

1 A B _ Alu-+e)+Bu++/c)

= +
w-¢ u++4c u-—-+c ul—c

sehingpa B =—= dan A=———, vang mengubah persamaan 2.34
25 e e yang gu 7 P
menjadi

7 1 L/
+E=2 S gy [ L2 gyl 2.35
B et B
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Dengan menyelesaikan integral dari persamaan 2.35 diperoleh

* ——1-nu— c)—Inlu++/c
££ =—nlu—e)-nfu /)

atau dapat ditulis menjadi '
!

_ i(eg)z[zzﬁ} Vc. . - .  (236) 170

Untuk menyelesaikan persamaan 2.36 terdapat dua kasus, sebagai

bertkut :

Kasus 1. Apabila diambil untuk tanda negatif

Y

maka jika dipangkatkan Jc dan difaktorkan ke u dan Je diperoleh

5 1) e )

atau

u__\/;._ﬁgf;—l S . . __

(2.38)
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sehingga diperoleh

. 2
¢ 2
2 e%“z_ﬂ-e%g‘&; ’

atau dapat dinyatakan oleh
f=—%sech2§§\/€. | (2.39)

Dan karena & = x —ct, persamaan2.39 dapat ditulis menjadi
- fx-ct) =—1c s'eéh’ggfé(x’—'ét); B
sehingga diperoleh solusi gelombang soliter dari persamaan KdV

u(x, t) = —Lc sech’ %Jg(x —ct). (2.40)

Profil gelombang dari persamaan 240  untuk u posifif

diperlihatkan pada gambar 2.3, dengan ¢ = %, dan —40 <x <40.

0.12
0.1
0.08
0.0
0.04

- 0.02

T T Tt —T T

U | L T T 1y 1t T 1T L ] -
-40  -30 -20 -10 0 10 20 30 40
R : X . . .

| _Gambar 2.3. Profil gelombang soliter u(x,t) = 3¢ sech? %'\/E(X —ct) pada

t=—750 dan t = 50, yang merambat dalam arah x




Kasus 2. Apabila diambil untuk tanda positif

o (u—dc Y
y )‘[H\EJ

maka dengan jalan yang sama pada kasus 1 diperoleh

o5 '
w=—o ,
(e*‘r 1

sehingga

Persamaan2.41 dapat dinyatakanoleh

osech?L£4/c

L.
2
dan karena & = x —ct, persamaan 2.42 dapat ditulis menjadi
flx- ct.) = é—c cosechz.%-\/.(.‘:().( - .ct.).,
i.se.h.i.ngga dipél.'o.l.eh. solusi untuk u
u(x,t)=1c | cosech® %JE (x —ct)

yang bukah merupakan solusi gelombang soliter.

- (242)

24

(2.41)

(2.43)
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2.5. Operator Derivatif Bilinier

Metode untuk menyelesaikan persamaan evolusi non linter yang
diberikan oleh R, Hirota sekitar tahun 1971 dikenal sebagai metode hirota.
Hirota menggunakan metode ini untuk mendapatkan solusi multi S(;liton
dari persamaan Korteweg-de Vries (KdV) dan persamaan eksponensial

lattice. Dalam metode hirota, didefinisikan operator bilinier yang

dinyatakan oleh

DD f.g) = [_a_._ i] .(__a___ i} Fx 0 g, t)

ot ot ) \ox  ox, (2.44) 1.5

X)=x
§y =t

“dimana f(x1), 8(x.t)) adalah fungsi bernilai riil, dan m, n integer non

negatif. Untuk m = n = |, persamaan 2.44 dapat ditulis menjadi

s oo o 8 &
T P f =t gx ﬂt = f\g“fg\
[6’( 6’[1}[61( 6){[}(}{ Y8t [at at,](- o)

atau

: DID\(fg) = f\:tg - .ftgx] - f;gll +.fgx,ll' . . (245)
Untuk x; = x, y=tdan mengalﬁbil g(xy.t1) = f(x,1), ¥x,t diperoleh

DD (ff )= fuof = fifs = Ii + i

atau

DD (ffy=2[fa—fdx) | “  (246)
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Pada derivatif tingkat tinggi D? (f.g) denganm =0, n=4 untuk x~=x,

t1=1 dan g(x,,t)) = f(xt), Vx,t berlaku

D (. )= fomd —4fecfs + 6f s — 4Fsfont Fhass .

atau dapat dinyatakan oleh
D (f.f ) =2 (oo =4 fifoaT 3 - - @AY e
Dengan mengkombinasikan persamaan 2.46 dan 2.47 diperoleh

DD+ DIYFf =2 (ffui— fufe t Fhasc=4 fifourt 3fed).  (248)






