BAB 1I
PEMROGRAMAN LINEAR

2.1. Sistem Persamaan Linear

Sebuah garis dalam bidang XY secara aljabar dapat dinyatakan oleh
persamaan yang berbentuk : & x+ a; y = b, Persamaan ini dinamakan Persamaan
Linear dengan variabel x dan y. Secara umum Persamaan Linear dengan n variabel
X1, X3, X3, ... , X, didefimsikan sebagai persamaan vang dinyatakan dalam bentuk
sebagai berikut :

ax; tapmtazx ... tax,=b
dengan aj, ay, a3, ... , 3, dan b adalah konstanta-konstanta riil.

Sebuah Persamaan Linear tidak melibatkan suatu hasil kali atan akar variabel.
Semua variabel hanya berderajat satu dan tidak muncul sebagai argumen untuk fungsi
trigonometri, fungsi logaritmik, atan untuk fungsi eksponensiél. |

Sebuah Sistem Persamaan Linear sebarang yang terdiri dari m persamaan
linear dengan n variabel tak diketahui dituliskan sebagas :

apxitapXtasst.. . Fansa=b

X tapiatanm t .. tank, =

az;X; + apXyt axXs T ...t agX, =bs

B X T AmaXa + Am3Xz ... F X = by




Dengan xy , %, %3, ... , X, adalah bilangan tak diketahui, sedangkan a das b yang
berindeks yang bersesuaian menyatakan konstanta-konstanta pada sistem persamaan
- linear .itu. - Penyajian indeks-.ganda - pada-koefisien- bilangan- yang - tak - diketahui -
digunakan untuk menyatakan letak koefisien dalam sistem persamaan linear tersebut.
Indeks pertama pada koefisien a;; menunjukkan persamaan dimana koefisien tersebut
muncul, sedangkan indeks kedua menunjukkan variabel yang dikalikan dengan
koefisien tersebut. Jadi a; terdapat pada persamaan pertama dan mengalikanaya
dengan x;.

Sistem persamaan linear yang terdiri dari m persamaan &éngan n variabel
yang ielah dituliskan di atas, dapat dinyatakan dalam bentuk matriks seperti di bawah
mi:

AX=B dimana,

-
Gy A By 0 8y X, b,
By 8y, 8y .. @

Qo By Bpg o 4, X, b.

= = L = . -

Apabila dibentuk suatu matriks lengkap (Augment Matrix) Ap yaitu mafriks -
yang n kolom pertamanya berupa matriks A dan kolom ke {n+1) terdiri dani vektor B,

maka akan diperoleh suatu matriks lengkap sebagai berikut :




Ay 8, 2, 2, b, ]

By 8y d, 8,, D,
Ag = By 2y By, .. 25 by

_anl a2 Bp3 0 By bmJ

Setiap determinan A (termasuk minor determinan) juga terjadi didalam
maftriks Ap, inaka disimpulkan bahwa r{A) tidak melebihi r{Ap). Schingga terdapat
dua kemungkinan yang bisa terjadi, yaitu r(A} <r{Ap) dan r{A) = r(AB).

- Jika r{A) < r(Ag}, maka tidak ada variabel x; yang memenuhi sistem persamaan
linear di atas. Determinan yang tidak len;‘,rap {determinan dengan nilai = 0) di
dalam mafriks A harus mencakup (memuat) matriks kolom B.

Oleh karena r{A) < r{Ag) maka B bebas linear dari kolom-kolom matriks A dan

berarti bahwa tidak ada variabel x; yang memenuhi zn" XP =B dimana P;

=1
merupakan kolom ke j dari A. Jadi tidak ada pemecahan dan kondisi ini disebut
Inconsistent.

- Jika r{A) = r(Ap), maka akan selalu ada pemecahan dan paling sedikit ada satu

pemecahan {Consistent).




Dari pernyataan di atas muncul kondisi berikut ini ;

L. Misal r{A) =k, jika k = n maka pemecahan yang diperoleh disebut pemecahan

unik yaitu satu-satunya pemecahan yang akan ditemukan.

0 ik K< i, maka wetisp X yang mermeriili porsamaan dmbans-bansyang e

sesuai dengan matriks A yang bebas linear, akan memenuhi seluruh
persamaan di dalam sistem persamaan tersebut, (n - k) variabel yang tersisa
dapat diberi nilai sembarang dan sisanya sebanyak k variabel dapat dicari
nilainya asalkan kolom-koiom dari A yang bersesuaian dengan k variabel
tersebut bebas linear. Jadi pemecahan yung diperoleh akan tak hingga
banyaknya.

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa suatu sistem persamaan linear

dalam m persamaan dan n variabel akan mempunyai tiga kemungkinan sebagai

berilmt -

L

Sistem persamaan linear akan mempunyai pemecahan yang unik (Unigue
Solution) apabila (A) =r{Ag)=n.

Sistem persamaan linear akan mempunyai pemecahan yang tak hingga
banyaknya (Infinite Solution), jika r{A) =r{Ag) =k <n,

Sistem persamaan linear tidak mempunyai pemecahan (No Solution), jika

r(A)<r{As).




Secara umum pemecahan dari Sistem Persamaan Linear Non Homogen dapat

digambarkan dengan diagram di bawal ini :

Sistem Persamaan Linear
l
Ko!ns isten Tak Kcl)nsisten
{Himpunan Solusi = €) (Himpunan Solust =)
|
Jatu pemecahan Tak hingga |pemer:ahan
Gambar 2.1

2.2 Pemrograman Linear
221 Pcnge“rtiah

Pemrograman Linear {Optimasi Linear) adalah suatu progr;am yang dapat
dipakai untuk menyelesaikan masalah optimési, didalam sistem itu terdapat kendala-
kendala / pembatagan-pembatasan yang diterjemahkan dalam bentuk pertidaksamaan
linear. Nilai-nilali variabel. yang memenuhi sistem pertidaksamaan linear berada
dalam suatu himpunan penyelesaian yang mempunyai berbagai kemungkinan
penyelesaian. Dari berbagai kemungkinan penyelesaian m: terdapat sebuah
penyelesaian yang memberikan solusi yang terbaik yang disebut penyelesaian

optimum.




Jadi tujuan Pemrograman Linear adalah mengoptimumkan (memaksimumkan
atan meminimuomkan) sebuah fungei f{x). Fungsi ini disebut fungsi tujuan (fungsi
- gbjelf); e e e

Sebuah masalah umum dart model matematika dapat dinyatakan dalam suatu
Pemrograman Linear, jika fungsi £3{}, g(X), i =1, 2, 3, ..., m semuanya merupakan
fungsi linear.

Definisi1:

Pemrograman Linear adalah sebuah program yang terdiri dari sebuah fingsi

linear yang akan dioptimumkan (maksimum / minimum) yang disebut fungsi

tujuan (fungsi objektif), dan sebuah sistem pertidaksamaan linear yang disebut
fiungsi pembatas (fungsi kendala), serta pembatas yang menghendaki variabel-
variabel lebih besar atau sama dengan nol yang disebut pembatas nonnegatif

(pembatés tanda).

2.2.2 Formulasi Matematika Pemrograman Linear
Maksimum/minimum : Z=cyx Fexzt oxs ..+ onXn 2D
Kendala : anXg +tapxatasxst . tank (2,2 b

anx tagXgtapk totapx, (£,2) b

a31%1

~r 't A N
Adnhn {S,E‘) v

i1 T BpoXo + Basiz F L F BunXs (£, 2) b .. {2.2)
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Pembatas tanda : Xy, %3, %3, ..., X, 20 ...(2.3)
Pers.(2.1) adalah fungsi objektif yaitu fungsi yang akan dioptimumkan (maksimum /
MR,

Pers.(2.2) adalah fungsi pembatas yaitu kendala-kendala yang dihadapi dalam usaha
mengoptimumkan fungsi objektif

Pers(2.3) adalah fungsi pembatas juga, tetapi karena hanya sebagai pembatas tanda
variabel-variabel keputusan x;,,i=1, 2, 3, ..., n yaitu variabel-variabel
yang menguraikan keputusan-keputusan vang akan dibuat dalam masalah
Penmogz‘axﬁan Linear yang diberikan, maka ‘dipisahkan dari fungsi
pembatas di atas. Pembatas imi sering disebut sebagai pembatas tanda

{pembatas standar).

2.2.3 Solusi Pemregraman Linear

Definisi 2 : Kombinasi Linear konyeks
Suatn titik X = 2 X; + {1 - A)XC dengan 0<a<l, disebut Kombinasi Linear
Konveks dan titik X dan JG.

Definisi3 :
Suatu himpunan KcE, disebut Himpunan Konveks jika setiap kombinasi

linear konveks dari dua titik dalam K juga ada dalam K.

11
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Drefindsi 4 : Sofusi Fisibel

Solusi yang memenuhi persamaan (2.2) dan persamasn (2.3) disebut Seolusi

- FisibeL - Himpunan--solusi-solusi - fisibel -tersebut -dinotasikan- dengan- -8y~ -~ -

Apabila tidak ditemukan solusi yang memenuhi persmaan (2.2) dun

persamaan (2.3), maka Sy kosong (Sr = ©).

Theorema 1:

Bukti :

Himpunan sojusi-golusi fisibel Sy adalah himpunan konveks.

Theorema diatas dibuktikan dengan menunjukkan bahwa setiap kombinasi
linear konveks dari dua solusi fisibel adalah juga merupakan solusi fisibel.
Ambil X; , X, dua solusi fisibel sebarung dalam Sr, maka berlaku ;
Xj20,% =0 : . (2.4)
AX;=B,AX;=B .. {2.5)
Misal X adalah kombipasi linear konveks dari X; dan X;,
maka X={1-2)X;+A3X; ,0<i<l
dan X>90 { dari ...(2.4)) .. {2.6)
Jadi AX=A[(1-M)X+iXa]
={1-2)A¥; +2 AXy
=B- ABF2B  (duwi..(2.5)

AX=B - 27
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Dari persamaan (2.6} dan persamaan {2.7), berarti bahwa X adalah solusi

fisibel. Kombinasi linear konveks dari setiap dua solusi fisibel adalah solusi

- fisitel, sitaka hiripunan solusi fisibel fierupalkiin himpanan kowveks. T T

Definisi S 1 Solusi Basis

Solusi Basis adalah solusi dengan n - m variabelnya ditentukan sama dengan

nol, sedangkan m variabel yang tersisa dicari pemecahannf; Pemecahan dari

m variabe] tersebut akan diternukan apabila determinan koefisien-koefisien m

variabel itu tidak sama dengan nol.

Pada persamaan (2.2) terdapat m persamaan dalam n variabel yang belum
diketahui. Diasumsikan m < n dan persamaan-persamaan tersebut bebas linear,
karena pembatas merupakan pertidaksamaan dalam model matematika dan
penambahan variabel slack (variabel bayangan vang bernilai > 0) pada pembatas
tersebut sehingga menyebabkan m < n. |

Jika n — m variabel x; diberi nilai nol, sistem persamaan dari m persamaan
dalam n variabel yang tak diketahui tersebut akan mempunyai solusi yang unik
(solusi yang merupakan satu-satunya solusi yang akan ditemukan). Solusi-solusi
sistem ity dan solusi-solusi dari asumsi sama dengan nol terssbut merupakan
penyelesaian persammaan (2.2} dan disebut Solusi Basis,

Sedangkan m variabel dalam sistem, setelsh n — m variabel ditentukan sama

dengan nol disebut Variabel Basis atau Basis. Sisa variabel tersebut dinamakan
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Variabel Nonbasis. Karena solusi unik dari m persamaan dalam m variabel juga

memuat nol, maka dalam solusi basis paling sedikit n — m solugi nol.

Definisi 6 : Solusi Fisibe! Basis
Solusi Fisibel Basis (SFB) adalah solusi basis yang memenulti persamaan
(2.3) atau solusi basis yang nonnegatif ;
Theoerema 2 :
Solusi fisibel basis dari masalah Pemrograman Linear adalah batas dari
himpunan konveks solusi fisibel atau jika himpupan dari vektor-vekior
P1,P2.Ps,... Py, dapat ditemukan bebas linear,
EiPy + &P+ &3P+ +HE P =B
dan &20,i=1,2,3,.,m
maka Xe=[&,&,&,...,%8x,0,0,0,...,0] ' yang merupakan SFB
adalah titik ekstrim dari Sp.
Bukti :
Telah jelas bahwa Xy ada di dalam Sr. Andaikan X, bukan merupaken titik
ekstrim, maka akan ada dua titik yang berbeda dengan X; yaitu X; dan X
dalam Sr sedemikian sehingga berlaku :
X=2X +(1-2)X,0< <1
dimana & =2x; +(1 - A)x2,j=1,2,3,...,m

dan 0= Axy +(1 - A)xp,j=mtl, .., 0
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Karema Xy, Xz € Sp, Xj, xp 20dan 0 <A <1,

makax; =xp=0,j=m+l, ., n

“Jadi'X) dan"X; adalah Solusi Fisibel Basis dengan elemen masing-masing =~~~

yaitu: Xy ={ ¥, Xo1, X351, ..., %1, 0, 0,0, ..., 0]
Xo=[%1,%2, %32, ..., Xm,0,0,0,..., 0]
Karena X, dan X, adalah solusi dari AX =B, maka berlaku :
P T X Pat gy Pet .+ xuPa=0B .. {2.11)
XpP1 + X Pr H ap Pad L+ XPa =B : . (2.12)
Dart persamaan {2.10) dan (2.11) diperoleh :
(G- Pyt (G- xa) Pa+ (&-Xn ) P3t .+ (€ i) P =0
Tetapi karena dari hipotesi sebelumnya diketahui bahwa P P, Ps,... P, bebas
linear, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa ;
Si-%1=0,8-%1=0,& -%x=0, .., Ep- X1 =9
atan &y =%y, 8= %X 8= X3, ... ,§@=me
Yang berarti bahwa X; = X.

Kondisi ini kontradiksi dengan pengandaian, jadi X; adalah Titik Batas.
Definisi 7 : Solust Optirmm

Solusi dari persamaan (2.2) dan persamazn (2.3) yang mengoptimumkan
fungsi objektif (2.1) disebut Solusi Optimum dari masalah Pemrograman

Linear.




15

Theorema 3 :

Jika f{X) minimum pada lebih dari satu titik di S¢ , maka f{X) minimum pada

semua titik yang merupakan kombinasi linear konvek dari titik-tifik tersebut.

Bukti :

Misal X1 ,Xg - X] s ean ,Xk adalah titik-titik batas dari SF_, dimang f(X)
minimum, Maka, fX;) = 83Xz} = {X3) = ... = {Xy)

Ambil Y adalah sebarang kombinasi linear konvek dari titik-titik tersebut,
maka :

Y=3B.X, 38, =1B, 20

r=| 1=}

Dan karena £X) linear,

ﬂm=ﬂgﬁﬁﬁzf&f@J

=1

=3B, £(X,) =£(X,)

fm}

vang berarti {X) minimum pada Y juga Jadi terbukti bahwa {X) minimum

di kombinasi linear konveks dari titik-titik minimumnya.
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2.3. Pemrograman Integer
2.3.1. Pensertian

~ Pemrograman Linear merupakan teknik analisa kuantitatif dalam riset operasi
dengan mengandalkan model-mode} matematika dalam perumusannya. Namun solusi
opitmal yang diperoleh terkadang tidak dapat disesnaikan dengan konteks dari situasi
pemasalahan yang diberikan.

Pada permasalshan vang dihadapi penléahaan, ada kalanya dijumpai
permasalahan yang mengharuskan pemecahannya dalam bilangan bulat Sebagai
contoh jika variabel-variabel keputusan tersebut adalah jumiah big pada rute vang
berbeda di suatu kota, atau jumlah bank cabang pada daerah yang berbeda di suatu
negara. Solusi dalam bentuk pecaban fentu saja tidak dapat diartikan kedalam
keputusan perusahaan.

Pemrogaraman Linear yang membatasi variabel-variabel keputusan pada nilai
integer disebut Pemrograman Linear Integer. Sedangkan jika hanya sebagian saja dart
variabel keputusan yang dibatasi bernilai infeger program itu disebut Pemrograman
Linear Integer Campuran.

2.3.2. Formulasi Matematika Pemrograman Integer _
Maksimun/minimum : Z=cixs et ez + ...+ Co¥a L (2.1)
Kendala ; aX; FapXtasxe t... tapa, (£, =) by

g Xy + X+ @yt + ... + Aok, {(<£,2) by

agXy T apXytagk +.. tagk, (2,2) bs
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Bt Xp + 82X + AnsXz T T B (£, 2) by .- (2.2)
Pembatas tanda @ x;, %2, X3, ...,%, 20 ...{2.3)
Xy, X2, X3, ... , X, integer .. (2.39

Formulasi matematika dari Pemrograman Infeger hampir sama dengan
formulast matematika pada Pemrograman Linear, hanya pada pembatas tanda

terdapat penambahan satn syarat lagi yaitux;,i=1,2,3, ... ninteger.

2.5.3. Solusi Pemrograman Linear Integer
Definisi 8 : Konyeks Hult
Konveks Hull dari suatu himpunan S adalah irisan dari semus Himpunan
Konveks, yang mana S menjadi subsetnya. Konveks Hull dari himpunan S
dituliskan sebagai [S]. . | | |
Theorema 4 :
Konveks Hull dart 8 adalah himpunan dari semua kombinasi linear konveks
dart titik-titik dalam 3.
Bukii:
dalam S. Maka K Konveks dan memuat semua titik-titik dalam S. Sehingga

Sk

Ambil K, sebarang himpunan konveks yang memuat S, karema K, juga

memuat semua kombinasi linear konveks dari titik-titk K; juga. Dan K| juga
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akan memuat semua kombinasi linear konveks dari titik-tiik 8. Jadi K|

memuat K. Maka K merupakan subset dari gsemua himpunan konveks yang

Jadi K =[S].
Definisi 9 : Vektor Tnteger

Sebuah vektor X e E,, disebut vektor integer jika vektor tersebuf mengandung

kompeonen x; untuk semua i = 1,2.3,...,» integer dan X & E, disebut vektor

mteger campuran jika x; integer untuk i € j, denganj < {1,2.3....n}.

Yika Ty dinotasikan sebagai himpunan solusi fisibel dari Pemrograman Linear
Integer atau Pemrograman Linear Integer Campuran dan Sy adalah himpunan solusi
fisibel dari Pemrograman Linear, maka Tr < Sp. S5 merupakan himpunan konveks
yang tak kosong, maka setiapr titik dari Tr ada di dalm_p Sr yang berarti Bahwa
kombinasi linear konvéks dari titik-titik dalam Ty juga ada didalam Sp. Sehingga [’I‘f],
yaitu konveks hulf dari Tr merupakan subset dari Sy.

Trc [Trlc SF .. (2.13)
Masalah Pemrograman Linear Integer pada pers (2.1) dan (2.3°) dapat dinyatakan
| sebagai ﬁerikut ; O;I)tirnul.ﬁ. f(x)= C.X - |
kendala Xe Tx o (2.14)
Jika dihubungkan dengan masalah Pemrograman Linear yaitu :
Optimum f{x)=C.X

kendala X € Sg .. {2.15)
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maka diperoleh gabungan dari kedua masalah di atas dengan bentuk sebagai berikut :

Optimum {x}=C.X

Theorema 5 :

Jika solusi optimum dari persamaan (2.15) ada dan Ty tak kosong, maka
solusi optimum dari persamaan (2.14) dan {2.16) ada. Juga solusi optimum
dari persamaan (2.15) adalsh batas bawah untuk solusi optimum dari

persamaan {2.14) dan (2.16).
bukti :

Misal Xy adalah solusi optimum dari persamaan (2.15) maka untuk semua

titik X dalam S¢ berlaku f(X5) < RX).

Ambil Y € Ty, dari (2.13) dapat diambil kesimpulan bahwa Y € Sy,

dan f(Xs) < KY).

Ini berarti babwa f{Y), Y € Tr mempunyai batas bawah lebih kecil dari solusi

optimum yang dimiliki (2.14). Pernyataan ini juge membuktikan bagian kedua

dari teorema fersebut.




Theorema 6 -

hukdi :

Jika solusi optimum dari persamaan (2.15) adalah vektor integer atau integer
campuran seperti yang dikehendaki pada persamaan (2.37), maka solusi

optimum {ersebut juga solusi optimum dari persamaan {2.14).

Misal Xy adalah solusi optimum dari persamaan (2.13) yang memenuhi

persamaan (2.3 "), maka XocTr dan T; tak kosong,

Andaikan Xo bukan solust optimum dari persamasn (2.14), dari theorema 5,
persamasn {2.16) mempunyai solusi optimum, muisal solusi optimumaya

adaiahYo Maka Y{}ETF dan f{Yg} = f{X(;).V _

Karena Tr — Sp, maka Yy € S dan sebelumnya telah diketahui bahwa
Xoe Sy. Pertidaksamaan diatas menunjukkan bahwa X, bukan solusi optimum
dari persamaan (2.15), hal ini kontradiksi dengan perngandaian yang dibuat

pada awal pembuktian. Jadi X, adatah solusi optimum dari persamaan (2.14).

Theorema 7 :

Solusi optimum dari persamaan (2.14) adalah solusi optimum dari persamazn
(2.16) dan sebaliknya solusi optimum dari persamaan (2.16) adalsh solusi

optimum dari persamaan {2.14).




21

bukii:

- Solusi optimum dari persamaan (2.14) adalah solusi optimum dari

persamaan (2.16).

Misal X5 € Tr =adalah solusi optimum dari persamaan (2.14), maka untuk

semua X< Ty dan berlaku RXg) < X} - 217

Ambil Y sebarang titik dalam [T¥], maka Y adalah kombinasi linear konveks

dari sebarang titik X, i = 1,2,3,....,r dalam Ty vang dituliskan sebagat berikut

Y= X, dimana®i>0 , 34 =1

i ful
Karena Xy € Tr , X juga akan ada di dalam [Tx].
Andaikan Y beda dengan X, dan RY) < §Xo) o (2.18)

(3 2,.X,) <8Xo)

=1
S £(X,) <8

im]

Karena f{X,) linear, maka pertidaksamaan di atas dapaf menjadi

7S A <RXo)
i=1
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RXx) < {Xo) .. (2.19)

dimana f{ ¥) = ml;n f(X,)

Karena X, merupakan salah satu dari X;, dimana X; € Tr dan dari persamasn

(2.19) yang menyatakan bahwa fX:) < fXo).

Hal ini konfradiksi dengan (2.17) yang menyatakan bahwa f{X,) < £X) untuk

semua X dalam Tr, maka pengandaian (2.18) harus diingkar menjadi

{Y)2(Xo). Jadi X, adalah solusi optimum dari persamaan (2.16).
- Selusi optimum dari {2.16) adalah solusi optimum dari persamaan (2.14).

Misal X, adalaj solusi optimum dari persamaan (2.16), maka X adalah
batas dari [Tx] dan ¥, ada dalam Tr. Ambil sebarang X dalam Tr, maka X

akan ada dalam [Tr] juga dan berlaku §X5) < {X).

Karena Xy batas dari [Tr } dan sebarang titik dalam [Ty]. Pernyataan di atas

menunjukkan bahwa X, adalah solusi optimum dari persamaan (2.14).






