BARITI
TEORI PENUNJANG
Untuk  dapat melakukan analisis statistk dengan benar, diperlukan
pengetahuan yang benar tentang teori — teord statistik. Berikat disampaikan beberapa

teon yang mennnjang analisis statistik datam pembahasan,

[

-1 Probabilitas Bersyarat
Probabilitas terjadinya suatu kejadian B bila diketahui kejadian A telah terjadi
disebut dengan probabilitas bersyarat, dan dinyatakan dengan P(Bl|A). Keadaan ini

diramuskan sebagai berikut;

paia) = PEAOB) i pays0 2.L.1)

P(A)
Contoh:

Misalkan diketalwi sejumiah orang dewasa vang telah tamat SMA sebagai ruang

sampe] di suata kota kecil. Mereka dikelompokkan menurut jenis kelamin dan status

pekeriaan,
Tabel 21,1
bekerja | tidak bekerja | jumlah
takh-laki 460 40 500
Wanita 140 260 400
Jumlah 600 300 200




Dagrah tersebut akan dijadikan daerah pariwisata dan seseorang dipilih secara acak
untuk mempropagandakannya ke seluruh negeri. Akan diteliti kejadian berikut:

~ M : Iaki — laki yang terpilih o

F ! orang yang terpilih dalam status hekerin

Berapa pelnang terpilih secrang laki — laki dalam status bekerja?

Jawab:

S PLE M)
PMIE) = ———
PE)
P(EMM) dan P(E) diperoleh dari ruaang sampel, sebagai berikut:
P(E) = 600/900 = 2/3 dan P(EmM) = 460/900 = 23/45

Jadi POMIE) = 23/45 = 23 (Walpole dan Myers,1989).
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22 Macam — macam Skala Pengukuran Data

Dalam analisis statistka ditemui data kvantitatif vang dihasilkan melalni
perhitimgan  dan  pengnkuran, mwaupnn  data  kualitatit  (data kategorl) vang
dikelompokkan menurut kriteria tertentu. Analisis terhadap data hasil pengamatan
bergantung pada tingkat atau skala pengukuran data. Skala pengukuran data dapat
dikelompokkan sebagai berikut:
i, Skala nominal
Merapakan skala pengukuran data y‘aﬁg mengeunakan angka - angka untuk

mengelompokkan obyek dan tidak ada wrutan tertentu.




Contoh:

a. ijcniberian kodé pada hasﬂ produkst; O pka rusak dan 1 jika baik,

b. pemberian kode 0 jtka sakit dan 1 jika sehat.

2.. Skala ordinal

Merupakan skala pengokuran data vang menggunakan angka -~ angka untuk
mengelompokkan obyek, serta ada nrntan fertentu berdasarkan kriteria tertentu.
Contoh:

a. penggolongan PNS; golongan 1A, ITA, IITA, dan seternsnya,

b. jenjang struktural pemerintahan desa; lurah sekdes, dan sebagainya.

3. Skala interval /
Merupakan skala pengukuran data vapg menggunakan angka — angka “antk
mengelompokkan obyek, ada urntan berdasarkan kriteria tertentu seria jar/ak antara
dus angka skala diketahui ukurannya.

Contoh:

Pengukuran suhn dengan skala Celoius dan Fahrenheith.

Celcius 0 10 20 30

Fahrenheith 32 50 68 86

4. Skala rasio

Merupakan skala pengukuran data yang menggonakan angka — angka untuk

memmmkkan pengelompokkan data, ada wndan berdasarkan kriteria tertentn, jarak
antara dua angka skala diketahwi vlkurannya dan mempunyai titik nol sejati,
Contoh;

Pengukuran tinggi badan, bobot badan, dan pendapatan (Agus Rusgiono dkk, 2000).




2.3 | Distribusi Binomial ﬂaﬁ Mulﬁnom.ia.l

. Dilakukan sebuah percobaan yang mempuryai hasil vang dapat diklasifikasikan
sebagai sukses atan gagal, Misalkan Y = 1 jika hasilnva sukses dan ¥ = 0 jika
hasilnya gagal. Variabel tandom Y dikatakan variabel random Bemoulli iika
distribusi probabilitas adalah

fy)=a"(1-m"7, 0<m<l, (23.1)

dengan % adalah probabilitas bahwa percobaan sukses (Walpole dan Myers,1989).
probabilitas & dan gagal mempunyai probabilitas 1 — 7 dan Y mewakili jumlzh sukses
yang terjadi dalam n percobaan, maka Y dikatakan variabel random binomial dengan
parameter (n,m). Distribusi probabilitas dari  variabel random binomial yang

mempunyai parameter (1, 7) adalah

b(y;m.n) = [n}n"(l—n)""y , y=0,1,2,...,n (23.2)
¢

(Walpole dan Myers,1989).

Contoh 1: (Walpole dan Myers,1989)

Probabilitas secorang pendlerita kanker darah dapat sembuh adalah 0,4. Jika diketahui
ada 15 orang yang telah mengidap penyakit fersebut, berapakah probabilitas

a. paling sedikit 10 akan sembuh,

b. sntara 3 sampai 8 akan sembuh,

¢. tepat 3 yang sembuh.




Penyelesaian:
Misalkan Y banyaknya penderita yang sembuh, maka

. P(Y210) =1 - P(Y<10)
1 Y b(:15,(04))
y=0}

=1-0,9662

={,0338,

b. P(35Y<8) = ib(y;ls,(ﬂ,zl))

=

= 2 b(¥;15,(04)- Y b(y;15,(0,4)

y=0
=0,9050-0,0271
={),8779,

. P(Y=5)=b(5;15,(0.4)
= D b15,0.4) Y by:15,(0.4)

=0,4032 -0,2173
=(,1859.

Percobaan multinomial merupakan perluasan dari percobaan  binomial.
Percobaan binomial menjadi percobaan mmitinomial jikka setiap usaha dapat
memberikan kemungkinan hasil lebih dari dua. (Walpole dan Myers,1989).

Contoh;

a. pembagian hasil pabrik menjadi ringan, berat, dan masih dapat diterima,




b. pencatatan kecelakaan disvate simpang jalan menurut hari dalam seminggu.

Jika suatu usaha tertentu dapat menghasilkan k méc_éﬁn hasil Ei, Bz, Bs, ..., Er
dengan probabilitas 7y, 7, ..., 7, maka distribusi pfobabilitas ‘peubah acak Y, Y,,Y3,
..., Yr yang menyatakan banyak terjadinya Ei, Es, Es,..., E; dalam n usaha bebas
adalah:

{ n

. — ¥ Y2 Y3 ¥e
f(y1!yz:!yss"':y;-:ni)ngsn}:'"5“1-9“_)_ Jni lnz Tr's "'nr 2

L}’i,}’z,hg—w)'r

dengan » y; =n  dan  » m; =1(Walpole dan Myers,1989).

=1 =1

2.4 Distribusi Chi-Kuadrat
Peubah acak kontinyu Y berdistribusi Chi-f{uadra dengan derajat bebas v bila fungsi

padat peluang dan grafiknya berbentuk

1 PR
WETETEE, v
[ 22 r(wz)y ¥

0=, — 241

uniuk yang laionya,
S

dengan v bilangan bulat positif. Rata- rata dan variannya adalah 1 = v dan 6° = 2v
(Walpole dan Myers,1989).

Distribusi Chi-Kuvadrat merupakan hal khusus dari distribusi gamma. Distribusi
Chi-Kuadrat diperoleh dengan mengambil o = v/2 dan § = 2, untuk v bilangan bulat
positf,

Pada distribusi gamma, peubah acak kontinyu Y berdistribusi gamma dengan

parameter o dan §§ hila fiangsi padat peluangnya berbentyk




_ 1 go-1—y/B
o B“F(u)y e 7 y>0
fy) = | (242)

0, untuk yang lainnva,
dengan o > 0 dan $ > 0. Rata — rata dan variannya adalah p = off dan o° = af’

{Walpole dan Myers,1989).

2.5 Distribusi Normal
Distribusi peluang kontinyu yang paling penting dalam seluruh bidang
statistika adalah distribusi normal.  Suatu peubah acak komtinyu Y dikatakan

berdistribusi normal apabila mempunyai fungsi padat peluang sebagai berikut:

1 —1i2((y-pye)?
f{y;1,0) = —=—e" ™
) o2

1 1 y—ur
exp| — - , —e<y <o, 251
T Xp( 2[ - y (25.1)
Teorema 2.5.1

Jika peubah acak Y ~ N(u,6%), o° > 0, maka peubah acak W = Gow N(0,1).
o

Bukti:

Karena o® > 0, maka 6 > 0, Sehingga fungsi distribusi G(w) dari W adalah
G(w)=Pr (35—” < w)
o

=Pr (ygcw-}vp)
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= | —=exp| My 252)
S GN2m o o\ Zo7 ' '

[" —_— T
Jika peubah integrasinya diubah dengan menulis x = u),maka diperoleh dy = &
' o o o

dx. Sehingga

w 4
1 o

GW) = [——e™"dx (253)
Y7

Jadi W ~ N(0,1).

Teorema 2.5,2

2
Jika peubah acak Y ~ N(p,0°), ¢° > 0, maka peubah acak V = [ﬂ} ~%.
o

[
JikaVy ={=
\

2
- *‘J , maka V = W’. Schingga fungsi distribusi G(v) dari V adalah
19)
G{v) =Pr{V<v)

= Pr (W)

=Pr{[Wisdv)

= Pr(-+/v SW=Vv), untuk v2




v

Y

2 vy, untuk v > 0

@

- [
=y

Iy
=2 I —g Ide ' ) S T o (2_’5'_5)
0

(=

J2n

Tt

Jika peubah integrasinya diubah dengan memulis w = \/; , maka diperoleh

dw=%y " dy. Sehingga diperoleh
G = 2 [-———e™dy, v 20 (2.5.6)
2
4]

Fungsi padat peluang g(v) = G’(v).

r

V24T
8V} =1 235.7)
0, untuk yang lainnya.

L

A —
Karena Il = | = +/n . Sehingea
rb) N =8

l F{L’Z}
gv) = (2.5.8)
l g, untuk yang lainnya

2,6 Metode Maksimom Likelihood
Metode maksimum likelihood digunakan wniuk ienaksh paramsier yaup iidak
diketaboi, Prinsip metode ini adalah mencari nilai 8 dengan memaksimumkan fimesi

likelihood.

12
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Misalkan Y variabel random dengan distribusi probabilitas ()5 ¥s50).
Mi_s__a]kan Vi, ¥2. V3, .ovs Va mgnj,adi nilai vang diobservasi didalam snatu sampel

_ 1andom yang besarnya n, maka fungsi likelihoodnva adalah;

1By = f[f(rr,-(xi);y,-i), j=0,1,2,....,r (2.6.1)

=1
Untuk memaksimumkan I(B) dibentuk logaritma dari fungsi ini, L(B) = In I(B).
Menurut hitung defferensial, persamaan maksimum likelihood didapat dari turunan
parsial pertama L(B) terhadap B, kemudian disamadengankan dengan nol.
Dalam regresi logistik, persamaan log likelihoodnya bukan merupakan fungsi
yang linter dalam (3, sehingga harga taksiran f dicari dengan menggunakan iterasi

Newton-Raphson.

2.7 Metode Newton-Raphson

Metode Newton-Raphson merupakan sebuah prosedur untuk mendapatkan
suatu nilai pada fungsi yang dimaksimumkan. Dalam penggunaannya haras dibuat
sebuah perkiraan awal nilai itu. Selanjutnya fungsi didekati melalui polynomial
berderajat dna. Berikntuya fungsi didekati pada bagian kedua melalui polynomiat
berderajat tiga.

Secara lebih khusus, adalah sebagai berikut. Andaikan ingin didapatkan nilai B

(,a) | 2L(p)
dari § yang memaksimumkan L(B). Misalkan q = , misalkan T = —% dan
3 OP;0Px

- - - - . . rl ”
misalkan gy, dan I, merupakan iterasi ke-m dalam barisan pendekatan untuk B . Pada
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r3 A

langkah ke-m dari terasi (m = 0, 1, 2, ...), L(B) didekati dengan ekspansi deret

Taylor,

Qu(B) = LBw) + qudB-Bu) + (1/2)B-Bu) tu(B=Pr). I A B

2
[

Pemecahannya a;zm = @ + In(B-Pm) = 0, untuk B hasil pendckatan selanjutnya,
gm-l-l = ﬁm + {Irn}—lr M {272)

dengan asumsi Iy, nonsingular.

2.8 Model Regresi Linier

Model regresi linier merupaken salah satu cara dalam analisis data statistik.
Modei regresi linier terdiri dari model regresi linier sederhana dan modél Tegresi
linier berganda. Modet regresi linier berganda adalah sebagai berikut:

Vi= Bo+ Bixii + Baxas + ... B + 5 (2.8.1)
Error diasumsikan berdistribusi normal dengan rata — rata nol dan varian konstan.

Taksiran parameternya diperoleh dengan menggunakan metode kuadrat terkecil

dan metode maksimum likelihood.

2.9 Variabel Dummy

Variabel yang digunakan dalam analisis regresi biasanva variabel kuantitatif,
yaitu variabel yang didefinisikan dengan skala ukuran. Kadang — kadang perlu
digunakan variabel kategori atau variabel kualitatif. Secara umum dalam variabel

kualitatif tidak ada skala vkuran mutlak,
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Jika dalam suatu masalah terdapat variabel prediktor yang berskala nominal,
seperti jenis kelamin, ras, dan lain — lain, maka dignnakan variabel dmnmy' unfuk
‘mewakiimya dalam model. Pada umumnya jika sebuah variabel prediktor berskala
nominal mempunyai r kategori, maka dibutuhkan r-1 variabel dummy. Jika variabel
prediktor ke berskala nominal dfengan 1 kategori, maka akan digunakan r-1 variabel
dummyintuk mewakili Xy dalam model. Jika variabel dwmmy tersebut dinyatakan
dengan Xy dan koefisien — koefisiennya dinyatakan dengan Bi,1=0,1,2, ...,r1,
maka bentuk fungsi logit untuk model dengan k variabel bebas dengan variabel ke-k
berskala nominal adalah:

gD =Bo+ Bixu+ ... +Boxu + ... + B Xy + BXp.

=1

= Bo+Bixut ... + Zngxm + BpXp.
=0

2.10 Model Regresi Logistik Biner

Regresi lmier dan regresi logistik mempunyai kegunaan yang sama, yaitu untuk
menyelidiki lmbungan antara sebuah variabel respon dengan satu atau lebih variabel
penjelas. Baik regresi linier maupun regresi logistik menggunakan metode estimasi
parameter untuk memperoleh kecocokan model yang diharapkan. Regresi linier
menggunakan metode kuadrat terkecil untuk memperoleh estimasi parameter yang
diharapkan. Sedangkan regresi logistik menggymakan metode maksimym likelihood

untuk memperoleh estimasi parameter yang diharapkan.
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Perbedaan pokok antara regresi linier dan regresi logistik terletak pada tipe
variabel responnya, Regresi hnier m@hggun_akau vaﬁabgi respon kontinyu, sédangkan
regresi logistik menggunakan variabel respon berkategori,

Model regresi logistik terdiri dari model regresi logistik biner, nominal, dan
ordinal. Model regresi logistik biner merupakan model regresi dengan variabel Tespon
berskala nominal dengan dua kategori, dan variabe! penielasnya bisa berupa variabel
katezori bisa pula variabel kontmyw, Model Tegresi Iogistik biner dapat dinyatgkan

sebagai berikut:

y=mX)+g, (2.10.1)

Bo Byt Baxg + B,

dengan n(x) = —— PR T e

Kemndian dilakukan transformasi logit terhadap n(x) sebagai berikut:

_ n(x)
gx) = In [I—n(x)}

eﬁD+lel g %, _i
BB tBoxa P %,
= In i+e l

eﬁo"‘ﬁlxj +Paxz X,

1.
o 1+ eBo“'ﬁ;xﬁﬁzxz"‘ﬂ;Kr

= ]ﬁleﬁn“‘ﬁ_?";' FhaRato e J - }ﬂ!ll R J -

}11[1] + }ﬁli - eﬁ9+ﬂlxl+ﬁle+...+ﬁr?(,}

n {eﬁofﬁzxﬁﬁzxz"‘"ﬁp:": .II

= Bo+ Bix; + Baxa+ ...+ Bexe.

Sehingga model Tegresi logistik biner adalah:
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y=n{x)+e, | (2.102)

o0
dengan ni(x) =

gx)

I+e
‘f merupakan ;aﬂabél respon dengan dua kategori, misalkan disimbolkan
dengany =1 atauy=0. Jkay=1 makaeg=1- m(x) dengan probabititas n(x).
Sedangkan jika y = 0, maka & = -n(x) dengan probabilitas 1 - n(x). Jadi € mempunyai
suatu distribusi dengan mean 0 -dan varian n(x)(1 - 7(x)). Dan probabilitas bersyarat
variabel respon dapat ditulis dengan P(y=ljx) = n(x) dan P(y=0ix) = 1 - n(x).
Dilakukan n percobaan yang saling bebas, dengan Y; adalah variabel respon dari
observasi ke-i yang berdistribusi Bernoulli yang memiliki probabilitas sukses (x)
dan probabilitas gagal 1 - n(x;). Y; mempunyai fungsi densitas sebagai berikut;
fir(x)yd = n(x) (1-n(x; )™ yi=0,1dani=1,2,3, .. n (2.103)
Karena observasinya saling bebas, maka fungsi likelihood didapat sebagai basil

perkalian dari masing — masing fungsi densitasnya, yaitu sebagai berikut:

()= f}n(xi Pl m(x)y (2.10.4)

i=t
dengan B adalah parameter yang tidak diketalwi dan %; adalah variabel peigelas dart
observasi ke-i,
Prinsip dari metode maksimum likelfhood adalah mencari nilai f denpgan
memaksimumkan fungsi likelhood. Oleh karena itu diperlukan turunan parsial

pertama dari fungsi likelihood terhadap masing — masing parameter By Untuk Iebih
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memudahkan  dalam memaksimumkan fingsi likelihood, terlebih dahulu dibentuk
log dari fung‘si likelihood, yaitu sebagai beriknt:

LBy =inlp)

= 3 {yilnfax,)]+ (1 - y,)lafi - ngx, )]

2 cBlx) _ _ Q)

- ;{yi ln{]+eg(ii):|+(l y,-)ln{l l+e3(‘i)}}

= i {yi {jn [eg(x,-)]_ln [i+ e Je(1-y, in fi]-1a i+ eg(.x;)])}

= i{% et —Ins +eg“”1}' (2.10.5)

dengan g(x;) = Bo + Brxyi + Paxai + ... + PXs.

Sehingga persamaan (2.10.5) menjadi:

L{B)= i{YieXP(Bo +Bixy; +Byxy +"‘+Brxﬁ)

i=1

Infl +exp(B, +B,x, +B,x, +...+B.x. )} (2.10.6)
Dari turapan perfema fungsi log likelihood terhadap B, Bi, B2, ..., B, maka

didapatkan (p+1) persamaan likelihood, dengan bentuk wmum sebagai berikut;

%(B) = Y x, (v, = nlx, )= 0 @.10.7)

1

Persamaan log bkelthood pada persamaan (2.10.7) bukan merupakan fungsi

yang linier dalam Bo, B1, B2, ... Pr. Schingga harga taksiran B dicari dengan




menggunakan metode mumenk. Metode yang digmmakan vntuk memecabkan masalah

ini adalah metode Newton Raphson, Untuk ity diperinkan tyrunan parsial kedna dari

fimgsi fog hikelihood, dengan bentuk umum sebagai heriknt:

ar {r) oo .
—5r = x gl K -l ) (2.10.8)
8ﬁj_ i=l

dan
ALY X C o
AV S xaax i-n(x)), u=0.12, .p. (2.10.9)
;ob, T

Prosedur Newton Raphson untuk rmencari taksiran by, j= 0, 1, 2, ___ r, vaitu sebagai
berikut:
1. Pilih taksiran awal by, misalkanby; =0, m=12 3, ...,

S 1Y Jitng tnlaienny harms k. 0 = . L T_'”R\1'1v‘ o |
. 1} Jlllwls L WLIAE LA3r LSLIE LL UJLIn‘t‘lJ U."m . LA\P}J N L} ll.r]_l:

b
)

caftian tarnet 1
da setiap #erasi k

L[4

dengan [I(B)]" adalah invers dari matriks informasi yang merupakan matriks
berukuran (p+1) x (p+1) yang memiliki elemen — elemen negatif dari nilai — nilai
dalam persamaan (2.10.8) dan (2.10.9).

3. lterasi berlanut hingga diperoleh by,  bhin ( Neneng Sitinurkhasanah, 2000).






