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KONSEP DASAR

Vektor dan Matriks S
Definisil.
Suatu maink a dikatakan sebuah vektor kolom jika matrik tersebut
terdiri dari satu kolom.
a
Notasi : a=|?|  adalah vektor berukuran m x 1

a

m

Transpose dari vektor a (dinotasikan a’) adalah berbentuk matriks

bervkuran | x m yang dinamakan vektor baris.

&
a
. LU I
Notasi : a=|."|= I, a, a,]

a

m

Vektor a’ dapat ditulis dalam bentuk {a, a, - a,)
Definisi 2.

Suatu matrik A= (a,.j), dengan i=12,...m dan j=12,..n
berukurén {m x n). Transpose daﬁ A beﬁlotals:i A’V adélah berukuran (n x |
m) yang didapat dari matrik A yang menuliskan baris ke-i dari matrik A
sebagai kolom ke-i dari A’, atau dapat ditulis 4= (a P ) Beberapa sifat dart

matriks transpose :




1. (4+B)=A+B

2. (4Y=4

3. ¢(4)=(cAY, c adalah skalar sembarang

4. (4By=B4A
.Deﬁnisi 3. | |

A suatu matrik bujur sangkar berukuran (n x n). Trace dari matrik
A ditulis ir(A) adalah jumlah glemen-elemen pada diagonal utama. Bila A
dan B suatu matrik bujur sangkar berukuran (n x n), h adalah vektor
berukuran (n x 1) dan ¢ adalah suatu skalar, maka
1. tr(cA) = ctr(4)

2. r(4+B)={d)£or(B)

3. tr(A4B) = tr(BA)

4. (B 4B)=1r(4)

5. wd)=wr(i Ah)=1r(4W )
Definisi 4.

Misalkan A matriks simetris berukuran (n x n) dan h vektor
berukuran (n x 1). Matriks A dikatakan definit positif jika h’Ah > 0 untuk
semua h tidak sama dengan nol.

Definisi 5

‘Suatu matriks bujur sangkar A disebut singular apabila det{4) =10
apabila det(4) # 0 maka disebut mafriks non singular. Matriks yang non
singular mempunyai invers, sedangkan matriks singular tidak mempunyai
invers. Sifat-sifat determinan dari suatu matriks A berukuran (n x n)

adalah :




2.2

1. Untuk matriks definit positif A
|4)>0

2. Untuk matﬁks bujur séﬁgkaf A dan B berukuran (n x n)
48| = |4/

3. .Untuk matriks non singular

_ 1
1‘41[:];[

4. Untuk c skalar sebarang

|cA[ = c]A}

Diskripsi Data Multivariat

Di dalam pengendali kualitas statistik univariat, secara umum kita
menggunakan distribusi normal untuk menggambarkan karakteristik

kualitas yang kontinu. Fungsi densitas probabilitas normal adalah

—0<X <D

f = 1)

V270’
Rata-rata distribusi normal adalah w dan variannya adalaho”. Dengan

catatan eksponen dari distribusi normal dapat dituliskan sebagai :

X - 1
( G‘”)Z = (x— o) (x— 1) @.1)
merupakan besaran yang menunjukkan ukuran standar kuadrat jarak dar x

ke rata-rata pt, dimana dengan istilah terstandar dimaksudkan bahwa jarak

adalah ekspresi dalam unit standar deviasi. Fungsi densitas normal dengan
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mean 1 dan variansi @ ditulis dengan notasi N( o’ ). Notasi ini dapat
dipérluas untuk kasus multivariat. |

Pendekatan dalam kasus multivariat akan ditunjukkan sebagai’
berikut. Dipunyai p variabel, diberikan dengan 5 XXy Susunan
vatiabel ini dalam p—vektor. koinpoﬁen X'= [Xi,xz . ) Dengan
B=\ gt p} merupakan vektor rata-rata dari x, kemudian varian dan
kovarian dari variabel random dalamX dituliskan dalam sebuah matrik
kovarian £ berukuran px p. Kuantitas pada kasus univariat diperluas
untuk vektor X dengan dimensi p menjadi

(X-p)=?(X~p) 22)
dengan p = E(X)

L = Kov(X)

L dianggap definit positif
Persamaan (2.2) diatas merupakan jarak antara x dan p untuk multivariat.

Fungsi densitas normal multivariat adalah perolchan yang

sederhana dengan mengganti tempat ukuran terstandar jarak dari

persamaan (2.1) dengan jarak multivariat secara umum dalam persamaan

(2.2) dan mengganti istilah konstan ke bentuk umum yang

2ro
membuat suatu daerah dibawah fungsi densitas probabilitas yang tanpa

menghiraukan harga p. Dengan kata lain supaya volume di bawah luasan

e‘%{X—}u J.E X u)
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i
sama dengan satu maka diperlukan konstan (27?)_§|EI_5 .

Oleh karena 1tu digambarkan fungsi densitas probabilitas normal

multivariat p dimensi adalah sebagai berikut

o 1 LXenysi(xn)
F)=——r—re?
a4z 12

dengan —co<x; < ,j=12, .p
diberi notasi N}, (u, L)

Suatu distribusi normal multivariat untuk variat p = 2 disebut suatu normal

bivariat.

2.3  Vektor Rata-Rata Sampel dan Matrik Kovarian

Diberikan suatu sampel random dari suatu populasi normal
multivariat yang disajikan dalam suatu bentuk matrik X. Matrik X ini
memuat X; yang menunjukkan harga tertentu pada variabel ke-i dan

pengamatan ke-j. Dengan i=1,2,...p dan j=1,2,...n, matrik tersebut disajikan

sebagai berikut :
X X Xin
X = x.21 Xz x?n
xpl po xpn

Misalkan x,,x,, ', adalah pengukuran pada variabel 1. Rata-
rata pengukuran yang juga disebut rata-rata (mean ) sampel ditulis dengan

x adalah
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- 1 7
X ‘_;jz:;x!j

Secara umum adalah mean. sampel ke-i bila ada p variabel dan n-

pengukuran adalah
X = x; i=12,..p
n

Variansi sampel untuk variabel ke i adalah

dan kovarian sampel adalah

Sy = ;1_—1‘; (xy' - fr‘Xng' - fk)

Sehingga didapat vektor rata-rata sampei adalah

X1

X2

A
[

Xp

matrik variansi dan kovarian sampel adalah

Sy S Slp
S S:Zl S?Z S?
VSpl SPZV Spp

Dapat ditunjukkan bahwa vektor rata-rata sampel dan matrik kovarian
sampel merupakan estimasi tak bias dari suatu populasi, sehingga didapat

E(X)=p dan ES)=X
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Theorema :

X1.Xs,...,.Xn adalah sampel random dari distribusi normal multivariat

dengan mean p dan kovarian X. Bila lez X, dan
L

dari p dan X maka :
EX)= pdanE(S)=E

Bukti :

=%(X1+X2+---+X")

E(X)= E(;l?-(x1 +X, 4t X,,))

=lE(X1+x2+---+x,,)
n

i
=—(pt.H)
43
EX)=p
1 H — -— W
5= 14 I(Xj "XJXXJ “Xj)
Jj=

= ;1__1 g (Xj - ij)x'j "';(Xj - ijx_ i)}

1 ijx'j—nﬁ}
n-1[43
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E(S):E[ ! Z;:xjx'j—nﬁ']

n-17%

_ _1_1{2 E(XX,)- nE(ﬁ)}
i J=l

g eemi {2

i . 1
=ﬁ[n2+n,uy —Z—nuy |

~—f(n-1)2]

2.4. Pengendalian Kualitas Multivariat

Masalah pengendalian kualitas dengan beberapa variat dinamakan
pengendalian kualitas multivariat. Subyek tersebut saat ini sangat penting
karena prosedur pemeriksaan otomatis membuatnya relatif mudah untuk

mengukur banyak para.metér pada tiap unit produk yang dihasilkan.
Misalkan ada dua karakteristik kuwalitas x, dan x, berdistribusi
bersama menurut distribusi normal bivariat. Misalkan x dan x» nilai
mean nominal karakterisﬁk'kualitas itu, dan misalkan vartansi X, dan x,
masing-masing ditaksir dengan variansi sampel S,, dan S,,. Kovariansi

antara X; dan x, adalah ukuran dependensi antara dua karakteristik

kualitas itu, dan ditulis sebagai §,,. Jika x dan x; mean sampel kedua
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karakteristik kualitas yang dihitung dari himpunan bagian berukuran n,

maka statistik

[SZZ(EII - ;1)2 +5 1(;z - ;2)2 — 2312(;1 - ;1)(;2 - ;2 ):l

2 1
88— Sh
2.0 ’
mempunyai distribusi mengikuti distribusi Hotelling dengan derajat bebas
2 dan (n-1}.

Jika 7% > T2, , maka paling sedikit satu dari karakteristik kualitas itu
tak terkendali; dengan 7, , adalah titik persentasi o atas distribusi 72

dengan derajat bebas 2 dan (n-1).

Prosedur pengendalian dapat dilakukan dengan grafik. Dilihat

keadaan dengan x dan x independen, yaknmi S,= 0. Jika S,= 0

>

persamaan (2.1) mendefinisikan ellips berpusat(;l,;z) dengan sumbu

utama sejajar dengan sumbu-sumbu X, %, seperti yang ditunjukkan

pada Gambar 2.1.
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X1

XA

Daerah pengendalian
~ - bersama x1,x2 - -

X2 X2

Gambar 2.1. Pengendali Ellips dengan kov =0

Dengan mengambil T'>dalam (2.1) sama dengan 7T berarti bahwa

a;2n-1
sepasang mean sampel yang diamati (;1,;2) jatuh di dalam ellips
menunjukkan keadaan terkendali statistik, sedangkan sepasang mean

sampel yang diamati jatuh diluar ellips menunjukkan proses tak terkendali.

- Sehingga gambar diatas sering kali dinamakan ellips pengendali.

Daerah pengehdali bersama bagir Xi dén x2 atau untuk dua
karakteristik kualitas yang dependen dengan' kata lain jika S,# 0 akan
digambarkan berbeda dari gambar sebelumnya. Ellips pengendali untuk
dua karakteristik kualitas dependen akan terlihat sumbu utama ellips itu
tidak lagi sejajar dengan sumbu x , x2. Hal ini akan ditunjukkan dalam

Gambar 2.2.
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X1 X1

Gambar 2.2. Pengendali Ellips dengan Kov # 0

Apabila keadaan dengdn p karakteristik kualitas yang berhubungan
yang dikendalikan bersama-sama. Dianggap bahwa distribusi probabilitas
bersama p karakteristik kualitas itu adalah distribusi normal p-variat.
Prosedur itu memerlukan penghitungan mean sampel bagi masing-masing
p karakteristik kualitas dari sampel berukuran n. Himpunan mean

karaktenistik kualitas ini disajikan dengan vektor px1.

X1

X2

Cl
I

Xp

Statistik penguji yang digambarkan pada grafik pengendali bagi

masing-masing sampel adalah

T? = n(x—x) S (G- x)
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dengan ;z[;;z_,...;p} adalah vektor nilai nominal bagi setiap

karakteristik kualitas dan S adalah matrik kovariansi p Kkarakteristik

kualitas x,,x,,...,x,. Grafik pengendali mempunyai batas pengendali atas

T, ... Diperoleh titik persentase 7”dari titik persentase distribusi F

&

- melalui hubungan

dengan o = tingkat kesalahan
p = banyaknya variat
n = banyaknya pengukuran atau pengamatan

F = tabel distribusi F






