BAB i1

TEORI PENUNJANG

Dalam bab ini akan dibahas mengenai beberapa teori yang dapat
menunjang materi pada bab III antara lain teori relasi dan fungsi, teoﬁ'g‘rup,

Galois Field GFp dan teori matriks.

2.1. Relasi dan Fungsi
Definisi 2.1.1

Secara simbolis kalimat “e berada dalam relasi R dler'lgan b” dapat
disajikan dengan “a R 5” atau “R{a,b)”. Demikian juga “Rla,b,c)”, "R(a,b,c,d)”
dan seterusnya. ’
Definisi 2.1.2

Relasi R disebut refleksif jika dan hanya jika untuk setiap anggota dari
semesta S berlaku @ R a. Secara simbolis,

R refleksif jika dan hanya jika(Va e S).aRa

Definisi 2.1.3 |

Relasi R disebut simetris jika dan hanya jika untuk setiap «, b dalam S

berlaku jika @ R b maka & R a. Secara simbolis,

R simetris jika dan hanya jika (Va,beS).aRb=>bRa



Definisi 2.1.4

Relasi R disebut transitif jika dan hanya jika untuk setiap triple a, &, ¢ dari
semesta S, berlaku apabila ¢ R b dan .b R ¢ maka ¢ R ¢. Secara s'imbolis,

R transitif jika dan hanya jika (Va,b,ceS). «aRbdanbRe=>aRe.
Definisi 2.1.5

Suatu relasi yang sekaligus mempunyai ketiga sifat refleksit, simetris dan
transitif disebut relasi ekuivalensi.
Contoh 2.1.1

Relasi kescjajaran antara garis-garis lurus pada bidang datar adalah relasi
ekuivalensi karena memenuhi ketiga sifat refleksif, simetris dan transitif.
Teorema 2.1.1

Suatu relasi ekuivalensi antara anggota-anggota dari suatu semesta 3
mengakibatkan adanya penggolongan ( partisi ) di dalam S.

Penggolongan di dalam S dimaksudkan bahwa S terbagi atas himpunan-
himpunan bagian ( golongan-golongan, kelas-kelas ) masing-masing bukan
himpunan kosong, ya;ng saling asing sedemikian sehingga anggota dari S berada
dalam salah satu ( dan hanya satu ) golongan dari S.

Bukti

‘Misalkan relasi diatas disebut R, maka R memiliki sifat-sifat refleksif,
simetris dan transitif. Semua elemen-elemen yang berada dalam relasi R dengan
a, dikumpulkan dalam suatu himpunan Sa. Jadi Sa= {x € S xR a). Himpunan

Sa tidak kosong, karena R'reﬂeksif, jadi @ R a. Sehingga a € Sa dan Sa sekurang-



kurangnya mempunyai satu anggota. Dari sini disimpulkan bahwa setiap anggbta
pasti berada dalam sekufang—kurangnya satu kelas, vaitu kelas yang memuat
dirinya sendiri.
Sekarang dibuktikan bahwq apabila dua golongan itu berserikat satu elemen saja
maka kedua golongan itu berimpitan... ..........c..c.coo oo i ien e s (1)
Andaikan Sa. dan‘HSb berserikat elemen ¢. Karena ¢ € Sa maka ¢ R a.. Karena R
simetris, maka « -R c.c e Sb maka ¢ R 5. Dari ¢ R ¢ dan ¢ R 5, dengan
menggunakan sifat transitif maka ¢ R 5. Sehingga a € Sb. Selanjutnya, untuk
setiap p € Sa berlaku p R @, dan karena a R 5, dengan menggunakan sifat R
transitif, maka p R b. Jadi, p € Sb. Maka terbukti, setiap anggota dari Sa mnjadi
anggoté dari Sb. ?aitu, SacSb............ (2
Selanjutnya, karena ¢ € Sb, maka ¢ R 4. Karena R simetrismaka bR c. ¢ € .Sa
maka ¢ R a. Dari & R ¢ dan ¢ R a dengan menggunakan sifat transitif maka 4 R a
sehingga b e Sa. Selanjutnya, untuk setiap q € Sb berlaku g R b, dan karena # R
a, dengan menggunakan sifat R transitif, maka ¢ R «. Jadi, ¢ € Sa. Maka terbukti,
setiap anggota dari Sb menjadi anggota dari Sa. YaituSb < Sa....eoveen. . L.(3)
(2)dan ( 3) menghasilk.an'Sa = Sb. Dengﬁn demikian kalimat ( 1) terbukti.
Kontraposisi daﬁ (1) adalah apabila kelas-kelas itu tidak berimpitan maka kedua
kelas itu tidak berserikat satu elemen pun, jadi saling asing ( disjoin ).
Kelas-kelas | atau golongan-golongan yang. térbentuk karena relasi
ckuivalensi disebut kelas-kelas  atau golongan-golongan ekuivalensi atau

equivalence classes.



Definisi 2.1.6
Misalkan g merupakan suatu integer positif. Sebarang dua integer @ dan b
( positif, negatif atau nol ) dikatakan kongruen modulo g jika ¢ - b adalah
kelipatan g ditulis
a=b(modg)biladanhanyabilaa-b=kg(k=0,+1,%£2,..)
Sebaliknya, jika a - b bukan kelipatan g maka @ dan b dikatakan tidak kongruen
modulo g dan ditulis £ 5 ( mod g ). '
Contoh 2.1.2
15= 1 (mod7),karenal5-1 = 14=2.7
3 =11(mod7), karena-3-11~=-14=-2.7
13 & 2 (mod7), karena 13- 2 = 11, bukan kelipatan 7.
Teorema 2.1.2
Untuk setiap integer a dan g maka
a=a(modg)
Bukti
a=a(modg)karenag-a=0=0.g
Teorema 2.1.3
Jika a Eb(modgjlnakabza(modg)
| Bukti

Karena a - b=k . g maka b - a = - kg ( suatu kelipatan ( negatif ) dari g

juga ). Sehingga b =a(modg)



Teorema 2.1.4 | |
Jikaa =5 (mod g)dan b=c(modg)maka
a=c(modg)
Bukii
Karena a= b ( fnodg Jmaka a-~b=k gdankarena b=c(modg)
maka b -c=k, g, dengan k, dan k, adalah integer. Sehingga a-c=(k +k)g
dan aéc(modg). ‘
‘Teorema 2.1.5
Jika a=b(modg), n>0, g=kn mai{a
a=b{modn)
Bukti

Karenaasb(modg)makaa-b;k,g dan karena g = k; n maka

a-b=k}(k2n)
a-b=(k k)n
a=b(modn)

Contoh 2.1.3
Jika a=15,b=3,n=2,g=4=2nmaka
15=3(mod4 )karena 15-3=12=3 .4
1553(m0d2)karena15-3=12¥6.2
Teorema 2.1.6 .

Jikaa=b(modg)danc=d(modg)makaag+c=b+d(modg)
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Bukti
Karena ¢ = b ( mod g ) maka a—b#klg dan karena ¢ = ¢ ( mod g ) maka
(a+e)-(b+d)=(k+k)g

atc=b+d (modg)

.Berdasarican teorema 2.1.2 , 2.1.3 dan 2.1.4, maka relasi kongruensi
adalah .suatu relasi ekuivalensi karena memenubhi sifat-sifat refleksif, simetris dan
transitif, Sehinggﬁ berdasarkan .teorema 2.1.1, maka himpunan integer dapat
dibagi kedalam kelas-kelas ekuivalensi yang saling asing sedemikian sehingga
scbarang dua integer yang ada dalam satu kelas yang sama adalah kqngruen satu
same lain. Kelas tempat integer ¢ berada dinogtsikan dengan ( « ) atau a. Jadi, jika
a dan b ada dalam satu kelas yang samamaka (a)=(b).

Contoh 2.1.4
Jika g =7 maka

(15)=(1)karena15=1(mod 7)

(-3)=(11 )kareﬂa-3 =11(mod7)

Diberikan suatu integer a, dengan mengaplikasikan algoritma pembagian
maka dapat dinyatakan
a=ay+kguntuk0<a <g

dengan £ integer, @, disebut standar representative dari kelas (a )dan (a )= (4, )
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Contoh 2,1.5

Untuk g =7, 15=1+ 2. 7 maka 1 adalah standar representative dari
kelas (15)dan (15)=(1).
Karena terdapat g integer-integer yang memenuhi 0 £ ¢; < g , maka

terdapat tepat g kelas-kelas yang berbeda ( mod g ). Kelas-kelas tersebut disebut

sebagai kelas-kelas residu ( mod g ). g kelas-kelas yang berbeda tersebut antara

lain ; | .
(0),(1),(2),....(g-1)

Contoh 2.1.6

Misaig=7,maka

0=0+0.7 7=0+1.7 —* (7)=(0)

1=1+0.7 8=1+1.7 — (8)=(1)

2=2+0.7 C9=2+1.7 = (9)=(2)

3=3+0.7

4=4+0.7

5=5+0.7

6=6+0.7

Jadi, kelas-kelas residu yang terbentuk adalah (0),(1),(2),(3),(4).(5),(6)
Andaikan diberikan sistem yang terdiri atas kelas-kelas residu modulo g.
Maka didefinisikan operasi-operasi penjumlahan dan perkalian dalam sistem ini

dengan aturan ;
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(a)+(5)=(a+b)(modg)
(a).(b)=(a.b)(modg)
Contoh 2.1.7
Jika g =7, maka
(5)+(6)=_(l5+6)(mod7)=(11 Y(mod7)=(4)
(5).(6)=(5.6)(mod7').=(30)(mod7)=(2l)
Definisi 2.1,7 ‘ |

Suatu fungsi / pemetaan / mapping dari suatu himpﬁnan S ke himpunan T
(atau S sebagai daerah sumber / domain dan T sebagai daerah kawan / co-domain)
adalah suatu aturan yang pada setiap anggota dari S menentukan dengan tunggal
satu anggota dalam T.

Setiap fungsi dari S ke T disebut juga fungsi dari S into T. Jika elemen-
elemen dari T juga dihabiskan, jadi jika setiap ¢ dalam T mempunyai kawan di
dalam S, atau dengan kata lain jika setiap ¢ dalam T berasai dari suatu s dalafn S,
maka fungsi itu disebut fungsi dari S onto T. Sehingga setiap fungsi yang onfo
adalah fungsi into, tetapi belum tentu sebaliknyﬁ. |

Untuk suatu fungsi yang onto berlaku ' ( S ) = T. Yaitu daerah hasil
berimpitan dengan daerah kawaimya. Pemetaan yang onto dise‘but juga surjektif.
Jika elemen-elemen dari T yang meﬁﬁunyai kawan dalam S, hanya mempunyai
kawan 1, maka pemetaannya disebut injeksif. Dan jika setiap elemen dari S
menentukan dengan tunggal satu elemen dari T dan ‘sebali.l‘.cnya, maka

pemetaannya disebut by'ekttf. Dapat dikatakan juga bahwa pada fungsi bijektif,
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terdapat korespondensi satu-satu bertimbal balik antara elemen-elemen dari S

dengan elemen-elemen dari T.

2.2. Teori Grup
221 GruAp.
i)efmisi 2.2.1.1
‘Operasi biner * pada himpunan A adalah suatu aturan yang menentukan
suatu elemen ¢ dalam A untuk setiap pasangan terurut { @, b ) dari elemen-elemen
dalam A, atau ditulis dengana *b=c¢,V a, b, c € A,
Operasi biner * pada himpunan A dikatakan :
1. komutatifjikaa*b=b* a,Va,beA
2. assosiatifjika(a-*b)*c——— a¥*(b*c),Va,b,ceA
Deﬁnis_i 2.2.1.2
Misalkan * merupakan operasi biner példa Adanc e Amaka:
1. e disecbut elemen identitas kanan untui{ *jikana¥*e=a,VaecA
2. e disebut elemen identitas kiri uﬁtuk *jikae¥a=a,VaeA
3. e disebut elemen identitas dua sisi untuk * jikna*e=e*a=a,VaecA
Jika e merupakan elemen identitas dua siéi maka cukup disebut elemen identitas.
‘Definisi 2.2.1.3
| Misalkan * merupakan operasi biner pada A dan e adalah elemen identitas
untuk *danag,b e A |

1. Jika b * a = e, maka b disebut invers kiri dari « terhadap * dan ¢
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2. Jika a * b = e, maka b disebut invers kanan dari « terhadap * dan e
3. Jikaa * b= b * a=e, maka b disebut invers dua sisi dari a terhadap * dan ¢

Jika b inerupakan invers dua sisi dari  maka cukup disebut 5 invers dari a. Invers

dari a dapat juga di_notasiké,n dengana™.
Definisi 2.2.1.4 |
‘Suatu grup (‘G, * ) adalah suatu himpunan G, dibawah suatu operasi biner
*, se’demik{an sehinggé aksioma-aksioma Berikut dipenuhi
Al. Operasi biner ¥ assosiatif
A2, Terdapat elemen identitas e € G terhadap *
A3. Setiap elemen « € G mempunyai invers a' e G terhadap e dan *.
Suatu.grup ( G, * ) dapat juga hanya ditulis dengan G.
Contoh 2.2.1.1

Misalkan G = { @, b, ¢ } dengan operasi biner * sebagai berikut

(oW Kl BT B
O iR &
an:-"c:-
>R [0 |o

Maka (G, * ) adaliah sebuah grup, karena ketiga éksioma grup terpenuhi, yaitu :
Al. Operasi biner * assosiatif

(a*b)*c=b*c=q

ar*(b*'c)f—na*a=a
A2, Terdapat elemen i_derititas yaitu a

A3. Setiap elemen dalam G mempunyai invers, yaitu a'=q bl=c, cl=5
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Definisi 2.2.1.5

Suatu grup ( G, * ) adalah abelian jika operasi biner * bersifat komutatif,
vaitua*b=b*a Va,beG.
2.2.2. Subgrup
Definisi 2.2.2.1

Jika suatu himpunan bagian H dari suatu grup G tertutup dibawah operasi
biner pada G dan jika H juga merupakan svatu grup, maka H adalah subgrup dari
G, dinotasikan dengan H < G atau G > H. |
Contoh 2.2.2.1

( R, + ) adalah suatu grup, Z c R dan.( Z,+ ) adalah grup. Maka ( Z, + )

adalah subgrup dari ( R, +).

| 2.3. Galois Field GFp
Definisi 2.3.1
Field F adalah suatu struktur aljabar yang memenuhi aksioma-aksioma di

bawah ini.
L. F merupakan grup abelian terhadap operasi peﬁjumlahén, yaitu

1. Untuk semua a, b dallam F dapat ditemukan dengan tunggal elemen ¢ dalam

F juga, sedemikian sehingga a + b= c.
2. Untuk semuaé, b,édalamFberlaku(a+ b)+c=a.+(b+c)
3. Didalam F terdapat elemen 0 sedexﬂikian se.hingga untﬁk setiap ¢ dalam F

berlaku0+a=a+ 0=ga
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4, Untuk setiap a dglam F dapat ditemukan elemen - a sedemikian sehingga -
ata=a+(-a)=0
5. Untuk setiap a, b dalam F berlakua+ b=b+a
IL. Pergandaan mempunyai sifat-sifat tertuiup dan assosiatif, yaitu
1. Untuk semua a, b dalam F dapat ditemukan dengan tunggal elemen ¢ dalam
F juga, sedemikian sehingga ab =c¢
2. Untuk semua «, b dalam F berlaku (ab) ¢ = a (bc)
3. Adanya elemen e dalam F sedemikian sehingga ae = ea = a untuk setiap «
dalam F |
4. Untuk setiap «, b dalam F berlaku ab = !ba-
5. Setiap a dalam F yang tidak sama dengan nol mempunyai invers ¢ dalam F
yaituala=aa' =e. _‘ |
I11. Kedua aturan komposisi di atas dihubungkan dengan aksioma distributivitas
1. Untuk semua @, b, ¢ dalam F berlaku a{(b+c)=ab+ac dan (b+c)a=
ba+ ca. |
Jadi F merupakanl suatu field jika F.adalah grup abelian terhadap operasi
penjumiahan dan F-{0} ‘adalah grup abelian terhadap operasi perkalian.
Contoh 2.3.1

 Jika F adalah himpunan dari integer-integer modulo 7 dibawah operasi

penjumlahan dan perkalian mod 7. Elemen-elemen dari F adalah 7 simbol 0 , 1,

2 §, 4. 3, . Maka

2
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v]o]i2]3]a]5]s] [.[i]2]3]4al5]%
0]o0]il2]3al516| [T[1l3]3 |4]5]s
[[1(2(3]a|5(6l0]| [Z|2lals(il3]5
2|2[3]%|5]6|0]1| [3|3|6[25|1 |3
3|3|4|5|6|0|1|2| [4]3]1]5(3|5]3
i|7|5]8]o|i|2]|3| [5(5(3|1(s/3]3
5/5]6l0]i1(2]3|4] |6]|8|3|7]3|2|1
5|6|0]7[2]5]3]3

F merupakan grup abelian terhadap penjumlahan dan F - { O } merupakan grup
abellan terhadap perkalian. Jadi F merupakan suatu field. Karena elemen-
elemennya hanya terdiri atas bilangan-bilangan terbatas maka disebut finite field,
Definisi 2.3.2 |

Suatu finite field yang terdiri atas p kelas-kelas. résidu ( mod p ) dengan p
adalah _bilangan prima disebut Galois Field berorde p dan dinotasikan dengan
GFp. |

Untuk menyederhanakan penulisgn maka untuk selanjutnya elemen-
elemen dari suatu Galois Field IGFp akan dituliskan sebagai { 0, 1,2, ..., p-1 }.

Dalam GFp terdapat suatu elemen yang disebut sebagai primitive root dari
GFEp.
Definisi 2.4.3

Suatu integer x disebut sebagai primitive root dari GFp jika x merupakan
elemen dari GFp sedemiki'an sehingga semua hasil pangkat dari x yang kurang
dari (p - 1 ) modulo p adalah semua elemen dalam GFp kécuali elemen nol yang

berbeda satu sama lain dan »” ' = 1 (mod p ).
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Contoh 2.3.2
Untuk p = 5, GFp mempunyai elemen-elemen { 0, 1, 2, 3, 4 }. Elemen-
elemen 2 dan 3 adalah primitive root dari GFs karena hasil pangkat dari 2 dan 3

modulo 5 adalah semua elemen dari GFs.

2?=3  3’=2
2f=1 3*=1
Berikut diberikan sebuah tabel dari primitive-primitive root untuk

beberapa nilai dari p.

p | Primitive Root
3 2

5 2

7 3

11 2

13 2

17 3

19 2

23 5

Untuk lebih mempermudah penentuan primitive root dari suatu GFp,
terutama untuk GFp deﬁgan nilai p besar, berikut diberikan Algoritma Program
dan Program Mencari Primitive Root Dari Suatu Galois Field GFp dengan

menggunakan bahasa pemrograman Turbo Pascal 7.0.
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ALGORITMA PROGRAM Primitive Root
[1] Repeat

Read (p)

Until p Prirﬁe
[2] HimpA=[1l.p-1];

[3] Forx:=2top-1do

Begin
Rk=1;
HimpB =[];

' Fer =1top-1do
Begin |

Rj=(x*Rk)modp;

HimpB = HimpB -+ [‘ Rj1;

Rk =Rj;

end ;
If HimpB = HimpA then
Writeln ( ¢ x adalah Primitive Root © ) ;-
Else
- Writeln (“ x bukan Primitive Root ) ;

end.
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PROGRAM Primitive Root ;

* ‘
* Program Mencari Primitive Root
(* dari suatu Galois Field GFp

(*
USES crt ;
LABEL
Akhir ;
TYPE
Digit = 1..255;
HimpDigit = SET OF Digit ,
VAR
HimpA, HimpB : HimpDigit ;
X,j,p : Byte;
Rj,Rk : Byte;
YN, N : Char;

Function Prime ( p : Byte ) : Boolean ;
VAR
I:Byte;
Begin  { Function Prime }
Ifp=1then
Prime = False
Else If p=2 then -
Prime = True
Else
- Begin
Prime = True ;
For1:=2top-1do
If (pmod I=0) then
Prime ;= False
end
end ; { Function Prime }

Begin { PROGRAM Primitive_Root }
Clrser ; .
Textcolor (5) ;
Textbackground (0) ;
Window (10, 1, 80, 25) ;
Writeln (¢ * ‘

*)
*)
*)

*)

Writeln ( ¢ * ~ Primitive Root dari GFp

*<);

*6),

Writeln ¢ *

=*¢);

Writeln ;
Textcolor (4);
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Repeat
Write (¢ Masukkan Nilai p ( p harus bilangan prima ):¢) ;-
Readin (p);

Until Prime (p);

HimpA =[1.p-1];
Writeln ;

For x =2 to p-1 do

Begin { For x }
Writeln ;
Writeln ( ¢ Nilaix=%x);
Rk=1;
HimpB:=[];

Forj:=1top-1deo

Begin { Forj }

Rj=(x*Rk)modp;

HimpB :=HimpB + [Rj ] ;

Rk:=Rj;

Writeln { ¢ ¢, x,” pangkat ¢, j ,” modulo ¢, p,’ adalah ‘Rj);
end ; { Forj } :

Writeln ;
Writeln ;

Begin { Jawaban }
~ Textcolor (2) ;
If HimpB = HimpA then
- Writeln ( * x=¢, x,” adalah Primitive Root dari GIp’ )
Else
Writeln (¢ x=°, x,” bukan Primitive Root dari GFp’ ) ;
Readin ; ‘ :
end ; { Jawaban }

Textcolor (4) ;
Write (¢ Mau Cari Primitive Root yang lain (Y/N)? ¢);
Readln (YN); ‘ ,
Writeln ;
If(YN=°N’)or( YN="*n")then
goto Akhir ;-

end ; { Forx }
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Textcolor (3) ;

Writeln ( ¢ Elemen dalam GFp sudah habis f!! ¢ ) ;

Readln ;

Akhir ;

Textcolor (6+Blink) ;

Begin { LABEL Akhir }
Writeln ( ¢ Sudah dicatat semua Primitive Root-nya ? ¢ ) ;
Readln ;

~ Readln;
end ; { LABEL Akhir }

end. { PROGRAM Primitive_Root }

2.4. Te}ori Matriks
2.4.1. Definisi Umum
Definisi 2.4.1
Matriks adalah himpunan skalar ( bilangan riil atau kompleks ) yang
disusun secara empat persegi panjang ( menurut baris-baris dan kolom-kolom ),

Skalar-skalar itu disebut elemen matriks. Dan untuk batasnya diberikan

[ 1= )~ |

‘Matriks diberi nama dengan huruf besar. Secara lengkap ditulis A = ( gy ),

artinya suatu matriks A dengan elemen-elemennya a; dengan / menyatakan baris
ke-i dan index j menyatakan kolom ke-f dari elemen tersebut.
Pandang suatu matriks A=(ay),i=1,2, ..., m dan‘j =12, ..., n yang

berarti bahwa banyaknya baris adalah m serta banyaknya kolom adalah »n. Maka
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dapat dituliskan matriks A, x») = ( @y ). ( m x n )} disebut ukuran ( ordo ) dari

matriks. |

Ada beberapa jenis matriks khusus, antara lain :

1. Matriks bujﬁ sangkar berordo » adalah suatu matriks dengan banyaknya baris
saﬁa dengan baﬁyaknya kolom yaitu n: Barisan elemen-elemen ayy , @z, ...,
a,, disebut sebagai diagonal utama dari. matriks’ bujur sangkar tersebut.

2. Matriks identitas adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen di luar
diagonal utamanya adalah nol dan elemen-elemen pada diagonal utamanya
semua = 1. Matriks identitas biasa ditulis I atau I, déngan n menyatakan ordo
matriks tersebut. |

3. Matriks segitiga ‘atas adalah matriks .bujur sangkar yang semua elemen
dibﬁwah diagonal utamanya adailah nol.

4. Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen
diatasldiagonal utamanya adalah nol.

2.4.2, Operasi-Operas‘i_'pada Matriks

2.4.2.1. Operasi Penjumlahan pada Matriks

Jika A = (g ) dan B= ( by ) adalah matriks-matriks berordo sama maka
suatu matriks C = ( ¢ ) dengan ¢; = a;; + by; , untuk setiap / dan ;.

Mengurangi matriks A dengan matriks B, yaitu A - B, adalah menjumlahkan

matriks A dengan matriks - B.
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2.4.2.2. Operasi Perkalian Skalar terhadap Matriks | '

_Jika A adglah_ suatu lskalar dan A = ( ay ) maka matriks AA = ( Aay ),
dengan kata lain, matriks AA diperoleh dengan rﬁengalikan semua elemen matriks
A dengan A.

| Jika A, B, dan C adalah matﬁks berordo sama dan A adalah skalar, maka
terdapat beberapa hukum pada operasi pénjumlahan dan perkalian skalar terhadap
matriks antara lain : |
I.A+B=B+A ( komutatif')
2. (A+B)+C=A+(B+C) (asosiatif )
3. A(A+B)=AA+ AB (distribuﬁf)
4. Selalu ada matriks D sedemikian sehiﬁgga A+D=B
2.4.2.3, Operasi Perkalian pada Matriks -

Pada umumnya mairiks tidak komutatif terhadap operasi perkalian. Pada

perkalian matriks AB, matriks A disebut matriks pertama dan B disebut miatriks

kedua. Syarat perkalian matriks adalah jumlah kolom matriks pertama sama

dengan jumlah baris matriks kedua.
Pandang A = (a; ) berordo (p x ¢ ) dan B =( b;; ) berordo ( ¢ x » ). Maka
perkalian AB adalah suatu matriks C = ( ¢ ) berordo ( p x r ) dengan

C,_'flz an blj + apn sz +...+ g bq}-

untuk setiap i =1,2, ..., pdanj=1,2, ..., r.
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2.4.3. Transpose dari suatu Matriks

Pandang suatu matriks A = ( g; ) berordo ( m x n ) maka tr'anspdse dari A
adalah ‘matriks A' berordo ( #n x m ) yang didapatkan dari A dehgan menuliskan
baris ke-i dari A, i=1, 2, ..., m, sebagai kolom ke-i dari A”, Sehingga A" = (a;).
Beberapa sifé.t matriks transpose aﬁtara lain:
1. (A+B)'=AT+B"
2. (ANH)'=A
3. A (AT)=(AAT), A skalar
4. (AB) =BTAT
2.4.4. Determinan
Definisi 2.4.4.1

Barisan bilangan-bilangan ( j; , j2 , ..., jn ) dengan _], #fp,untuk i# k(i
dan k£ = 1, 2, , n )' serta j; salah satu dari. bilangan asli (1,2, ... , n) disebut
permutasi.

Apabila terdapat » buah bilangan asli 1, 2, ..., n, maka banyaknya
permutasi yang dapat dibentuk adalah n 1 =n (n-1)(n-2) ... 2.1,
Definisi 2.4.4.2

‘Suatu inversi pada suatu permutasi (/ ,j2 , ..., J» ) adalah j_ika T <Ji ( Jr
mendahului j; ) padahal j; <j; (idan k= Il, 2,...,n) |
Definisi 2.4.4.3

Jika banyaknya inversi dari suatu permﬁtasi adalah bilangan ganjil maka

disebut permutasi ganjil dan sebaliknya disebut permutasi genap.
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Definisi 2.4.4.4

) Misalkan ( j, , j» , ..., /o ) suatu permutasi, maka Tanda ( sign ) dari
permutasi tersebut, ditulié c(Jj1,/2, ...., Jn)adalah o (1,72, ..., 0. )=+ 1, bila
(1 22 wen ) 608D, 0O (o o) == 1 il (1 L2 o) il

Misalkan diberikan matriks bujur sangkar A berordo »

a, Gy a4,
ay ay, A
A=
_arrl anz arm _

Pandang suatu hasil kali antara » elemen-elemen dari A yang masing-masing
terletak pada baris yang berbeda dan kolom yang berbeda ( suatu hasil kali yang
menganciung hanjra satu elemen dari setiap baris dan setiap kolom ). ‘Misa'lnya
hasil kali n elemen diagonal utama matriks A vaitu a,; , @, ..., G
Untuk memudahkan diambil satu hasil kali dari # elemen-elemen yang
barisnya telah diurutkan ( boleh juga kolomnya yang telah diurutkan ), maka
setiap hasil kali antara » elemen matriks A di atas selalu berbentuk (*) a,/, , a3 />,
3J3, .rvy Gy dengan subscript ji menunjukkan kolomnya. |
‘Karena masing-masing faktor har_usiah elemen yang datang dari kolom
yang berbeda maka barisan ( jll »J2 5 ---5Jn ) adalah suatu permutasi. Apabila hasil
kali (*) dilengkapi dengan memberikén Tanda ( sign ) dari permutasi (/1 , /2, ...,
Ju ) tersebut, maka hasil kali S (13 J2 s ooendin ) Q1)1 @ Jas @3 fs s ooy Gy s

disebut sebagai hasil kali bertanda fda‘ri n elemen-elemen a, ) , @ f2, ..., @y fy - -
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Definisi 2.4.4.5

Determinan dari suatu matriks bujur sangkar A berordo n adalah jumlah
dari semﬁa n ! hasil kali bertanda dari elemen-elemen matriks A tersebut. Dengan
kata lain |

det (A)=|Al =Z 6 (1. ja, cndn) @i, @22 ;flsjs oees Gnfu
Definisi 2.4.4.6 "

Suatu matriks bujur sangkar A disebut n;latriks singular jika det ( A ) = 0.
Sebaliknya jika det ( A) £0 maka disebut matriks nonsingular. |
2.4.5, Matriks Inirers |
Definisi 2451

Sebuah matriks bujur sangkar A berordo » dikatakan mgmpunyai invers
jika ada suatu matriks B sedemikian sehingga AB = BA = Ip. Matrii(s B disebut
invers matriks A, dit}llié A", merupakan matriks buj ur sangkar berordo 7.
Bebergpa sifat matn'ks invers antara lain :

L (AT)y'=A
2, (AB y'=B1Al
Matriks-matriks yang mempunyai invers adalah ~matriks-matriks  yang
nonsingular.
2.4.6. Sifat Matriks
| Secara umum matriks mempunyai beberapa sifat antafa lain :
‘1. Misalkan matriks B berordd n diperdleh dari matriks A dengan cara

mengalikan sebuah baris / kolom dengan skalar A maka det (B )=2A det( A ).
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. Misalkan matriks B t;erordo n diperoleh dari matriks A dengan cara menukar
dua baris / kolom maka det (B)~=-det (A).

. Misalkan diketahui 3 niatriks A, A, dan B mempgnyai elemen sama kecuali
pada baris ke-i, yaitu elemen baris ke-i dari matriks B merupakan jumlah dari
elemen baris ke-/ dari matriks A; dan A, maka det (B ) =det(A;)+tdet(A,)
. Determinan métriks identitas adalah 1. B

. Misalkan B = A" maka det (B )=det (A ).

. Jika A berordo » mempunyai 2 baris atau kolom yang elemennya ‘s;arr‘aa maka
det( A)=0.

. Harga determinan tidak berubah apabila baris / kolom ke-/ ditambah dengan A
baris / kolom ke-/. | |

. Jika semua elemen dalam suatu baris atau kolom dari suatu maﬁiks adalah nol,

'

maka determinan matriks tersebut sama dengan nol.
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