BAB II

MATERI PENUNJANG

2.1 Matriks

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku}siku dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan ini disebut entri dalam matriks.. Entri dalam matriks
biasa ditulis dengan huruf kecil, sedangkan matriksnya dengan huruf besar.
Ukuran matriks dijelaskan dengan menyatakan banyaknya b:lm's (garis horisontal)
dan banyaknya kolom (garis vertikal) yang terdapat dalam matriks tersebut, dan
biasa ditulis dengan m x n dengan m merupakan jumlah. baris dan n jumlah
kolom.
Bentuk umumnya :

a, a5 .:.am

atau {gjjlmxn

A= f’zl ‘fzz m‘fzn

aml amz amn

A = g;; artinya suatu matriks A dengan elemen-elemenya adalah a; dimana

i = 1,2,.....,m menyatakan jumlah baris dan j = 1,2,.....,n menyatakan jumlah

2.1.1 Operasi Elementer pada Baris dan Kolom Suatu Matriks

Yang dimaksud dengan operasi elementer pada baris atau kolom suatu
matriks A adalah sebagai berikut :
(la) Penukaran tempat baris ke-i dan baris ke-j (baris ke- i dijadikan b;a.ris ke-j dan

baris ke-j dijadikan baris ke- 1), ditulis: Hy (A).




(1b) Penukaran tempat kolom ke- i dan kolom ke-j (kolom ke- i dijadikan kolom
- ke-j dan kolom ke-j dijadikan kolom ke- 1), ditulis: Kj; (A).

(2a) Mengalikan baris ke- i dengan skalar A = 0 ditulis: H; ® (A).

(2b) Mengalikan kolom ke- 1 dengan skalar A = 0 ditulis: K; ® (A).

(3a) Menambah baris ke- 1 dengan A kali baris ke-j, ditulis: Hj @ (A).

(3b) Menambah kolom ke- i dengan A kali kolom ke-j, ditulis: K;® (A).

2.1.2 Rank Matriks
Definisi 2.1.2.1

Rank baris dari matriks A adalah dimensi dari ruang baris matriks A. Rank
kolom dari matriks A adalah dimensi ruang kolom matriks A. Jika rank baris =
rank kolom, maka rank matriks A didefinisikan sebagai harga rank baris = rank
kolom dari A tersebut, yang ditulis r{A).
Definisi 2.1.2.2

Rank dari matriks menyatakan jumlah maksimum vektor-vektor baris atau
kolom vang bebas linier, untuk mencari rank suatu matﬁks dapat digunakan
operasi elementer. Dan diusahakan mengubah sebanyak mungkin baris atan

kolom menjadi vektor nol (karena vektor nol bergantung linier).

2.2 Determinan
Misalkan A adalah matriks kuadrat. Fungsi determinan dinyatakan oleh
det, dan didefinisikan det(A) sebagai jumlah semua hasil kali elementer bertanda

dari A. Jumlah det(A) dinamakan determinan A.




Misal A sebarang matriks, determinan dari matriks A sering ditulis sebagai
det(A) atau dapat dituliskan dengan memberi garis-garis vertikal di samping
matriks. Untuk menghitung determinan suatu matriks kuadrat yang berordo dua

dan matris kuadrat berordo tiga dapat menggunakan rumus dibawah ini :

. d t-au ay |
(1). de = Ay —dpdy
| Go1 O

al[ a2[ al3

(iiydet|a,, a, ay|= 4,0 5053 + QA pds) + 4130, A3 —0),05,04; — 00,05,

dy 4y, 4y
- dndnan

. Selanjutnya untuk mencari determinan matriks kuadrat berordo lebih dari
tiga dengan menggunakan ekspansi kofaktor.
Definisi 2.2.1

Jika A adalah matriks kuadrat, maka minor entri a; dinyatakan oleh M;;
dan didefinisikan menjadi determinan submatriks yang tetap setelah baris ke i dan
kolom ke j dicoret dari A. Bilangan (—1) ™ Mj; dinyatakan oleh C;; dan dinamakan
kofaktor entri aj.
Definisi 2.2.2

Determinan matriks A yang berukuran n x n dapat dihitung dengan
mengalikan entri-entri dalam suvatu baris (atau kolom) dengan kofaktor-
kofaktornya dan menambahkan hasil-hasil kali yang dihasilkan; yakni, untuk
setiapl<i<ndan1<j<n maka . Y
det(A) = a;;Cy + agCqy + ... .+ 25Cyy .

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke j)

det(A) = a;;Ciy + apCix + ...+ 3;pCin

(ekspansi kofaktor sepanjang baris ke 1)




Definisi 2.2.3
Jika A adalah sebarang matriks n x n dan Cij adalah kofaktor aij, maka

CH Cl2 - 'Cbz
. |Gy Cp-..C
matrlks i 21 -22 :?n

C,...C

Hn

C

nl
dinamakan matriks kofaktor A. Transpos mairiks ini dinamakan adjoin A dan
dinyatakan dengan adj{A).

Teorema 2.2.1

Jika A adalah matriks yang dapat dibalik, maka

At=_L adj(4).

det(4)
Bukti.
Mula-mula akan diperlihatkan bahwa A adj(A) = det(A)I
dall Q- oty ] ~ ~
Uy Ayy...lqy, Cil CIZ "le "'Cln
: D Cy Cp...Cpy.. Gy,
A adi(A) = noTmmAT
a; a,...4, : :
Cnl Cn2 . 'Cjn " sz N
_anl an2 i ‘aml n

Entri dalam baris ke i dan kolom ke j dari A adj(A) adalah
a;Cipy + apCiz + ...+ 2l 221D
Jika i = j, maka persamaan (2.1) adalah ekspansi kofaktor dari det(A)
sepanjang baris ke i dari A (definisi 2.2.2). Sebaliknya, jika 1 # J, maka koefisien-
koefisien a dan kofakior-kofaktor berasal dari baris-baris A yang berbeda,

sehingga nilai dari persamaan (2.1) sama dengan nol. Maka,




det(4) 0 ... 0

0 det{(4)... 0
Aadiay=|0 9D

=det(A) .oeeiiiei e (2.2)
0 G ...det(A)
Karena A dapat dibalik, maka det(A) = 0. Selanjutnya, persamaan (2.2) dapat

dituliskan kembali sebagai

1 AT
po [Aadj()]=1

atau

A [det(A) f"ﬁ(“l)} =1

Dengan mengalikan kedua ruas dari kiri dengan A™ akan menghasilkan

A= —ad(4)

det(A4)
Contoh 2.3.1
23-4
Akan ditentukan invers dari matriks A=|0-4 2
1-1 5

Penyelesaian :

Kofaktor dari elemen dari matriks 4 adalah sebagai berikut : .

—4 2 0 2 0 -4

—+ —.18, Cp=-| =2, Cp=+ —4,
Cu i 5! , Ci2 | 13 ) _11

3—-4 2 -4 2 3 :

- =11, Cp=+ =14 ,Cu=-[ "|=5
Ca l_1 Sl . Co s 23 ll_ll
3-4 24 2 3

=+ =.10,Cy=- 4, Cy=+ -
Csi 4 21 G == 2' 33 _4‘




-18-11-10
Sehinggaadj. A=| 2 14-4
4 5 -8

2 3-4
det(A)=[0—4 2
1-1 5

= QGG HAOX-1)-B)OXS)-2U2(-1)-(-4)X(-4)(1)= - 50

Jadi Al=—1 adj(A4)
det(4)
. ~18-11-10
=—| 2 14-4
~50
4 5 -8

9/25 11/50 1/5
=1-1/25 -7/25 2/25
-2/25 -1/10  4/25

2.3 Sistem Persamaan Linier (D. Suryadi dan S. Harini, 1986)
Persamaan linier dalam peubah x;, x,,..... %, sebagéi persamaan yang
dapat dinyatakan dalam bentuk
axytapxy+ ... + apx, =
dengan ay, a,, ... .. , @z dan b adalah konstanta-konstanta riel.

Sistem persamaan linier dapat juga ditulis dalam bentuk

apxytapx . + apxn = by

e (23)




atau AX=B

dan dapat juga ditulis dalam bentuk matriks

all alZ b aln ‘xl bl
Ay GGy || X2 _ b,
aml amz s amn. 'xu bm

dimana xi, xa, ...... ~Jn adalah anu (bilangan-bilangan takdil{etahui), sedangkan a
dan & adalah konstanta-konstanta. |
Definisi 2.3.1

Suatu susunan persamaan linier akan mempunyai jawab (consistent)

apabila rank matriks koefisien = rank matriks lengkap atau biia (A} =1(A,B).

2.3.1 Sistem Persamaan Linier Homogen
Jika semua konstanta B = 0 (pada persamaan 2.3) maka AX = 0, sehingga

bentuk umum dari persamaan (2.3) menjadi

ayxyFapxst .o Fapt, =00 )
X1+ Qoaxa + ...t @y =0
?
e (24)
AuiXy T ampXza+ ...l + GupXn =0

Jelas terlihat bahwa r(A) = 1(A,0), jadi sistem persamaan linier homogen
selalu mempunyai jawab. Harga-harga x;= x; = ....= x; = 0 jelas memenuhi
susunan dari persamaan (2.4). Jadi [0, O,....... , 0] pasti rﬁerupakan jawab dari

sistem persamaan linier homogen yang manapun.
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Definisi 2.3.1.1
| Sistem persaman linier homogen selalu mempunyai paling sedikit satu

jawab [0, 0,....... , 0] yang disebut jawab nol atau jawab trivial.
Definisi 2.3.1.2

Semua jawab veldor dan sistem persamaan liﬁier homogen akan
membentuk suatu ruang vektor di R" yang disebut ruang jawab (sofution space)L.
Dimensi L =(n-r), dimanan= banyﬁknya anu dan r = rank matriks koefisien A.
Definisi 2.3.1.3

Jika r < n, berarti dimenst ruang jawab n — r > 0 maka akan didapatkan
jawab yang tidak nol (rontrivial), sedangkan jika r = n, maka dimensi ruang jawab
n—r = 0, sehingga akan didapatkan jawab nol (trivial).
Definisi 2.3.1.4

Jika sistem persamaan linier mempunyai m buah persamaan, dengan
vektor-vektor kolom A;, Az, ....,A, yang berkomponen dengan m buah
persamaan, maka jumlah maksimum vektor-vektor kolom matriks A yang bebas

linier = m, atau r(A) paling besar = m. Jadi m < n, pasti ada jawab nontrivial.

2.3.2 Sistem Persamaan Linier Nonhomogen

Suatu sistem persamaan linier AX = B, dimana B # 0, maka persamaan

(2.3) menjadi
anxytapxt ... apn = bl A
anxitapxst .. .F an= b

e (2.5)

Um1X1 + GuoXa + oov oot AunXn = By J
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Definisi 2.3.2.1

Suatu sistem persamaan linier nonhomogen akan mempunyai jawab bila
r{A) = 1{A,B), sedangkan bila r(A} ¢ r(A,B) maka sistem térsebut tidak punya
jawab.
Definisi 2.3.2.2

Sistem persamaan linier nonhomogen akan mempunyai jawab unik
(tunggal) bila r = n, sedangkan jika r < n sistem akan mempunyai jawab yang

tidak tunggal.

2.4 Pemecahan Sistem Persamaan Linier

Sistem sistem persamaan linier yang mempunyai bentuk umum sebagai

berikut :
anxyHapxs oL + dypkn = N
anx) + apxy + ... ...+ GeXn = b2
' e (26)
anx1+ apxy -t .t amQCn=an

atau AX =B, jika
1. A = matriks yang mempunyai banyaknya persamaan sama dengan
banyaknya variabel (Aqx).
2. A =non singular matriks atau determinan dari matriks A # 0.
3. fA)=r(AB)=n
Maka dapat dikatakan bahwa persamaan diatas mempunyai jawab untk

(tunggal), pemecahan persamaan tersebut dapat dihitung dengan ¢ara :
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2.4.1 Eliminasi Gauss

Kita ingin memecahkan sistem persamaan diatas untuk memperoleh x;, x5,
.....Xn yang memenuhi persamaan te'rsebut; Prosedurnya adalah mengeliminasi
atau menghapus variabel-variabel tersebut, tanpa menghilangkan sifat yang
umum, dianggap a;; = 0. Sehingga persamaan dapat disusun pengaturan kembali
nama-nama variabel sekaligus.

Kemudian dipecahkan secara eksplisit untuk x; dan diperoleh

2T

Dengan membagi persamaan pertama (dari persamaan 2.6) dengan ay; dan
kemudian pergunakan persamaan (2.7) untuk menghitung x; didalam persamaan

lain sisanya (n— 1), sehingga diperoleh

a a a b
0t —Ex, b -y =l
a, a4y i mt
anxytapxat+ ... ... + dypxn = by
a a a b
X =Ry, By~ -y i v n(2.8)
21 21 ayn i :
a a a b
X1 =—-ix2+£x3— .......... ——Irx +—L i (2.9)
1 1 ay ay

Persamaan (2.8) dikurangi persamaan (2.9) sehingga diperoleh
(—ﬁ%+ﬁljx2+[—f—2?'—+ai]x3+ ............ +[—aﬁ+fﬁ'—]xh+(—ﬁ—+—b‘—)=
\ 4y 4y a4y y 4y dy  dy

( b b
a a a a a. a

—22 _ 12 X, + < B < & X3+ S — 2 e X, = -2 .1
\azl ay ay  dy Qy) oy a; 4y
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a a a b
12 13 1
Uy — am[m] X, +| ay — am(— Xy F oot Ay, — | —2 | X, =B, —ay| —-
ayy apn ay 4y

dan seteruskannya.

_ a a a b
12 13 1
[anz - anl [_JJXE + (aré - anl [_] ‘x3 o + arm - anl( ".J xn = bn - anl (_—LJ
a, dy ay ay

| atau

1

it 4 ! " U = pl

: Xptra e tappXst oA =0 3

1 1 1. gl

; apiytannt +t =57

e (2.10)
1 1 1 gl

: an2x2+an3x3+-------+annxn_bn 4

i .

; Jika salah satu dari al,-j (i=j=2,...... , n) tidak sama dengan nol, maka

dapat menganggap tanpa mengurangi sifat — sifat umum bahwa a'y; # 0. Proses
pengurangan diteruskan dengan membagi persamaan kedua dan persamaan (2.10)
dengan a';;, dan persamaan ini digunakan untuk mengeliminasi x; didalam
persamaan ketiga sampai ke-n. Kemudian seperti prosés diatas maka x;
dieliminasi dari persamaan keempat sampai ke-n. Demikian seterusnya sehingga
diperoleh suatu sistem persamaan sebagai berikut

x1+ hpxt . =g

X+ ... + IppXn = 22

Xp1t Agpkn = o
An™ Bn
Akhirnya diperoleh nilai x, = g, Nilai x, ini kemudian disubsitusikan kedalam

persamaan sebelumnya sebanyak (n —1) persamaan.
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Jadi

Xn1= &n-1- An-1ynn

Dari sini akan diperoleh x,, hasil x,; juga disubsitusikan kedalara
persamaan-persamaan terdahulu atau sebelumnya sebanyak:(n - 2) persamaan,
Demikian seterusnya dengan melanjutkan proses ini dengan subsitusikan
kebelakang (back subsitution), sehingga diperoleh nilai x1 Cara ini disebut
eliminasi Gauss (Gaussian Eliminations).

Bila diadakan observasi selanjutnya, maka akan diperoleh bentuk matriks

atauHx=g
Dalam hal ini H menunjukkan eseldn matriks yang diperoleh dari A. Bila dilihat
kembali hasil dari operasi yang dikeij;.kan terhadap unsur atau elemen A, maka
skema eliminasi Gauss dimaksudkan mengubah A kedalam matriks H.
Contoh 2.4.1
Akan ditentukan penyelesaian dari persamaan linier berikut

2x1+ ot 4x3 =16

3xi+2x+x3 =10

X+ 3%+ 316

dengan eliminasi Gauss.
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Penyelesaian :

Pemecahan persamaan linier dengan eliminasi Gauss,  dilakukan dengan
menggunakan persamaan pertama unﬁtk mencan x; dan kemudian disubstitusikan
kedalam persamaan kedua dan ketiga.
Hasilnya adalah
x1+ /2% + 2x3=8
x1=8—1/2x, - 2x3 SO UURRY G
Nilai x; dimasukkan kedalam persamaan kedua dan ketiga
Jadi persamaan kedua diperoleh
3x1+ 2x3+x3 =10
38— 1/2x; - 2x3) + 2w+ x3 =10
24 —3/2x-3/2x3+ 2x9+ x3 =10
1/2x3~ 5x3=-14 RO G|
Sedangkan untuk persamaan ketiga
X1+ 3x+3x3=16
8 —1/2x3 - 2x3+ 3xy + 3x3= 16
5/2x3+x3=8 S PRRRPPIN (k)
Dengan menggunakan persamaan (**), selanjutnya eliminasikan x, kedalam
persamaan (***), sedangkan persamaan (*) tidak mengalami perubahan
12x,- 5x3 =-14
Xy-10x; =-28

X3=10x;—28 - DU (il
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sehingga diperoleh persamaan (***) yang baru, yang diperoleh dari substitusi nilai
Xy, sehingga menjadi
| 5/2x;+x3=8
5/2(10x; —28) + x3 =8

25x;— 70+ x3=8

26x,="78
=18
6
=3

Nilai x; kemudian dimasukkan kedalam persamaan (****) dan persamaan (%)
sehingga diperolch

x3= 10x; — 28

=10 2%)- 25
26

=30-28
=2
Selanjutnya akan ditentukan nilai x;
x1=8—1/2x; - 2x3
=8-1/2(2) - 2(3)
=1

Jadix1= 1 ,x2=2danx3=3

2.4.2 Eliminasi Gauss Jourdan
Pemecahan persamaan linier dengan eliminasi Gauss Jourdan, hampir

sama dengan eliminasi Gauss. Perbedaannya adalah pada eliminasi Gauss Jourdan
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dari persamaan kedua dari persamaan (2.10) dicari nilai x, dan hasilnya

disubsitusikan kedalam persamaan lainnya.
Contoh 2.4.2
Akan ditentukan penyelesaian dari persamaan linier berikut
2x1+ x4+ 4x3 =16
3x1+ 26+ x;3 =10
x1+3x+3x3=16
dengan eliminasi Gauss Jourdan.

Penyelesaian :

Dari penyelesaian pada contoh 2.41 dengan cara penghapusan atau eliminasi

Gauss diperoleh
X+ 1/2x+2x;= 8

1/2362 - 5.763 =-14

5/2x34%x3 = 8 s

Dengan menggunakan persamaan (**), selanjutnya akan ditentukan nilai x, ,hasil

x; tersebut disubstitusikan kedalam persamaan (*) dan persamaan (***), sehingga

diperoleh
1/2x;- 5x3 =-14
x3~ 10x; =-28
X2 =10x3 — 28
Hasil x; tersebut disubstitusikan kedalam persamaan (*) jadt
xit 1/2x,+2x5= 8
x+ 12(10x; —28 )+ 2x3 = 8

+5x;-14+2x3=8
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X+ Txy =22
Nilai x; diatas juga disubstitusikan kedalam persamaan (**#*), sehingga diperoleh
5/2x, +x3=8
5/2(10x; —28) + x3 =8
2543 -0+ x3= 8
26xy="78

78
X3= —

I = 3
Dengan demikian diperoleh
X1 =22 -Tx;
=22-7(3)
xip=1
dan x; = 10x; — 28

=10(3)-28

=2

Jadix1=1,x232danx3z3

2.4.3 Aturan Cramer
Bila dilihat kembali sistem persamaan linier dengan n buah persamaan dan

n variabel yang tidak diketahui dengan
apxy + apxz t ... G = by

Gnx) + anXy ..t GapXn = by

Xy + QmXa + ..ot QX = by
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atau AX =B
dimana A=a; 1ij=1,2,...,ndan

X=[x1,%2, ....., Xn]

B=1[byba, ....., ba)

Dalam hal ini terlebih dahulu diasumsikan bahwa raink (A) = 1(A) = n,
schingga matriks A merupakan matrik non singular atau det(A)} = 0.

Aturan Cramer menggunakan cara menginversikan suatu matriks untuk
memecahkan persamaan-persamaan linier, schingga dalam hal ini akan dicari
invers matriks A, yaitu A dan diperoleh

ATAX=1X=X=A"B

Bila A adalah non singular matriks, maka diperolgh pemecahan yang
unik(tunggat) yaitu

X=A"B
untuk suatu kumpulan persamaan. Pemecahannya unik, hanyalah bila inversnya
unik. Dalam hal ini dilakukan pemecahan secara eksplisit untuk suatu kumpulan

persamaan dengan menggunakan invers matriks.

Al=laltat
aitu A= adj.A
y det 4 !
A4, Ay Ay
A, A,... A
dimana 4* =] 2 “Z 2
An] AHZ T Arm

dan A;; adalah kofaktor dari elemen a;; dalam A.
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Dengan demikian komponen dalam vektor x dapat ditulis

1 _1 n
x=|4" ZEAI'JBJ = iAI Z}Bj‘qﬁ
J= J=
Seperti yang telah ketahui bahwa

>a ﬁ A,; adalah ekspansi dari | A | dengan kolom ke-i.
=) |

Sebagai perbandingan kita lihat ZBJ. A adalah ekspansi atau minus dari det(A)
i=l :

i
dengan menganti kolom ke-i dengan kolom ke-B, sehingga ﬁasil yang diperoleh
dengan cara ini disebut Aturan Cramer.

- Untuk memperoleh vektor x; maka akan diperoleh dengan membagi
determinan dari matriks A (matriks A yang kolom i-nya diganti dengan kolom
atau vektor B).

Jadi

. 116, a,..a,,
bilai=1makaw; = —| > .2 " 7°

4}

1
bilai=2 maka x, = —|,
Zils

a,, b,...a

demikian seterusnya sampai dengan

Oy 'al(n—l)bl
1 |@y @y --lybs
Zl: '

d

nl

bilai=nmakax,=

anZ i an(n—l)bn
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Bila dari penyelesaian dari sistem persamaan linier dengan menggunakan
Aturan Cramer, maka terlihat bahwa cara pengerjaan Aturan Cramer adalah
kurang efisien, dibandingkan dengan éara eliminasi Gauss afau eliminasi Gauss
Jourdan. Hal ini karena untuk mencari nilai dari variabel seb:anyak n dibutuhkan
usaha untuk mencari determinan sebanyak (n +1) dan merupakan pekerjaaan yang
terlalu banyak. Walaupun demikian secara penclaahan teoritis Aturan Cramer
sangﬁt penting karena X= A"'B merupakan pemecahan secara éksplisit.

Contoh 2.4.3
Akan ditentukan penyelesaian sistem persamaan linier nonhomogen
berikut ini dengan menggunakan Aturan Cramer
X1+ 2x3 =‘6
-3x; + 4x,+ 6x3 =30
X —2x2+3x;=8

Penyelesaian :

10 2 6 0 2

A=|-34 6 A=1304 6

-1-2 3 8-2 3

1 6 2 1 0 6

A,=1-330 6 As=|~3 4 30

-1 8 3 -1-2 8
102
det(A)=1|-3 4 6
-1-2 3

= (YHEHONE)N-DH2)3Y-2)-0)-3)E)-(IN6)-2)-(2)(4)(-1) = 44
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6 0 2
det (A))=130 4 6
§—2 3

= (6XH(E)HOX6XE)H(2H30)(-2)-(0X30)B)(6)(6)(-2)-(1)(4)(8) = -40

16 2
det(A)=1 3 30 6
—1-2 8

= (1)(30)3)H(6)6)(-D+(2)(-3)(8)6)(-3)(3)-(1)(6)(8)-(2)(30)(-1) = 72

106
det (As)=|-3 4 30
~1-2 8

= (1)(@)(B)YHO)(30)(-1H(6)(-3)(-2)-(0X(-3)(8)-(1)(30)(-2)-(6)(4)(-1) = 152
det(4) -40 _-10 _ del(4,) 72 _18

dot(4) 44 11 27 det(4) 44 1

maka x, =

L _det(d) 15238
T det(4) 44 11

2.5 Vektor
Definisi 2.5.1

Secara matematis vektor merupakan pasangan bilangan terurut (n tuple}
yaitu. x = (x1 , Xgse ..,xn) Himpunan n bilangan terurut disebut.ruang n (R").

Anggota-anggota dari R adalah n tuple x = (JcI X5 ..,x,,) adalah suatu titik suatu

koordinat kartesian dari n sumbu, dimana
x; = koordinat pertama

x;=koordinat kedua

x, = Koordinat ke-n
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Dapat juga x = {x,,%,,...,, ), ditulis dalam matriks kolom yaitu

2.6 Ruang Vektor
Definisi 2.6.1

Misal R adalah himpunan tak kosong, R dikatakan lapangan bilangan riil

setiap a,b,c €R memenuhi aksioma berikut :
Aksioma jumlahan

1. a+beR

2. a+(b+c)=(a+b)+c

3. 30 eR sedemikian hinggaa+0=a

4. VaeR, J-aeR sedemikian hingga a + (-a} =0

5.a+b=b+a
Aksioma pergandaan

6. abeR

7. a(b.c)=(ab)c

8. 31 eR sedemikian hinggaa.l =a

9. VaeR,3a! eR (dengan a # 0) sedemikian hingga a.a" =1
Aksioma distribusi

10. a(b+c)=ab+ac
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Definisi 2.6.2
Misal 7 adalah sebarang himpunan tak kosong yang didalamnya
didefinisikan dua operast vaitu : operasi penjumlahan dan perkalian skalar.

Yang dimaksud operasi penjumlahan disini adalah suatu operasi yang
menghubungkan setiap »,v dalam ¥ dengan elemen u + v, yang disebut sebagai

jumlah zdan v.
Sedangkan operasi perkalian skalar adalah suatu operasi yang

menghubungkan setiap u €V dan sebarang skalar & dengan eleman ku, yang

disebut sebagai perkalian skalar » oleh k.

Definisi 2.6.3

Misalkan ¥ adalah himpunan tak kosong, V dikatakan sebagai ruang

vektor jika untuk setiap u,v,w el dan k, / scbarang skalar di lapangan F

memenuhi 10 aksioma sebagai berikut :

1. Jika Vu,veV maka u+vel

2. u+v=v+u

3. u+(vwy=(ut+v)+w

4.3 0 eV sedemikian hingga 0+ 4 =u+0,YueV

5. VueV,3-u eV sedemikian hingga w+(—u)=(-w)+u =0
6. Untuk k sebarang skalar di F dan « € V berlaku ku eV

7. k(u+v)=kutkv
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8 (k+Du=kut+lu
9, k(l#) = (k)u

10. lu=u

2.7 Kombinasi Linier

Definisi 2.7.1

Suatu vektor w dikatakan kombinasi linier vektor-vektor vi,vz,...,v-

jika vektor-vektor tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

w=kv+k,va+...+k v, dengank,k,..., k,adélah skalar.

Contoh 2.7.1
Misalkan vektor-vektor # = (1,-1,3) dan v = (24,0) di R’ . Akan

ditunjukkan bahwa w = (4,6,2) adalah kombinasi linier # dan v .

Penyelesaian:
Supaya w merupakan kombinasi linier dari vektor » dan v maka harus ada

skalar k; dan k, sedemikian sehingga: w =kiu + kv
(4,6,2) =1 (1,-1.3) + kn(2,4,0)
(4,6,2) = (ks + 2k, -ky- 4z, 3K1)
Dengan menyamakan komponen yang berpadanan, akan diperoleh
b+ 2ip=4
“kyt 4y =2

3k, =6
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Dengan memecahkan persoalan diatas,

124 12:4 1 2i4 12:4
—1 432|250 6 6B 0 6i 6 |2 40 616
30i6 30i6 0-6i-6

00:0
K{A)=r1(A,B) =2

kit2k=4

diperoleh k= 2 dan £, = 1, schingga ditulis w =2+ v

Jadi w merupakan kombinasi linier dari vektor « dan v.

Definisi 2.7.2

Jika ¥1,v2,...,v, adalah himpunan vektor-vektor didalam ¥ dan jika

setiap vektor didalam V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari

V1,v2,...,Vr, Mmaka vektor-vektor tersebut dikatakan merentang 7.

2.8 Vektor Bebas Linier dan Takbebas Linier

Definisi 2.8.1

Jika S ={1_;1 V.. .,{’r} adalah suatu himpunan vektor-vektor tak kosong,

maka persamaan vektor kiv,+ vyt ... + ky,= 0 mempunyai paling

sedikit satu solusi, yaitn &y =k = ... =k =0.
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Jika & =0, untuk / = 1, 2, ..., r adalah satu-satunya pemecahan, maka
himpunan S disebut himpunan bebas linier (Linearly Independent), jika tidak
semﬁa k=0,i=1,2, ..., rmaka hinipunan S disebut himpunan takbebas linier
(Linearly dependent).

Contoh 2.8.1

Tunjukkan vektor-vektor i= (1,0,0), /= (0,1,0), dan ]_c= (0,0,1) dalam B
adalah bebas linier.

Penyelesaian:

Bentuk persamaan vektor

kii+kj+.. +kk=0
k1(1,0,0) + £2(0,1,0) + £5(0,0,1) = (0,0,0)
( k1, ko, k3 )= (0,0,0)
Dalam perhitungan diperoleh bahwa hanya ada satu solusi, yaitu k= k= k3= 0.

Hal ini berarti bahwa{?, 7, } adalah bebas linier.

2.9 Basis dan Dimensi

Definisi 2.9.1

Jika V adalah sebarang ruang.vektor dan S ={§1,§z,...,17r} merupakan
himpunan berhingga dari vektor-vektor pada 7, maka S kita ﬁamakan basis untuk
V jika: |
(i) S bebas linier

(it) S merentang V'




28

Contoh 2.10.1

Tunjukkan bahwa i = (1,0,0). 7 =(0,1,0), dan & = (0,0,1) adalah sebuah
basis untuk R,

Penyelesaian:

(1) Akan ditunjukkan bahwa {i, }!E} bebas linier

kiith jtilsk = 0
£1(1,0,0) + £5(0,1,0) + £3(0,0,1) = (0,0,0)

(k1, k2, ks) = (0,0,0)

atauk1=0,k2=0,k3:0.

Jadi {}, 7, IE} bebas linier.
(2) Akan ditunjukkan bahwa {: },;E} merentang R’.

Ambil sebarang vektor x eR’, maka x dapat dinyatakan sebagai x={x1,x2,%3}

Akan ditunjukkan bahwa x =k i+ k j+ ks
| (rna03) = H3(1,0,0) + k2(0,1,0) + k5(0,0,1)

(x1,%0,%3) = (1, ka, k3)

ataux; =k, x2=ky, x3=4k;3

artinya x adalah kombinasi linier dari {f} k} , sehingga {?, 7 E} merentang R’.

Dari (1) dan (2) jelas bahwa {z 7 12} adalah basis dari R’.
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2.10 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.10.1
Jika A adalah matriks nxn, maka vektor taknol x didalam R" dinamakan

vektor eigen dari A jika A x adalah kelipatan skalar dari x

yakni
Ax=%x
untuk suatu skalar A . Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan xdinamakan

vektor eigen yang bersesuaian dengan A.

Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukuran nxn, maka kita
menuliskan kembali A x= A x sebagai

Ax=Alx

atau ekivalen

(AI-A)x =0
Supaya A menjadi nilai eigen maka harus ada pemecahan taknol, untuk itu kita
menggunakan persamaan karakteristik yaitu :

det(AT—-A)=0

Contoh 2.10

53
Akan ditentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A = [ 6_ 4}

Penyelesaian :

5-4°3

A:
det - ‘—6 42

y=ﬁ-x-2=0




=(A-2)(A+1)=0
sehingga nilai eigennya A, = 2 dan A; = -1

Vektor eigen untuk A; = 2 adalah

R

3x1+3x,=0

-6.?61—6.762:0

3 3:0] yo [33:0
. = E -
-6-6:0 00:0

30

karena r(A)<n maka sistem mempunyai solusi, selanjutnya diambil sebarang

parameter , misalkan x,= 7 sehingga didapatkan

3r=-3 x;

Xy =-t

dan x= (¢, -f) =t (1,-1) adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =2

1
Jadi basis ruang eigen yang bersesuaian dengan A; =2 adalah [_ 1:' .

Vektor eigen untuk A, = -1

I

6x1+3x,=0

6x1-3x2=0

6 3:0] ,o [33:0
- = -
—6-6: 0 0050
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karena r(A)<n maka sistem mempunyai solusi, selanjutnya diambil sebarang
parameter , misalkan x;= ¢ schingga didapatkan
6f=-3 x,

Xy =-21
dan x= (¢, -2£) = ¢ (1,-2) adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =-1

‘ -1
Jadi basis ruang eigen yang bersesuaian dengan A, =-1 adalah I: 2} .






