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MATERI PENUNJANG

Pada penulisan tugas akhir ini akan dibshas mengenai pembentukan fingsi
polinomial dari Metode Least Squares { PKT / Pendekatan Kuadrat Terendah ) dengan
penyelesaian secara metode polinomial ortogcna!_,fkarena didalam perhitungan ﬁéntinya
akan banyak berkaitan dengan Matrik Bujur sanékar berorde besar ( lebih atau sama
dengan 4 ) dan juga masalah keortogonalan matrik, maka perlu adanye beberapa
definisi dan teorema bertkut.

2.1. Matrik
Matrik dapat ditinjau dari vektor - vektor baris dan vektor - vektor kolom. Sub-
ruang dari R™ yang direntang oleh vektor -vekior baris dinamakan Ruang baris,

sedangkan Sub-ruang dari R® yang direntang oleh vektor - vektor kolom dinamakan

Ruang kolom.

Definisi 2.1.1
Mafrik berukuran mxm adalah kumpulan bilangan yang disusun secara kusus
‘berbentuk empai persegi ﬁaﬁjang dengan m 5m‘i8 seria n.kniom,

My Mg voe My,

M= (Pt et (M)

Moy W 7




Definisi 2.1.2

Jika A = [ay] mm dan B = [by] oy maka penjumlaban matrik A + B adalah susty

matrik C = [¢;] un dengan ¢ = a 4 + by,

untuki=1,2,3, ...,m dan j=1,23,.. ,n

D efinisi 2.1.3

Jika A ={a;] e dan B =[b ;] ., maka perkalian matik A.B  adalah

p
C= [C]J] N dengan €= a1 b}j‘*‘ aﬂhgj'i‘ N a;mh,q: Z aix blq'
kel

Unfuk setiap i=1,2,...,m da_n i=L2,...n
Definisi 2.1.4

Trauspose dari matrik A = [ay] . adalah perubahan dari baris menjadi kolom

serta kolom menjadi baris, dan dinotasikan dengan

AT= ]

Definisi 2.15
Suatu mairik disebut Matrik diagonal. jika ag=0.i% j atan matrik yémg semua

elenien_nya berharga nol kecuali elemen diagonalnya.
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Definisi 2.1.6

Matrik diagonal vang elemen diagonalnya 1 disebut Matrik Ydentiias dan

dinotasikan dengan I,
1 0 0 0]
6 1 0 0
Misal Iu = o 0 1 - 0
0 0 0 1]
Definisi 2.1.7.

1. Matrik A non singuler jika terdapat mairik By, yang bersifat BA = 1= AB
B merupakan invers A dan dinotasikan Al demikian pula A merupakan iavers
B dan dinotasikan B!,

2. Mairik A = [8;] un mon singuler jika mempunyai nilai determinan D # 0 gerta,

" dan disebul singuler jika mempunyai detorminan D = 6

Teorema 2,11

Matrik diagenal B.y, saling invers dengan matrik diagonal A, jika elemen

akan dibuktikan bahwa matrik Diagonal A dan matrik Diagonal B saling invers

Jika elemen diagonal masing - masing saling berkebalikan




[a, 0 0 - 0] by 0 0 - 0]
0 a, O 0 0 by O e
misalA= |0 0 ay o+ 0 {danB=|0 0 b, -- 0
0 0 o Ty | R b |

berdasarkan definisi 2.1.7. (BA=1= AB) maka

(@b, 0 0 - 0 100 - 0

0 dapby 0 e 0
AB=1{ 0 0 @by -+ 0 1=]0 0 1 - 0
0 0 0 = aub,] (00 0 - 1]

dengan demikian aghy =0, j = i dan ayby =1, j=i
agar syarat a;; by =1 terpenubi, maka a;; = 1/ by; { saling berkebalikan ), dengan

demikian terbukti bahwa elemen dingonal A = aj berkebalikan dengan elemen

diagonal B = by

Teorema 2.1.2
Matrik Any dan matrik B, merupakan metrik - matrik yang non singuler, maka
matrik A B juga non singuler dan (A8 )" =31 4!
bukti - |

(AB)(B 1A

A(BBM)AT = ATAV =40 =1

(B'A1Y(AB) =B'(AADB =p'IB=R!B=T

. e . . . . BN T
Jadi AB merupakan matrik yang non singuler, dan inversnya B4’




Lemma 2.1.3
Jika Malrik A, mempunyai invers maka akan berlaku
det (A). det (A y=1
Buokfi :
Karena A A" =T maka dot (A A ™) = deit (1)
berdasarkan teorema 2.1.2 . bahwa (A B) ! = B! 4™ maka
( ‘4- ‘&'1)‘1 = (A‘l)'! A'l
=AAT
sehingga  det(AA Y = det (4) Get(A )
det (1 = det (4) det (A )
1 =det(A) det(A N
jadi terbukti sudah det (A) det (A ") = 1
Teorema 2.1.4.

Matrik A dan B nonsinguler, muka akan berlakn (AB) T= BT AT

Bukti :
Misal matrik A, digandakan dengan matrik By maka elemen baris ke~ i dan

kolom ke~ j untuk i,j sembarang ialah
o Bubgtapbytaghy +.. +a ip"hpj :
Yang merupékml elemen baris ke~ j dan kolom ke-i dari matiik AB T.
Di lain pihak baris ke- j dari BT merupakan kolom ke-j dari B dengan elemen
53;. L .bm} .

sebagai berikut [, &,
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Dan kolom ke~ i dari AT merupakan baris ke -1 dari A dengan elemen — elemen

sebagat berikut

Jadi elemen pada baris ke- j dan kolom Ke-i dari mairik pergandaan AT B

adalah
|_aJ'!-
,a,;, .

[bu -‘52; bs_,- bp;] a,., =b1}_ﬂu+ ﬂzjﬁiz+b3_|?113+ ..... +Ilpjﬁip
L %ip ]

Faubysagbyaghy,  cuphy

akan sama dengan elemen baris ke- j dan kolom ke- i dari matrik (AB)"

sehingga terbuktilah ATB = (A B) 7

Lemma 2.1.5

Jika Matrik A, non singuler maka (A") ' = (A" )yt

bukti :

AA'=A" A=Y dankarena I" = I maka bx;:rdasarkan teorema 2.1.4

(A-l)T A’1‘=I=.AT.(A-1 ) T

denganr delﬁikiﬂn (AT dan ( VAT 7' merupakan invers dari AT sehingga

terbuldilah bahwa (4137 = (A1)T
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1.2, Alkar karakieristik

Definisi 2.2.1

Matrik A bujursangkar, 4 (skalar) yang memenuhi persamaan Av = 1v ***1),
untuk suatu vektor kolom v # o, maka dapat dikatakan 1 adalah suatu akar

karakteristik dari A, dan v yang memenuhi persamaan tersebut disebut sebagai

vektor karakteristik yang bersangkutan dengan A.

Persamaan *** 1} dapat dituliskan kembali sebagai berikut :

_[A._' 7”] [x] =f0]  dengan I matrik identitas. _ (Pers.2.2.1)

Selanjutnya untuk mendapat harga Eigen dan Vektor Eigen dari suatu matrik Ane dapat

dipergunakan langkah - langkah sebagai berikut ;

@ mula - mula diselesaikan dahulu determinan : fA —-Af I =0,

@ selanjutnya mencari akar persamaan A dari polinomial berderajat .

@ kemudian kita bentuk persamaan simultan dari [A- A I {x] = [0} dengan

memasulkan harga A yang didapatkan dari langlah kedua.

@ terakhir selesaikan persamaan linear simultan untuk mendapat vektor Eigen X.
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Contoh 2.2.1.
1 -3 3
Misalkan A=|3 -5 3 tentukan eigen value dan eigen vektor untuk matrik fersebut.
6 ~6 4 -
-1 3 3
* benfuk determinan | 3 —5-1 3 | =0 mempunyai penyelesaian
6 6 4-1

(A+2)* 4 (21 -4) =0

sehingga didapat harga Eigen: 1;= 12= -2 dan A3=4

"« Untuk mencari Vektor Eigen masukkan'hargﬁ eigen ke

-4 -3 3 O[x] To
-5-4 3 X, | =10
6 6 4-1 ||x | |o

dengan demikian harga yang munglin didapat dari 1;= A= 2

I+2 =3 3 X,
3 ~5+2 3 X | =10
6 = 4+2 | |x 0

3 33 27 o]
3 33 X,
6 ~6 6 Xy {0
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Karena rank = 1, cukup diambil saty persamaan misal 3 x;- 3 x,+ 3 x3= 0 atau
6 X, - 6 x>+ 6 x3= 0, schingga akan diperoleh Ruang Jawab { Eigen Space ) yang

terbentuk dari 2 eigen vektor yang bebas linier.
Eigen Spacenya=p[1,1,0 ] +r [1,0, -1 ]dengan p, r sembarang bilangan,

Sedangkan harga yang mungkin didapat dari 43= 4

-3 3 3 X, 0
5 -6 0 X 0
seianjuﬁlya akan dicari ranknya
-3 3 3 -3 -3 3 -3 -3 3
3 53| Ba™ g 5 o [Ba™ 3 5 3
6 6 0 6 6 0 Lo o o]

jetas rankimye 2, sekingga cukup diombif 2 prrsemann
-32:;«33£;+3x3=-1§ s=mpmmm> g+ gy - Xz = §
6x;-6x; =} m======> x;- x, =0
Ambil suatn parameter x; = p, ;= q dan x3= 2 r, sehingga akan diperoleh -
Ruang Jawab ( Eigen Space ) yang terbentuk dari vektor eigen.berdimensi satu vaitu

vektor eigen { 1, 1,2 ]
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2.3. Ortogunaﬁsasi Gram- Schwmigt

Definisi 2.3.1.
Misal X =[xy, %, ... %a} dan Y=[ y;, v, .... , yo ] dua vektor pada ruang R", maka

inner product didefinisikan sebagaimana berikut
X.Y=x1y1t x2y2F X3ys+ o + X,y
contoh 2.3.1.
untuk vektor xy = [1,1,1] ; x 5= [5,1,2] danxs={1,-2,1]
Xp.x2=12+ 11+ l.i =5
fixe = 114 1(2)+ 1120
az=21+ 1.(-2) +2.1=2

Definisi 2.3.2.

Dua-vektor-d tkatakan-Ortogonal-jika-hasil-inner productnya=0;

pada contoh diatas ditunjuldan oleh x; . x5

Definisi 2.3.3.

" Begar/ panjang vektor dinyatakan datam [X] = Jx. x = .\/xf +xy xR

~ pada contoh diatas [r,] = v2? +1°+22 =3
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Definisi 2.3.4.

1. Suatu mafrik A, dikatakan Ortogonal jika inner product antar Vektor Kolom

/ Vektor Baris memenuhi definisi 2.3.2.

2. Mafrik Ortogonal A jika A.AT= AT.A =T dengan A%= A"

Delinisi 2.3.5.
Dua matrik A dan B dikatakan similar ortogonal (.Orthogonally similiar } jika

terdapat suatu matrik ortogonal P sedemikian hingga PTA P = B.

Pengortogonalan Gram- Schmidt

Misal x;, %, %3, .... , X, merupakan vektor'pada ruang R, kemudian didefinisikan

sebagﬁj berikut
nTx
X
=¥ Y%, ¥,
Yi: %)
Vo X Y-x
B3T3~ .2 Ly, 22 1
Y2-¥3 YN
Sy ; ox o
Vo™= Xn - o Yur ” 4 g e b4
Ya-trFn Yn-2: Va2 Y-
dan vektor G;= e » (1=1,2,...n ) merupakan pengortogonal dari vektor x;

")’r " .




bentuklah matrik X3, menjadi matrik ortogonal dengan vektor baris X; =[1 1 1]
Xz=[1-2 1} dan X; =[1 2 3] dengan proses ortogonalisasi gram-schmidt

Sofusi ;

1 V=X =[111]
S nr1=01-21]

2 =X NiXy 2y, =[1-21]-0
Y,.Y, 3
3.0 Ys=Xs- YaXs o YiX, v, =[1231-2 1 .213-8 (114) =[107]
Y,.Y, Y, Y, 6 3 _
vektor Gy= %= __[111] %[L 4]
RO I T I NERVERN )
velktor G= _Ya _ = [1-21] =[...1.._ -z ..l_]
[REY S+ =202 +12 V6 VB 6
‘fa - 1-1901] =] = 1U 1]
|z &

vektor Gz =
1.0 JCii+o0® +12
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Contoh : 2.,3.2°
bentuklah matrik X33 menjadi matrik ortogonal dengan vektor baris x; =11 1] ;

%2 ={1-2 1] danx;=[1 2 3] dengan melalui proses ortogonalisasi gram-schmidt.

Solusi :

1 yi=x=[111]

J1-%2

1- N1

2, yo=

21]- % [111}=[1-21]

3 ysmw- 2 J‘:*);2-.*"’1""‘33;,=[1_23]--g-.[1 -21]-% [111]

Ya-¥a Fi- Vs
=[101]
{111] _[ 11 1]
vektorGl = T e e
"J’x | JEiP+82 (V3 B 5

- [1-21] 1 =2 J_J
Il.,z! P22 12 L5 5 V6

i

vektor G =

- - [-101] _[-1- 1 ]
kt 20 o=
* orG_3 "J’sl A 107 4P V2 2




1

NZ]

. 1

sehingga matrik G3g = | —=
22 x3 J6

-1

V2

. i
gram-schmidt dari matrik X35 = | 1
1

o St
Sl =& &=

3
[w—y
.|

-2 1
2 3

merupakan hasil ortogonalisasi
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2.4. Diagonalisasi Matrilk Bujursangkar

Definisi 2.4.1
Matrik A disebut matrik simetri jika

[aii] o = [a}'i] LYY atau A o & Amen

Definisi 2.4.1
Matrik Ay(rom) adalah definit positif (A>0) bilaXTA X >0,V x » 6, dan disebut
Semi Definit Positif (A 2 0) bilaX"AX 20, Vx & Ix|XTA X = 0, juga disebut
definit negatif (A <0) jikaXTAX <0, V x,

contoh 2.4.1:

_ 30 X,
1. pandang matrik A = 0 5 dan X = X,

. X
F=3x"+5x"= [Xi X,

| I
iy
o U
<
p—

5
+J

J adalah matrik definit positif

sebab nilai X" A X tak pernah negatif untuk sembarang x # 0.

4 -2 0 x'l -
2. pandangmatrik A= -2 1 0{danX= X,
' 6 0 3 X,
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4 -2 04 |x
F=X"AX =[x 1 %]f-2 1 0fx
0 0 3f|[x

= 4X12+X22—4 K1X2‘i‘3x2
= (@2x1-x2)? +3 %2
merupakan semidefinit positif (A 2 0), karena bentuk XTAX > 0, Vx dan

3 x sedemikian hingga X" A X =0 misal (x2=2 x;, x3=0)

. -1 0 X,
‘3. pandang mairik A = dan X =
1 -1 X5

: | 10
F=Xx"aX =[x, x,] 5
_ AL e X
= -x;z—xzz+x1x:

merupakan definit negatif (A <0}, karena bentuk XTA X <0, Vx # 0.

Definisi 2.4.3.
Matrik A bisa didiagonalisasi secara ertogonal jika ada sualu matrik ortogonal P
~ sedemikian hingga PTA P = PY A P = D, dengan D mernpakan matrik diagonal.

. Matrik P dinyatakan mendiagonalisasi A secara ortogonal.
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Teorema 2.4.2

Matrik A simetris jika A dapat didiagonalisasi secara ortogoﬁa.l.

Bukti :

Andaikan matrik A dapat didiagonalisasi secara ortogonal, maka terdapat suafu
matrik P yang ortogonal sedemikian hingga

PPAP=D=P AP

jadi A=PD P!, dan karena matrik P ortogonal maka P =p ‘
akibatnya AT=(PDP M7
' AT =P]§P_T
, =_A

ferbukti A Simetri sebab‘AT = A
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2;#1 Langkah - Langkah mendiagonalisasi matrik
Adapun langkah atau prosedur yang umum dipakai didalam pendiagonalisasian
matrik sebagai berikut :
1. Cari rilai eigen dari mafrik A
2. Cari n Vektor eigen yang bebas linier dari matrik A, misal Py, P, Ps,.....Pn
3. Bentuk maftrik P yang mempunyai P;, P2, Ps,.....Pn sebagai vektor kolom

4, Bentuk Matrik P vang baru dengan menggenakan proses ortogonalisasi gram-
schmidt pada matrik P yang terbentuk pada langkah ke 3.

5. Mairlk PTAP akan ciidiagbnalisasi dengan A n sebaéai elemen - elemen
diagonal utama yang berurutan, dengan A4; adalah ﬁilai eigen yang bérsesuaiaﬁ

dengan vektor P;, mtuk 1=1,23,...n

NB : Langkah ke 4. hanya diperlukan jika dikehendaki suatu matrik P yang

Ortogonal, Dan Mendiagonalisasi matrik A secara Ortogonal.

Contoh 242 _
1 -3 3
Carilah matrik P yang mendiagonalisasi matrik A ={3 -5 3| serta matrik
_ s s al o

diagonal yang terbenfuk !
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1. Nilai eigen dicari dengan determinan -IA—.UI = 0, dan didapatkan A;; = -2
dan 7|.3= 4

2. mencari n eigen vekior
X
¢ Untuk ) =-2, ambil X=| x, | # [§] yang memenuhi pers, {AX-A)x=19
X3

3 -3 37[x7 o
3 -3 3 ||x,|=]0 didapat RigenSpace P 1[ 1,1, 0 ]

6 —6 6 ||x;] [0

danjugaPz[1,0, -1}

X .
s Untuk 23 =4, ambil X =| x, | [0] yang memenuhi pers. ( A 1- Ayx=9{

X,

-—_

[=3=337z7To
3 -9 3 }lx, |=]0] didapat EigenSpace P s[1,1, 0]
6 ~6 0 [lx; | |o -

Sehingga secara keseluruhannya terdapat 3 vektor eigen yang bebas linier

1
Pi={1{,F=]| 0 dan didapatkan Ps = | 1
0 -1 P




3. Bentuk matrik P={ Py, P>, P}

1 1 1
p=|1 0 1 yang mendiagonalisasi matrik A
¢ -1 2

4. Matrik Diagonalnys P A P

05 15 -0511 -3 371 1 1
D=P'AP=|1 -1 o0 {|3 =5 3{{1 0 1

|05 05 05 ||6 —6 4]{0 -1 2

(1 -3 1'1_1_1]

=|-2 2 @¢jj1 o0 1

2 -2 2}j0 -1 2J

-2 0 o0

={0 -2 9

0 0 4]
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Dari hasil contoh yang ada elemen diagonal Day ternyata merupakan harga dari
eigen matrik Azy.






