BAB I

- MODEL LAIRD-WARE DENGAN ERROR AR(1)

Pada bab Il ini akan dibahas mengenai model Laird-Ware dengan error AR(1)
yaitu suatu model untuk data longitudinal yang saling berkorelasi AR(1). Jadi pada
bagian ini akan dijelaskan hal-hal yang berhubungan dengan model Laird-Ware
dengan error AR(1) yaitu penjelasan tentang proses AR(1), data longitudinal, model

Latrd-Ware dan model Laird-Ware dengan error AR(1).

2.1. Proses AR(1)

Pokok pembahasan dalam tugas akhir ini adalah penaksiran parameter dari
model Laird-Ware dengan error AR(1). Untuk itu terlebik dahulu akan dijelaskan
tentang proses AR(1) secara wnum.

Proses AR(1) dapat dipandang sebagai sebuah proses dengan model

Li=¢Zuta (2.1}
detigan suku sesatan a, berdistribusi normal dengan rata-rata nol dan kovarian o,? dan
model ini dianggap stasioner. Proses AR{1) merupakan sebuah proses dimana nilai
sekarang suatu proses dinyatakan sebagai nilai vyang lalu ditambah sa{tu sesatan
random sekarang. Jadi dapat dipandang Z, dibuat dalam model regrest pada satu nilai

Z yang lalu (Z,.1).



4

Karena g, independen dengan 7, , maka variansinya adalah:
var(Z)y=¢° var(Z.) + var(a)
dengan var(Z)= var(Z,,) =y, danvar(a,)=o,’ , maka didapat
fo=¢" o+’
(1- ) p=o.’

2

o, 2.2
L (22)
dan supaya ¥, berhingga dan tidak negatif, haruslah

Yo =

<<l (2.3)
Ketidaksamaan (2.3) inilah yang merupakan syarat supaya runtun waktunya stasioner.
Jadi solusi dart Z,= ¢ 7,y + & akan stasioner jika dan hanyz jika [cb | <1. Syarat

|¢; |< 1 ini adalah syarat stasioneritas. Umumnya ¢ adalah dalam range/jangkauan

0 < ¢ <1, tetapi nilai negatif dari ¢ adalah juga mungkin terjadi ketika pengamatan-
pengamatan yang berdampingan adalah berkorelasi negatif Sebuah proses stasioner
mempunyai suatu varian yang konstan atas waktu. Persamaan (2.2) merupakan
persamaan hubungan antara varian proses Z; dan varian sesatan a,.

Fungsi kovarian dari smatu runtun waktu stasioner hanya tergantung pada

selisih waktu antara dua pengamatan. Fungsi kovarian didefinisikan sebagai:

1o =E(Z; Z1)



dimana h adalah selisih waktu antara dua pengamatan yang disebut “lag” wakiu,
Fungsi kovarian adalah simétrik, yaiti ¥4 = Y. Fungsi kovarian pada lag no!l tSéliSﬂ‘l
waktu antara dua pengamatan adalah nol) merupakan varian proses, jadi :

E(Z’)=1

Fungsi korelasi dari suatu runtun waktu stasioner adalah fungsi kovarian
dibagi dengan varian proses. Dengan mengalikan kedua sisi persamaan (2.1} dengan
Zy, (h=1,2,...)dan mengambil nilai ekspektasinya diperoleh:

E(Z Zio)= ¢ E(Zi1 Zin) + E(a, Zy)
Karena runtun waktu diasumsikan stasioner dan karena a independen dengan Z,4,
maka didapat

=@t + 0

= Yo untukh=1, 2, ...
Untuk h=1, didapat v, = ¢ v,
Untuk h=2 didapaty2= ¢ 11 = %y
Untuk h=3 didapaty3=$ y2 = ¢ 1o
Sehingga secara umum y,= ¢ ¥,
Maka jika fungsi korelasi dari suatu runtun waktu stasioner adalah fungsi kovarian

dibagi dengan varian proses, maka didapat

SYa g ountukh=0,1,2, ... (2.4)

dimana



Pn : korelasi antara pengamatan lag h
¥, : kovarian antara pengmhatan Ia.tg h
Yo : kovarian antara pengamatan lag 0 = varian proses

Sekarang akan dibahas penaksirm parameter ¢ dari model AR(1)

Z=¢9Z +a

berdasarkan pada runtun waktu sampel teramati Z,,Z,, ..., Z,. Untuk model ini, dari
persamasn (2.4) dipunyai hubungan

p1=¢.
Dalam penaksiran parameter, p; disamakan dengan ry, autokorelasi sampel lag 1.

Maka dapat ditaksir ¢ dengan:

o =r (2.5)
dimana
C
i
12 — _
;:Z-j (z’t - Z) (Zt-i - Z) {2.6)'

n= 13
-3 (@ -Z)
1 3|

dengan

C = % Zn (Zo- Z )(Zi4-Z ) , adalah kovarian sampel lag 1
t=1

Co= % 3 (%- Z ), adalah varian sampel
t=1



=1 s Z, adaleh rata-rata 7,
. ,

2.2. Data Longitudinal

Pada bagian ini akan dibahas mengenai pengertian data longitudinal, serta
asumsi-asumsi pada data longitudinal yang sangat berpengaruh dalam bentuk
pemodelannya yaitu pada bentuk model Laird-Ware vang akan digunakan.

Data longitudinal adalah suatu data pengamatan yang dilakuka.n dalam
bentangan waktu pendek yang telah ditentukan. Data longitudinal diperoleh dari
pengamatan-pengamatan dengan kriteria-kriteria sebagai berikut : perlakuan
dinyatakan sebagai grup, tiap grup diamati subyek-subyek yang dikenai perlakuan
dan pengaruh grup terhadap subyek (respon dari tiap subyek dalam grup) diamati
secara berkelanjutan (berulang-ulang} dalam bentang waktu pendek vyang telah
ditentukan. Subyek-subyek tersebut diasumsikan merupakan sampel rapdom dari
suatu populasi.

Data longitudinal dapat dinyatakan dengan Yix , dimana indek i menjfaiakan
grup ke-i, indek j menyatakan subyek ke-j dalam grup, dan indek k menyatakan
urutan pengamatan ke-k Nilai-nilai indek i, j dan k adalah:

i=1,2,...,a dengana: jumlah grup

J=1,2,...,b denganb : jumlah subyek

k=1,2,..,n dengann: jumlah pengamatan



Diasumsikan grup-grup saling bebas satu sama lain, subyek-subyek didalam grup
Juga saling bebas, dan data Yy, diamati secara terurnt sesuai urutan pengamatan.
Data-data Yix ada yang saling bebas namun ada juga yang saling berkorelasi. Jika
data-data Yy saling berkorelasi, maka data-data Yy merupakan suatu runtun waktu
pendek. Karena subyek-subyek di dalam grup saling bebas, maka data-data
pengamatan antar subyek-subyek tersebut juga saling bebas. Jadi kemungkinan
adanya data-data yang saling berkorelasi hanya pada data-data pengamatan dari satu
subyek saja.

Karena pada data longitudinal tiap subyek diamati lebih dari sekali secara
terurut sesuai waktu pengamatan, maka mungkin bahwa data hasil pengamatan
berulang tersebut (Vi) saling berkorelasi runtun artinya data pengamatan pada suatu
waktu dipengaruhi oleh data pengamatan waktu sebelumnya, misalnya seperti yang
akan dibahas dalam Tugas Akhir ini, yaitu data-data pengamatan Y;,-k. saling
berkorelasi runtun AR(1). Tiap runtun waktu terdiri dari pengamatan-pengamatan
yang diambil dari sebuah subyek Jadi dalam analisis data longitudinal y.ang saling
berkorelasi struktur datanya adalah sejumlah runtun waktu pendek dari pengamatan
berulang sejumlah subyek. Namun data pengamatan dari subyek-subyek yang
berbeda (data antar subyek) diasumsikan independen (saling bebas), karena subyek-
subyek tersebut saling bebas. Jadi tidak ada korelasi antara data-data pengamatan
dari subyek-subyek yang berbeda. Misalnya data-data pengamalan Yy, dan data-data
pengamatan Ypy akan saling bebas karena dalam grup i tersébut, subyek 1 dan subyek

2 saling bebas.



Disini akan diberikan contoh data- longimdinal dari pengamatan 2 grup yaitu

- grup A dan grup B dengan masing-masing grup akan diamati 3 subyek. Untuk grup
A terdiri dari 3 subyek yaitu subyek 1A, subyek 2A dan subyek 3A. Sedangkan
untuk grup B terdiri dari pengamatan untuk subyck 1B, subyek 2B dan subyek 3B.
Tiap-tiap subyek dalam grup-grup tersebut diamati 4 kali pengamatan, Contoh data

longitudinal ini dapat digambarkan dalam tabel 2.1 berikut:

Tabel 2.1. Gambaran Data Longitudinal

Urutan Pengamatan

1 2 3 4

Subyck 1A Y111 Ylp Yug Y114
Grup A | Subyek 2A | Yio1 | Vi | Yizz | Yima

Subyek 3A | Yi3r | Yisz | Yiss | Y13

Subyek 1B | Y1 | Yoz | Y3 | Youu
Grup B Subyck ZB Yzz] Ygzz ‘17223 Y224

Subyek 3B ng 1 'Yz3z Yz33 ,YZ:M'

2.3, Model Laird-Ware

Suatu model linier mixed (campuran) yang umum untuk data longitudinal

telah dikerukakan oleh Laird dan Ware, yang kemudian model tersebut disebut
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mode] Laird-Ware. Model Laird-Ware untuk model pengamatan pada subyek ke-j

berbentuk:

Yi=X;B+Zjv;+e; (2.7)

dimana:

Y; : vektor kolom n; x 1 dari variabel respon (pengamatan) pada subyek ke—j, dimana

th

i

n; adalah jumlsh pengamatan pada subyek ke-j.

mairik n; x b sebagai koefisien parameter B.

: vektor b x 1 sebagai efek tetap, dimana b adalsh jumlah efek tetap.

j - matrik n; x g sebagai koefisien parameter efek random ¥;

vektor g x 1 sebagai efek random, dimana g adalah jumlah efek random. y;
diasumsikan berdistribusi normal independen atas subyek-subyek dengan rata-

rata nol dan matrik kovarian ¢’B, dimana B adalah matrik kovarian antar subyek.

: vektor kolom n; x 1 dari error pengamatan dalam subyek ke-j. s; diasumsikan

berdistribusi normal dengan rata-rata no! dan matrik kovarian o°W;, dimana W;
adalah matrik kovarian dari 5;. Error-error pengamatan dalam subyek ke-j (85)
ini ada yang saling bebas, namun juga bisa terjadi s,-‘ ini saling berkorelasi
runfun.  Korelasi rntun dari ¥; pada pemodelan akan menjadi bagian dari
struktur error modelnya. Jadi jika data-data pengamatan pada subyek ke-j (¥;)
saling bebas, maka error modél pengamatan dalam subyek ke-j (g; ): juga saling
bebas. Jika g; ini saling bebas maka W; = I, suatu matrik identitas. Tapi jika

data-data pengamatan pada subyek ke-j (¥; )} saling berkorelasi, maka error
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model pengamatan dalam subyek ke-j (g;) juga akan saling berkorelasi. Jadi jika
¥; saling berkorelasi AR(1), maka &; juga saling berkorelasi AR(1). Sehingga ¢

pada proses AR(1) untuk &; sama dengan ¢; untuk proses AR(1) untuk Y;.

2.4. Model Laird-Ware dengan Error AR(1)

Karena pada data longitudinal tiap subyek diamati lebih dari sekali, maka
mungkin bahwa data hasil pengamatan berulang tersebut berkorelasi runtun. Tiap
runtun waktu terdiri dari pengamatan-pengamatan yang diambil pada sebuah subyek.
Korelasi runtun ini dalam pemodelan nantt adalah bagian dari struktur error. Pada
bagian ini akan dibahas model Laird-Ware dengan s; saling berkorelasi runtun AR(1),
yaitu &; merupakan suatu proses Autoregresi orde pertama atau AR(1), karena data
pengamatannya saling berkorelasi runtun AR{1}.

Pada model Laird-Ware dengan error-error pengamatan dalam subyek ke-j (s;)
merupakan proses AR(1), ditetapkan tidak ada kovariansi antar subyek sehingga
B = 0. Hal im dikarenakan adanya korelasi runtun AR(1) pada &; hanya terjadi pada
pengamatan-pengamatan dari sebush subyek saja, yaitu korelasi runtun AR(1) pada g;
hanya terjadi pada pengamatan-pengamatan dari subyek ke-j saja. Jadi dalam hal ini
tidak melibatka.n pembahasan dalam analisa data dengan pengamatan-pengamatan
dari banyak subyek. Seﬁingga karena yang dibahas adalah pengamatan-pengamatan

dari satu subyek saja, maka disini tidak ada matrik kovariansi antar subyek séhingga.
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B

0. Penetapan B = § ini menyebabkan hilangnya bagian Z; y; dar model {2.7).
Sehingga model Laird-Ware untuk model pengamatan pada subyek ke-j, dengaﬁ
error-error pengamatan dalam subyek ke-j (g; ) berkorelasi runtun AR(i) menjadi
berbentuk

Y;=1p;+e; (2.8)
dengan e; diasumsikan berdistribusi normal dengan rata-rata nol dan mairik kovarian
cz‘W,-. Pada model (2.8) tersebut B; adalah rata-rata pengamatan dari populasi subyek
ke-j.

W; adalah matrik kovarian error dalam subyek ke-j (g;) yang berupa suatu
matrik korelasi. Misalkan untuk sebuah subyek dengan 4 kali pengamatan dimana ¢;
berstruktur AR(1), maka W; akan berbentuk:

P11 P12 P13 P14
W;=|P21 P22 P23 P24 | (2.9)
P31 P32 P33 Pa4
P41 P42 P43 P44
dimana elemen-elemen dalam matrik W; pada persamaan (2.9) adalah p,, yaitu

korelasi antara pengamatan ke-a dan pengamatan Ke-b. p.p= py, ,dimana h={a—-b],

schingga matrik W; pada (2.9) menjadi:

PO Pt P2 P3

Wi=|p1 pP0 P1 P2 (2.10)
P2 P1 P P1
P3 P2 P1 PO
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Elemen-elemen dalam matrik W; pada persamaan (2.10) diatas adalah p, yaitu
korelasi antara pengamatan-pengamatan yang berselisih waldu antar pengamatan h

atau korelasi antara pengamatan lag h. Dengan menggunakan rumus pada persamaan

(2.4) maka matrik W; pada persamaan (2.10) menjadi:

Lok 48

Wi=lo 1 4 @ (2.11)
P TR U
A S

dimana ¢; dalam matrik W; pada persamazn (2.11) diatas adalah koefisien

autoregresi dari proses AR(1), dan ¢; dalam interval -1 <¢;<1.





