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BIAYA MINIMALPADA JARINGAN TRANSPORTASE

- Untuk memudahkan dalam menentukan lintasan terpendek pada suatu
jaringan transportasi, maka bentuk Alintasanjal.an raya j;ang digunakan, secﬁra grafis
dapat dinyatakan dalam bentuk graph berarah. Berikut ini akan dijelaskan
pembentukan mafrik tetangga dart graph berarah, pembentukan matrik biaya dan
tutupan menghantar (fransitif closur) vang digunakan untuk mendapatkan matrik

lintasan.

3.1 Matr!k Teténgga

Matrik tetangga adalah matrik yang elemennya menunjukkan ada tidaknya
suatu_hubungan antara verteks v; dengan verteks v; melalui suatu rusuk (garis) _
berarah pada suatu graph berarah. Hal ini sesuai dengan pengertian tetangga dari
graph berarah, yaitu tetangga suatu verteks, misalnya v; , dan ada verteks lain,
nisalnya v, yang dihubungkan dengan rusuk yang berarah, yang arahnya dari
verteks v; ke verteks v. Dalam gambar 3.1., verteks 2 dikatakan bertetangga
dengan verteks 3. tetapi idak untuk sebaliknya.
-~ - Untuk membentuk matrik tetangga, langkah pertama yang harus dilakukan -
adalah memberi nama untuk setiap verteks yang ada, misalnya dari nomor 1 sampai
dengan n, dengan n adalah banyaknya verteks yang ada. Setfelah langkah fersebut

dilakukan maka matrik tetangga dapat didefinisikan sebagai matrik berukuran n x n

vang mlai elemen dapat didefinisikan sebagai berikut
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1 jika v; bertetangga dengan v;

a

0 jika v, tidak bertetangga dengan v (3.1)

Dengan melihat definisi di atas dépat de nilai elemen dari matrik tetangga
adalah 1 atau 0, yang sering disebut matrik bit atan matrik Boolean.

Matrik tetangga dari sembarang graph berarsh G=(V,E) tergantung pada cara
memasangkan verteks dan arah atiran antara gaty verteks dengan verteks lainnya. Setiap
pasangan yang berbeda, atan setiap arah aliran yang berbeda, akan menghasilkan matrik
tetangga yang berbeda. Meskipun demikian, dapat &IM bahwa- matrik-mafrik yang
dihs;silkan dari cara penguruian yang berbeda dapat diperoleh dari matrik yang lain
dengan cara menukar baris atay ko!ém.

~ Dengan mengambil contoh greph berarsh pada gember 3.1., make matrik
tetangga untuk graph berarah tersebut adalah:

) 1234567
5 1000000 0]
21011000

3/0001 001

6 410000100
5/0000010

600106001

700010000

Gambar 3.1. graph berarah dan matrik tetangganya
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Déﬁ matrik tetanéga dlatas dapat diiihat bahwa banyzknya elemen yang
bernitai = 0 pada matrik A adalsh sama dengan banyaknya rusuk pada graph berargh
pada gambar 3.1. |
Dapat ditentukan suatu cara untuk menenm!can Jjumlah dari semua kemungkinan
panjang lintasan atan hubungan 1 - langlkah (r = 1,2, ...) dari verteks v; ke verteks v
pada sembarang graph berarsh , (termasik kasus dimana v dan v, adaleh verteks yang
sama). Jumlaht dari bubungan 1- langkah dari v ke v, secara sederhana adalah g;
Berarti terdapat kemungkinan salah satu no! atan saty hubungan ! - langkah dari v, ke
¥y» tergantung nilai dari a; yaitu bernilai nol atan safy.
~ Ustuk mendapa_ti_(an. bubungan 2 - 'langkah, @m. ditentukan dengan -matrik
tetangga bujursanglar A% dimanaA adalah mairik fetangga dari graph G = (V,E). Jika
2;° adalah elemen ke-(i,j) dari A’ maka didapat

W cmaytmmt.tess (32)

Jika 8y =a; =1, maka terdapat hubungan 2- ~langkah v; — v;— v; dari verteks v
ke v, tetapi jika salah saty g, atay a;; adalah nol maka hubungan 2-langkah t:dak ada.
Pada lintasan v, - v, v,terdapathubmgan 2-langkah _uka dan hanya jika 9,1 % = 1
Dengan caravang sama, untukk— 1 2 > B, ¥ = ¥ — v; terdapat hubungan 2 ~
langkah dari v; ke v; jika dan hanya jika suku agay; dari persamaan (3.2) bernilai 1,
dan nilai - nilai sulm lainnya adalah 0. Dan hal ini, sisi kanan dari persamaan (3.2)
adalah jumiah total dari dua hubungan 2-langkah dari v, ke v . Dengan cara yang
sama dapat  ditentukan jumlsh dari 34,...,n langksh dari v ke . Sehingga

secara umum didapatkan hasil sebagai berikut:




N
w

Teorema 3.1.
Misalkan A adalah matrik tetangga dari graph berarah, dan a;® adalah

elemen ke-(i,j) dari A’, makaa;® menunjukkan jumlah lintasan dari v; ke v;

Sebagai contoh, jika matrik A (mafrik dari gambar 3.1) dikuadratkan (pangkat
2y maka elemen ke-{1,}) yang mempl.myai nilai 1 dad matrik A%, menunjukkan
bahwa banyaknya lintasan dari verteks v; ke verteks vI sebanyak 2 lintasan. Dengan
cara yang sa.mﬁ, jika malrik A dipangkatkan tiga, makd elemen ke-(i,j) vang
mempunyai nilai 1 deri matrik A’, menunjukkan baﬁwa banyaknya lintasan dan

verteks v ke verteks vy sebanyak 3 lintasan, dan seterusnya. Dengan mengguenakan

~contoh matrik tetangga A diatas, pangkat 2, pangkat 3 dan pangkat 4 dari matrik A

tersebut adaiah:
1234567 1234567
1 [006000 0 0] 1 {0000000]
2 {0001101 2100190110/
310010106 0| 310001011
A= 4100060010 A*=4 10010001
510010001 510011001
6 {0011001 6 |0011101
700001080 1] 7 Loo 1o 0_

1 0

Elemen ke-(3,4) dari matrik A’ yang merupakan pangkat 3 dari matrik
tetangga A (gambar 3.1} bernilai 1, yang menunjukkan verteks 4 dapat dijangkau
dari verteks 3 dengan 3 lintasan, yaitu v:— v; = v3— v4. Pada matrik A, elemen

ke-(3,3) nya bernilai 2, artinya vertek 3 dapat dijangkau dari verteks 3 dengan 2
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cara, yang mempunyal panjang liniasan 4 lintasan (rusuk), cara tersebut sebagal

berilut: vy ‘r'.q 3 Ve—d Vg -y dan v ¥y = Y3d V7Y Analog untuk verteks lain.

1234567
1 {0000000
2 loo0o 11011
3/00201¢01
A= 4 {001 1001
s 160011101
6 10011111
7 lo0001 01 1)

Dengan melibat pada contoh diatas, maka terdapat 13 lintasan dengan panjang

2, terdapat 17 lintasan dengan panjang 3, dan ferdapat 23 .lintasan'dengan panjang 4.

3.2. Pembentukan iMatrik Blaya

Penya_nan graph senng}cah tidak cukup hanya denga:n menggunakan mairikl
tetangga dan matrik lintasan. Pada persoalan untuk mendapatkan biaya yang minimal -
pada jaringan transportasi sering harus dihitung berapa besar biaya yang harus
dikeium:kan untuk berjalan dari =atu kota ke kota lainnya.

Untuk menghitung biaya minimal, maka graph perlu dinyatakan dengan matrik
‘bobot (wezgha‘ matr:x) yang nilai elemennya menunjukkan biaya yang harus
ditanggung atau dikeluarkan untuk berpmdah dari sat kota ke kota lainnya.

Matrik biaya pada das'lmya hamplr sama dengan matrik tetangga, yaitu sebuah
matrik yang mempunyai ukuran r x 72 (dengan » adatah banyaknya verteks) dan
didefinisikan sebagai berikut:

J biaya  jika ada lintasan anfara yv; dengan v;

wij:\

L 0 jika tidak ada lintasan antaray; dengan v (3.3)
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dengan biaya adalah suatu besaran yang menunjukkan biaya yang harus dikeluarkan
(besarnya biaya yang harus ditanggung) jika harus melintasi dari kota v; ke kota ;.

Gambar 3.2. berilatt ini menyajikan contoh sebuah graph dan matrik biayanya.

&5 b | & b c d e f
’ al0 5 10 4 6 0]

f ‘Bl0 7 06 0 0 o

6 W==¢|0 3 0 5 ¢ 5
4]0 0 6 0 0 0©

el0 0 0 3 0 o

£lo 0 0 0 0 o_

Gambar 3.2 Contoh graph berarah dan matrik biayanya

- 3.3 Tutupan Menghantar {Transitif Closur}y |

‘Seringkali suatu verteks tidak dihubungkan secara langsung dengen verteks
lainnya, schingga untuk dapat menentukan lintasan terpendek yang melewati verteks-
verteks tersebut tidak dapat dilakukan dengan efesien. Dengan adanya sifat transitif
closur pada relasi biner, permasalahan untuk mendapatkan suatu lintasan baru pada

graph berarah G=(V,E) tersebut dapat ditentukan dengan lebih efesien.

Suatu permasalahan dalam graph berarsh wntuk mendapatkan suatn lintasen
terpendek diantara beberapa verteks adalah menentukan keberadaaan lintasan vang

sesuai dari verteks v; ke verteks v; untuk setiap pasangan verteks (ij) € G
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Sifat transitif closur pada lintasan dapat dikembangken dari matrik tetangga,

yaitu dengan menentukan matrik bubungan A” = (a;") yang didefinisikan dengan:
1 jika ada lintasan dalam G=(V,E) dari verteks i ke verteksj

0 jikatidak ada lintasan | | (3.4)

Dari definisi diatas dapat dilihat bahwa matrik A" juga merupakan matrik
tetangga untuk graph G * = (V.E)) d_engém E merupakan transitif closur dari relasi
biner E. Halini dimaksudkan membentuk graph berarah G" baru yang berukuran »-
verteks, dengan cara menambahkan rusui&(i,j) yang berarah dari verteks v; ke verteks
v; ke dalam graph G asal, jika dan hanya jika ada lintesan (dengan panjang 2,3 ... n-1)

dari dari verteks v; ke verteks v;e G. Dengan kata lain transitif closur adalah

AGY=R@G @3S

‘dongan  A(G") adalsh matrik tetangga dari graph G dan R(G) adalsh matrik

keterjangkanan dari G, yaitu mafrik yang elemen ke-(i,j)nya menunjukkan verteks v;

dapat dijangkau dari verteks v;
> 1fo1 0 0 o
2/0 01 00
2 3 3100010
410100 0
— si1 001 0
5 4

(a) Graph G (c) Matrik tetsngga A dari graph G

.
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1 2 3 45
10111 0]
21011190
310 11 1 ¢
41011 10
St 111 0]

(b) Graph transitif closur G (d) Matrik transitif closur G

Gambar 33 Mcnuﬁjukkan (8)graph berarah G dan (b) transitif closur G
(c) Matrik tetangga dari graph G dan (d ) matrik transitif Closur dar G~

Matrik  transitif - closur A" dapat ditentukan dari matrik tetangga A dengan
mendefinisikan secara berurutan matrik A’ = (a; @), A' = (; ),...,A" = (8;®) sebagai
berikut:

b T -
a0 =t (s A (39
Dinyatakan bahwa A" = A®, akan dibuktikan dengan cara induksi

a; U =1 jika dan hanya jika ada lintasan dariv; € V ke v; ¢V dengan verteks-

verteks lanjutan pada lintasan dipilih hanya dari {1,2,...,/} V. Untuk / =0 hal ini

jelas. Jika benar untuk /-1 maka 87 =1 (terdapat suatu lintasan dari v; ke v; hanya
melewati verteks (1,2,...,/-1), sehingga benar juga untuk untuk /.

Persamaan (3.6) diatas dapat digunakan untuk mentransformasikan matrik A
menjadi matrik A", Selain cara diatas, persamaan (3.6) diatas dapat ditinjan dengan

cara lainnya.
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Perhatikan batiwa A dapat ditranformasikan menjadi A9, dengan cara sebagai

berikut: jika a;" "> = 0 maka didapat 8,2 = 2, ¢®; dan jika 2, =1 akan diperoleh

aijm =ag(”) Va;j(!-l)_
Misalkan s« menyatekan baris ke — i dari matrik A sehingga diperoleh
g 4D jika a'P=9 |
e ® =
fatPy gD ke af0=1 (37)

Untuk i # 1, maka nilai dari a;« ¢¥ dimasukken ke dalam perhitingan hanya untuk g%
dan selanjuinya nilainya dapat diganti tanpa mempengaruhi perhitungan dari g+ untuk
kzi. Selanjutnyz a,:/? digunakan untuk menghitung baris yang lainnya tetapi dengan

adanya persamaan (3.6) diatas dapat diperoleh juga 2@ =a,.¢?.

3.3.1. Pembentukan Matrik Llnta;san” | . o
Seperti halnya dengen matrik tetangga, mska matrik lintasan P (path matrix)
adalah matrik beruknren # x » yang nilai elemennya dapat ditentukan berdasarkan
persamaﬁn (3.4).

. Dengan memperhatikan bahwa antara verteks v; ke verteks v ada kemungkinan
terdapat lebih dari satu lintasan dengan panjang yang berbeda-beda, maka matrik
lintasan dapat ditentukan dengan cara sebagai berikut. Dimisatkan bahwa terdapst
liniasen antara verteks v; ke verteks v, Hal ini berarti bahwa terdapat lintasan
sederhana dari verteks v; ke verteks v; jika verteks v tidak sama dengan verteks v;,
Karena graph hanya mempunyai # verteks, lintasan sederhana tersebut pasti mempunyai

panjang # - 1 atan kurang, atau ada lingkar yang panjangnya » atau karang.
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Dari subbab  3.1. tentang mairik tetangga, dapat diketahui bagaimana
menentukan panjang lintasan 1,23, dan seternsnya. Matrik-matrik yang diperoieh

dengan menggunakan teorema 3.1, selanjutnya dapat digunakan untuk mendapatkan

- - mafrik lintasan untuk-semua pasanagan verteks, tanpa kendala terhadap panjang tintasan, - -

yaitu dengan menggunakan persamaan (3.8).

M, = Av AfvAlvat v A __ (3.8)

Dengan memperhatikan penjelasan diatas dapat dilihat hubungan antara malrik
tetangga. A dengan matrik lintasan P, yaitu bahwa jika A adalah matrik tetangga dan P
adalah matrik lintasan dari sembarang graph, maka p; = 1 jika dan hanya jika elemen

by tidak sama dengan nol, dimana b; adalah elemen dari matrik

By, =A+A+ AT+ A + .+ A" {3.82)

- Dengan menggunakan mairik dari gambar 3.1 maka mafrik B, dapat diperoieh

 dari persamaan (3.8a)dengan r =4, sehingga Bs= A + A% + A> + A* Matrik lintasan P

dapat diperoleh dengan cara mengganti selurub elemen dari matrik B, yang tidek sama

dengan nol dengan nilai 1. Matrik By dan matrik lintasan P dapat sajiken seperti

terlihat berikut ini.
ifoooooo00 "~ 1fo 0905 00 0]
21033222 R 3 B S b S A N S |
3/]003 2213 310011111

Be = 40021112 P=40011111
510032113 510011111
610043214 6|0 0611111
710022112 70001111 1]






