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MATERI PENUNJANG

Dalam melakukan pencarian taksiran paraméter_terbaik model
linier mixed dengan metode maksimum likelihood untuk pemodelan data
longitudinal, ada beberapa teori-teori dasar yang harus diperhatikan.
Teori-teori ini akan digunakan sebagai materi penunjang untuk mencari

taksiran terbaik model linier mixed dengan metode maksimum likelihood.

2.1 Estimator
Definisi 2.1 :
Jika X sepgah variabel acak dengan distribusi fungsi f()g) mempunyai
parameter 6 yang tidak diketahui, dan 'jika X1, Xz, ..., X» S€buaty sampel
acak yang besarnya n dari x, maka statistik 6= h(x1, %z, ..., Xn) yang
berhubungan dengan 6 disebut estimator 0.
Misalnya sebuah variabel acak X yang berdistribusi normal

2 diketahui. Rata-rata sampei X adalah

"~ dengan rata-rata L dan varian ¢
suatu estimator tunggal rata-rata populasi p yangr Vtida'k' diketéhﬁi. Maka

o= X.




Sifat-sifat estimator yang baik :

1.

E(i;) = gli=l

Suatu estimator & disebut sebagai estimator takbias bagi parameter
0, jika:

E6)=0

E [h(x4, X2, ..., Xa)] = 0

Misalkan Xxi, Xz, ..., X suatu variabel acak dengan rata-rata p dan

varian 02, dan jika x4, Xa, ..., X» @dalah sampel acak yang besarnya n
dari x. Ditunjukkan bahwa rata-rata sampel X dan varian sampel &

adalah estimator yang takbias dari p dan 2.

Estimator takbias dari p adalah :
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2. Estimator 8 merupakan estimator terbaik atau estimator yang
mempunyai ragam minimum, jika memenuhi syarat-syarat sebagai
berikut :

a. E(6)=6

b. cg minimum, artinya apabila dibandingkan dengan penaksir yang

@ yang lainnya, maka & mempunyai ragam terkecil.

Contoh :

Ditunjukkan bahwa rata-rata sampel X adalah estimator takbias
dengan varian minimum terhadap rata-rata sebuah distribusi
normal dengan varian diketahui.

Bukti :

inf(x, 1) = th(oy2m) expl- 1 C=H)%] |
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Dari ketaksamaan Cramer-Rao, didapatkan :
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Maka kita ketahui, bahwa umumnya varian rata-rata sampel
adalah :

2
V(%) = En—

Jika én ‘sebuah estimator 6 berdasarkan- sampel random yang
' besafriya "n,"kitar katakan bahwa'én ‘adalah konsisten untuk & jika:

Lim P(j8p - 6j<€)=1
n—oc

Konsisten adalah sebuah sifat untuk sampel yang besar, karena

menjelaskan batasan tingkah Iaku estimator & yang besarnya sampel
cenderung menuju tak terhingga. Hal ini biasanya sukar untuk
membulktikan bahwa sebuah estimator adalah konsisten dengan
menggunakan definisi di atas. Tetapi estimator yang mempunyai rata-

rata error kuadrat ( atau varian, jika estimator tersebut adalah takbias)




cenderung menuju nol dengan sampel yang besarnya mendekati tak
terhingga adalah konsisten.

contoh :

X sebuah estimator yang konsisten pada rata-rata sebuah distribusi

normal, karena X adalah takbias dan Lim V(X)= Lim (c2/n)=0
n—o N— o

Rata-rata error kuadrat suatu estimator  didefinisikan sebagai :
MSE(8)=E(§-0)

Rata-rata error kuadrat dapat ditulis kembali sebagai berikut :
MSE(6)=E[6-E(8)F +[o-E(8)]

Rata-rata error kuadrat adalah suatu kriteria yang penting untuk

perbandingan dua estimator. Dua macam estimator dapat dibandingkan

atas dasar eofesiensi relatif, misalnya 64 dan 8o masing-masing

merupakan estimator bagi 0, maka efesiensi relatif dari ég terhadap 51

adalah :

A 2
5 oA E(©1-6
R(62,04) = —(—1—*—-)5
E®2-0)"
Jika R > 1, maka secara relatif 6 lebih efisien daripada 61. JikaR =1,

maka kedua estimator 64 dan 6 mempunyai tingkat efisiensi yang sama.

Sedangkan jika R < 1, maka secara relatif 61 lebih efisien daripada 8.




2.2 Taksiran Maksimum Likelihood
Prosedur taksiran maksimum likelihood menguiji apakah taksiran
maksimum yang tak diketahui dari fungsi likelihood suatu sampel nilainya
sudah memakéimumkan fUngsi itu.
Definisi
Misalkan Xq, Xz, ..., X» adalah sampel random dari populasi dengan
distribusi fungsi f(x8), dimana parameter tunggal 6 tidak diketahui.
Maka fungsi likelihood sampel tersebut adalah :
L(0) = f(x4,0).f(x2,0)...f(xn.0)
Bila fungsi likelihood terdeferensialkan ke 8 , maka taksiran maksimum

likelihood yang mungkin adalah :

- N ()
84 85,8 )32 =0
( 102 k ) i

Untuk membuktikan bahwa éi benar-benar memaksimumkan L(é) 'hrarrLjs'

ditunjukkan :
A% . g

YRS
%

i
Dalam banyak kasus, dimana deferiansi digunakan akan lebih mudah
bekerja pada logarima natural dari L(8 ), yaitu

K(B)=L(0).
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Hal ini dimungkinkan karena fungsi log naik tegas pada (0,%) yang

' bergrti bahwa :

L (6) = ¢n L(P) mempunyai ekstrem yang sama.

Jelasnya untuk menentukan taksiran maksimum likelinood dari 9,
langkah-langkahnya :

1. Tentukan fungsi likelihood L(8) = f(x1,9).f(x2,0)...f(xn, ).

2. Bentuk logaritma natural likelihood K(8) =/ L(0).

oK(®) _

3. Bentuk persamaan likelihood dan selesaikan i
i

Sebagai contoh, misalkan X berdistribusi normal dengan rata-rata

p dan varian 02 tidak diketahui. Taksiran maksimum likelihood untuk u

dan o2 adala_h': |

) x-w?
2, _ 262
Lwo?) 11;{16 e
—(11202)§(xi—u)2
______ i=1
(2755 )nl2 ! )

Dengan menggunakan logaritma natural, maka fungsi likelihoodnya

adalah:

n
én L(H,02)= —-g in (27t62:)—-iz— Z(xi“"H)2

20 i=1
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maka
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Sehingga dihasilkan estimator maksimum likelihood, yaitu :

n
3 (xj - X2
=1

23 D:str;busu Normal
Fungsn densatas dlstribu3i normal multlvarlat dlbentuk dan fungs;

densitas distribusi normal univariat dengan dimenSI p>2 DlstnbUSt

normal univariat dengan rataan p dan varian 02 mempunyai fungsi

densitas sebagai berikut :
_1(><_-H_)2 B | |
2\ o | 2.3.1)

2

f()—rc

Fungsi densitas normal dengan rataan dan variansi ¢< sering ditulis

dengan N (u,o-z). Jadi N (10,9) menunjukkan fungsi densitas normal

déngan rataan 10 dan d=3
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Notasi ini kemudian akan diperluas untuk kasus multivariat.

Bentuk persamaan di bawah ini :

2
[ﬂ] = (x— Yo~ 2)(x— 1) | | (2.3.2)
[e3

merupakan bagian dalam eksponensial dari fungsi densitas normal
univariat.
Persamaan (2.3.1) dapat dibentuk untuk vektor x yang mempunyali
dimensipx1:
(x-) T Qn) " (x—1) (2.3.3)
Vektor i (p x 1) menunjukkan nilai harapan vektor acak x dan matriks
| Q(n) (p x p) menunjukkan kovariansi matriks dengan asumsi bahwa Q(n)
adalah definit positif.

 Densitas normal multivariat dihasilkan dengan mengganti
persamaan (2.3.2) dan (2.3.3) dan memasukkannya ke dalam fungsi

(2.3.1). Jika penggantian ini telah bulat, maka konstanta normal univariat

(21c)_0'5(02)_0'5 harus diubah ke dalam bentuk yang lebih umum :
60501 QU Mx-p) _ ¢

P 1
maka diperlukan konstanta (2m)2| Q(n)|2 .




13

Dengan demikian fungsi densitas normal multivariat dengan p variat
mempunyai bentuk :

f09 = —————ekp (~0,50¢-1)T Q) x— 1)

(2m)2| Q)2

Yang dinyatakan dengan Np(x, Q(n))

X1 -1

x _
dengan (Xx-u)= 2 :uz
*p~Hp

dan matriks kovariansinya, adalah :

%11 012 - OPp
G c ens 0‘
am=| 7 TP
Gip ©2 - Gpp)
2.4 Vektor
Definisi 2.4.1 :

Vektor adalah sqatu kuantitas (pe_saran)_yang me_mpu_lnyai besar
dan arah.

Contoh : Kecepatan, percepatan, gaya, berat, pergesaran titik.

Definisi 2.4.2 :
Penjumlahan dua vektor a = [ay, a;, ..., a,] dan b = [by, by, ..., by]

adalah vektor, berlaku :
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a+b = [ay, @, ..., @) +[by, bz, ..., brl
= [a1 + by, @2 by, ..., @y + by)
Definisi 2.4.3 :
Perkalian vektor a = [a3, @, ..., @] dengan skalar k adalah vektor.
ka=kl[a, az, ..., an}

= [kay, kay, ..., Kan]

2.5 Matriks
Definisi 2.5.1 :
Matriks adalah kumpulan bilangan yang disusun secara empat
persegi panjang (menurut baris dan kolom).
Bilangan terggbut dris‘ebut elem\em-elemen mz_atriissl. VSecaVra umum sebuah
martiks A= (g),i=1,2, .., mdanj=1,2 .., n Berarti banyaknya baris o
adalah m dan banyaknya kolom adalah n; ” - o

Contoh :

A=z 3

Definisi 2.5.2 :
Pandang A = (a;) dan B = (b;) adaiah matriks yang berukuran
sama. Jumlah dari matriks A dan B adalah matriks C = (¢;) yang

berukuran sama, dengan c; = ay + by untuk setiap i dan j,

sehingga A + B = (a; + by).
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Definisi 2.5.3 :
A = (a;) adalah suatu matriks dan k adalah suatu skalar, hasil
suatu kA adalah suatu matriks yang diperoleh dengan mengalikan

semua elemen matriks A dengan k.

& o

Pandang A = (a;) berukuran p x q dan B = (by) berukuran g x r.

Contoh :

A=[1 3) makr=12.4ﬂ\.=2(1 3]
2 4 2 4

Definisi 2.5.4 ;

1l

Perkalian matriks AB adalah suatu matriks C = (cy) yang
berukuran p x r dengan c; = aybytagtbat... +agby, berlaku untuk

setiapi=1,2,...,pdanj=1,2,..,r1

Syarat perkalian matriks adalah banyaknya kolom' matriks pertama sama

| d'engahw b'anyéknyé baris matriks kedua.

Contoh :

A= (3 2 1)danB=

O -

Karena banyaknya kolom matriks A sama dengan banyaknya baris

matriks B, maka A x B ada dan berukuran 1 x 1.

AxB= (3 2 1)

o - W

=(11)
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Definisi 2.5.5:

Pandang A = (a;) berukuran m x n. Transpose dari A adalah Al =
(g;) berukurannxm, untuki=1, 2, ..., n.

Definisi 2.5.6 :
A adalah matriks yang mempunyai jumiah baris dan kolom sama
maka A disebut matriks bujursangkar.

Definisi 2.5.7 :
A matriks bujursangkar yang mempunyai ukuran n x n, dikatakan
simetri jika A= A" dengan a;= g untuki=1,2, ..., mdanj= 1,2,

ey T

2,5 petenninan |

Definisi 2.6.1 :
Barisan bilangan-bilangan (j17,7j27, j,;) dengan Ji ;éujk, unfuk i%k (i
dank=1, 2, ..., n) dan j salah satu dari bilangan asli (1, 2, ..., n)
disebut permutasi.

Definisi 2.6.2 :
Yang dimaksud sebuah inversi pada suatu permutasi (s, j2, .-, Jn)
adalah adanya j« yang mendahului j padahal ji<j. (idank =1, 2,

ey 1Y),
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Contoh :

(2, 1, 4, 3) maka terdapat dua inversi :

1. 2 mendahului 1

2. 4 mendahului 3

Definisi 2.6 3 :
Misalkan (ji, ja, ..., jn) Suatu permutasi maka tanda dari permutasi
tersebut ditulis dengan b(j, j2, ..., ja) = (+1) jika inversinya genap
dan (-1} jika inversinya ganjil.

Definisi 2.6.4 :
Determinan dari matriks bujursangkar A yang berukuran n x n
adalah jumlah dari semua n! hasil kali bertanda dari elemen-
elemen m_atriksAjtu. -
Det (A)=IA1= 2.0Gn b o) 8j432]p--- &nin

Terdapat suatu sifat determinan yang penting yaitu misalkan A adalah

matriks bujursangkar berukuran n x n dan k adalah sembarang skalar,

maka :

- det (kKA) = k" det )A) -

Dengan menggunakan definisi-definisi dari 2.6 dapat dijelaskan sifat

determinan tersebut.

a1 a2 - ain
Misal A= | 221 822 7 &2n

ant 2n2 - 8nn




IAl= 2D (1, o -0 o) @ijyB2)o- - Bnijpy
1Bl = b, j2, ..., Jn)katjikazjy. .- Kenj,
= knzb (j1i j2!_ sey Jn) 31113212 anjn

= K'IA]
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