BAB I1

~ MATERI DASAR

Dalam bab ini akan dijelaskan beberapa materi yang akan menunjang
bab selanjutnya. Pada analisa statistik banyak dipergunakan teori vektor, teori
matrik dan distribusi-distribusi, Untuk lebih jelasnya akan diterangkan dalam

bab ini.

2. 1. Konsep vektor.

Teori vektér memegang peranan yang sangaf penting dalam statistik,
karena dalam penjabaran statistik dipergunakaﬁ beberapa definisi dari vekior.
Akan dijelaskan beb,erapa difinisi yang akan dipe;gunakan dalam bab ini.
Definisi2. 1.1, : m tupei bilangan riil (x,, x,, . .. ,x,) ditulis dalam safu

kolom disebut vektor kolom. Apabila ditulis dalam satu
baris disebut vektor baris.
Untuk selanjutnya vektor akan dinotasikan dengan huruf kecil bercetak tebal x, y,

z dan seterusnya.
1

contoh 1 : x=]0], dan transposenya x' ={1 0 0]
ol

Definisi 2. 1. 2. : Ruang (space) dari m tupel dengan perkalian skalar dan

penjumiahan vektor disebut ruang vektor berdimensi — 1,



Definisi 2. 1. 3.

Definisi 2. 1. 4, :

Definisi 2. 1., 5.

Himpunan vektorx,, x,, ..., x, disebut tak bebas linier
bila terdapat m bilangan (a,,a,, . . . , a, ) tidak semuanya 0
sedemikian hingga :

ax, +ax,+ ... +aq,x, =0

- Apabila tidak, himpunan tersebut disebut bebas linier.

Setiap m vektor yang bebas linier disebut basis untuk ruang
vektor berdimensi — m.

Jika V adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka norma

(atau panjang) vektor u dinyatakan oleh  {juf| dan

didefinisikan oleh

1
2

o] =< uw,u>

Contoh 2 : Misalu=[1 0 .17, maka

o] =< u,u >

1
2

=1 1+0. 0+1L 1)

Definisi 2, 1. 6. :

V2.

Sebuah himpunan dari vektor-vektor didalam sebuah ruang
perkalian dalam dinamakan sebuah himpunan""f)_rtogonal bila

semua pasangan vektor-vektor yang berbeda didalam

“himpunan tersebut ortogonal. ~Sebuah himpunan ortogonal

didalam mana setiap vektor mempunayi norm 1 dinamakan

ortonormal.

Contoh 3 : Ambil misal suatu vektor dalam ruang bagian berdimensi—3 :




vi=l0LO0LV,=[ )50 Jgl.vi=[ )5 0 - )z

Himpunan S = {v,, v,, v,} ortonormal bila R® mempunyai perkalian
dalam, karena :
<V,V,> = <V,,V,> = <v,,v,> = 0,dan
il= vl =lvsl =1
Definisi 2. 1. 7. : Diambil ¥ suatu himpunan dan ¥V c R*. Maka V disebut

ruang bagian jika V tertutup terhadap operasi pada kombinasi

linier, yaitu untuk semuz v, v?, e v, E.V dan untuk
semua &,, &, . . ., a, €R'.
d=av,+a,v,+ ... + ayv, eV
Catatan u adalah kombinasi linier pada v, bila a,, a,, . . . , g, € R', sedemikian
hingga USQV +@V, L+ AV,

Definisi 2. 1, 8. : Diambil V suatu ruang bagian v,, v,, ..., v, €/. Maka
v, disebut basis untuk Vjika bebas linier dan membangun V.
Jika ||v,||=1dan <v,, v, >= 0 untuk i j, maka v, adalah

basis ortonormal untuk V.

2.2 Konsep Matrik
Dleh karena banyaknya Lonsep-konsep dasar dalam anelisa stetistik
menggunakan matrik, sebab itu akan lebih baik bila ditinjau terlebih dahulu

beberapa definisi pada matrik aljabar.




Definisi 2.2.1. ; Métrik A bertipe m x k ditulis dengan huruf besar tebal adalah
daftar bilangan dengan m baris dan % kolom.

Apabila baris dan kolom ditukar menjadi tipe kxm disebut transpose dari matrik A.

Definisi 2.2.2. : Matrik B sedemikian hingga AB= BA=I disebut invers dari
matrik A__diber_i _nc_)_tasi Al

Catatan : I adalah matrik identitas yaitu matrik bujur sangkar dengan elemen-

elemen pada diagonal 1 dan elemen yang lain 0.
Definisi 2.2.3. : A={az} matrik bujur sangkar bertipe k x k. Trace dari A ditulis

tr (A) adalah jumlah elemen-elemen pada diagonal.
,
A=Y a,
i=1
_ 2 4
Contoh 4 : A-—-[l 3} ,makafr(A) = 2+3=5

Definisi 2.2.4. : Matrik X berukuran 7 x p adalah matrik basis untuk ¥V bila
kolom-kolom pada X membentuk basis untuk V' . Matrik X
adalah matrik basis ortonormal bila kolom-kolom pada X

membentuk basis ortonormal untuk V.

2.3. Ortogonalitas dan Proyeksi

Ambilu, v € R". Maka u ortogonal pada v ditulis u L v, jika <u,v>=0.

Definisi 2.3.1. : Ambil ¥ ruang bagian pada R". Komplemen ortogonal pada V'

ditulis 7 adalah himpﬁnan semua vektor-vektor 6rtégona1 pada

V.



Definisi 2.3.2. : Ambil y e R" dan V' ruang bagian pada R". Proyeksi ortogonal
dari y pada V ditulis P,y adalah sebuah vektor v sedemikian
hingga v €¥ dm y-v eV*.

Suatu vektor y - P,y adalah komponen dari y yang ortogonal pada V.

Contoh 5 : Misal > mempunyai perkalian dalam dan ¥ adalah sub ruang yang
direntang oleh vektor-vektor ortogonal v = (0,1,0) dan v, =
(—4.0,%). Proyeksi ortogonal dari y = (1,1,1) pada v adalah :

Py = <y,vi>vit< YV2> V2
= (--0+1-1+1-05(0;1,0)4{1--4/5+1-0+1-3/5)(—4/5,0,3/5)
=1.(0,1,0)+(-1/5)-(-4/5,0,3/5)= (4/25,1,-3/25)
Komponen dari y yang ortégonal padaV:
y- By =(1,1,1) - (4/25,1,-3/25)
=(21/25,0,28/25)
Dapat dilihat bahwa y - P,y ortogonal pada v; dan va, sehingga vektor

ini ortogonal pada setiap vektor dalam ¥, ditulis y - P,y eV,

Theorema 2.3.1. : Jika v €V, maka Hy—’v"2 = ||y— ]E',,y"2 +||P,,y—v||2
Bukti : 7

Diketahui y-P,y EII/'L dan P,y-vel, oleh karena itu
 G-RYLBy-v.schingga:
ly vl =ly-Boy+By-+

=y -By)+ @y-v)




=< {y-By+E®y-v).Gy-BEy+E®y-v)>
=ly-By[ +2<y-By,By-v>+By-v[|
=ly -2yl +0+[By-v[
=ly-B5f +[By -+
Theorema 2.3.2. : B,Ly = y—B,y = [B,Ly[" = I —[B.3]
Bukti :
Dari theorema 2. 3. 1, diperoleh :
Bily=y-By"
Ly ={y - B3
=<y-Byy-By>
=l -2 <y.By > HBy[
=[5l - 2R3 + Byl

ol 2
Theorema 2.3.3. : Jikadim V=p, maka trP, = p
Bukti :
dim V= p, berarti X adalah suatu matrik p x n.
rP, =tr XX'X)'X'

1

= fr (X'X) XX
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2. 4. Ekspektasi.

Definisi 2.4.1. : Ekspektasi dari variabel random X.

E(X)= ix, P(X =x,) , diskrit

i=1
EQX)=[" Xf(X)de , kontinu
dengan 3 |X;|P(X = x,) <0, ZP(X: x)=1

[Xf (D de<o, [f(X)de=1
sifat : a). E(X+a)=E(X) +a.

b). E@X)=aEX).

Z. 5. Fungsi Distribusi.

Definisi 2.5.1. : Suatu variabel random X adalah suate fungsi bernilai real
dengan daerah definisi Q yakni untuk setiap o €,
X(w)eR={y: —o<y<in]}.

Definisi 2.5.2. :Bila X sﬁatu variabel random , fungst distribusinya
didefinisikan sebagai berikut :
Fy(x)=P[X <x] untuksemua x &(~oo,+w)

Definisi 2.5.3. : Fungsi pembangkit momen dari suatu variabel random X
didefinisiken unful sctsp bilangan real 1 schagei yx (1) = £ .

-Theorema 2.5.1.: Jika -dua variabel -random -X -dan- ¥ mempunyai fungsi
karakteristik yang sama maka fungsi distribusinya sama. |

Buldti
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Fungsi distribusi Fy dan Fy dapat mempunyai beberapa nilai diskontinyu,
Ambil C = { : u adalah nilai diskontinyu pada Fy atau Fy}. Jika a <b, interval

{u ; a <u <b} dapat dengan mudah dihitung nilai-nilai komplemen pada C.
F F - 1 7 e g™ d
- = —_ t)at
()= F(w) = im —— f_,,_—itﬂﬁ( )
-Untuk setiap #; ¢ C dan #; ¢ C, kita dapat :

(i) ~Fe) = i o' Kl )0

= 13
= 418

—00 2

[ K .08 (0t = Fy () - Fy(w)

Karena ¢,(f)=¢,(* untuk semua nilai-nilai nyatei. 1. Jadi Fx(ug) - Fx(uy) =
Fy(ug} — Fyfu). Ambil 21— - oo dan karena Fy dan Fy fungsi distribusi, Fy{uy)
— 0 dan Fy(uy) —> 0, sehingga Fx(u2) = Fy(uy) untuk setiap #2 ¢ C.

Dari definisi limit diperoleh

F,(@)= lim F, (uz)— 11m F(uz) F.(a)

#weC,uy>a
Yy u;-e-a
sehingga Fy dan Fy fungsi yang sama. =

2.5.1. Distribusi Normal,

Definisi 2.5.1.1 : Suatu variabel random X berdistribusi normal N (y,az) bila

(untuk suatu o2 >0, —ow.< g < +co)‘

[(x s

fX(x)“ J_

Distribusi N (0, 1) disebut distribusi normal baku.
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Definisi 2.5.1.2, : Suatu variabel random X' = (X;, ... ., X,) berdistribusi normal

multivariat N (., X ) dengan :

H1

Fn,

suatu vektor dengan n unsur bilangan real dan

O11 =+ O1a

K2 _o'mz_

adalah sembarang matrik definit positif vang berukuran n x »

dengan unsur bilangan real bila (difnisalkan x={x, ... ,x,,)')

| 1 1 ni
fx(x)= (2”)—,453@[—5(!"#) z (x“ﬂ)}

untuk suatu vektor x yang berupa bilangan nyata,
Theorema 2.5.1.1. : Ambil X vektor random dengan vektor mean g dan matrik
kovarian Z.
2 fR L .
EX[" =uf +#r=.

Bukti :
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Ambil :

() () CIUEEEN

1n

X,/ \ A,/ \Z,, = v X,/

hh

maka E"X"2 =E) X[ = ngX:'Z = Z,(/”iz +Xy)
:

=l 2 l
2.5.2. Distribusi Gamma

Definisi 2.5,2.1. ; Suatu variabel random X berdistribusi Gamma G(x]a,ﬁ,A) :

bila (untuk suatu ¢ >-1, >0, —w<d<+0)

(g 5D asees

2.5.3. Distribusi x*
Ambil X, ...,X, variabel random independen sedemikian hingga
X,~N,(u,,1) . Didefinisikan :

Y= X! dan 6=3 4%
E i=1"" i=1

Dikatakan Y mempunyai distribusi y® noncentral dengan derajat kebebasan »

“dan parameter noncentral §. Dinotasikan dengan ¥ ~ 22(5).

Definisi 2.5.3.1. : Suatu variabel random X berdistribusi Khi-kuadrat dengan

derajat kebebasan n dinyatakan dengan x.%(0) , bila (untuk

suatu bilangan bulat n> 0)
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fx(x) = R exp(%) 0<x<w

“mrin
2 2r( /2)
Definisi 2.5.3.2. : Suatu variabel random X berdistriBusi Khi-kuadrat taksentral

dengan derajat kebebasan » dan ketaksentralan A , misainya

xnz(l), bila (untuk suatu bilangan bulatn>0,4>0)

. @ i (B)ne2i)-1 5%
= exp(-4 '
Fx(x) = ex( )&Zoilz(%)(n#i)r[%z’)

,0fx<w

Contoh 6 :
Misal X berdistribusi gamma G(x[a,ﬂ,A = 0) , Maka fungsi pembangkit
momen dari X adalah :

o x@g1-Bt)/p

N o = [Pet X0 =l e~
vy (i) = Ee IO e ST (a+1)e B .{o () d
= 1 Jw yae—yﬂ :‘——1————'
(1—ﬁ1’)a+1 0 1"(a+1),8“*‘1 (I—ﬂl')a+l

Bila dipilih azg—l , B=2 , maka X berdistribusi Khi-kuadrat dengan

derajat kebebasan #. Sehingga fungsi pembangkit momen, mean dan variansi
adalah :

1
V() =(1_2{)%, > untuk |t]<% o

E(X)=n  dan Var(X)=2n
2.5.4. Distribusi Poisson

Distribusi Poisson dengan parameter & > 0, diberikan oleh :
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_ e 96F

Py ,untuk X=0,1,2,....

Ambil X variabel random mempunyai distribusi Poisson, maka :

i © e
E(X)=YKB =K
=0 = Kl
o GED
=e
IZ:I(‘.K._I)l
=@e?.e’ =8
d i 2 -8 i 9(!{_2) 2
dan: E[X(X-1)] = S KE-1)P, = 0%¢" _
ko2 * K -2)!

E[X*]=E[X(X- 1)]+E(X) =6*+80
sehingga :
Var(X) = E[X*]-(E(X))’ =6 +0-6*=¢
Jadi distribusi Poisson mempunyai karakteristik yang istimewa karena mean dan

variansi yang diberikan nilainya sama.

2.6. Model Linier
Diambil ¥ ruang bagian berdimensi p pada ruang R" , Andaikan model
dari vektor random :

Y ~ N, (u4,0°) JHEV  ,o*>0 S ¢

b2
—
N

dengan : Y : vektor random berdimensi - n.
g o vektor mean.
o*1: matrik kovarian.

Model (2.1) dinamakan Model Linier. Didefinisikan :
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A

heny, gl

n-p

Theorema 2.6.1. : ;z ~ Nn(p,az}’y), (n- p)o,'\2 ~o’xh ()
Bukti :
¥V dan P ortogonal, PyY dan Py LY saling bebas, begitu juga ,:z dan r;;r_\2
saling bebas, gehingga dengan fungsi pembangkit momen :
V()= B =B =y B
= TR _ Ry R

dan dari teorema (2.5.1) didapat P, Y ~ N (P, ,u,or"P,,) .

Sekarang ambil X  adalah matrik = basis  orionormal, dan

Z=L(Y-X'Y) ,v=l(u-X'g) ,Z~N(uI). Dengan fungsi

pembangkit momen diperoleh :

Y—X'Y)

Y o (1) = B

= g

= SRR (-0 15 I =S T (C2 S T I T P 0P (€2 3
=y (YD) =e =e
. Y-X'Y -X
Sehingga o ~N(p - F,I).
Karena dim (V) = # — p dan dari definisi distribusi Khi-kuadrat

Z'L~ y% ,(v'v), sehingga diperoleh :

n=p 2

(n-p) o* = B, LY]" ~ o722 [—————"P";'ﬂ" ]
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karena P, |z =0 maka didapat: (n— p)o® ~o?x3_(0) |

2.7. Estimator Kuadrat Terkecil Biasa

Notasi u ~ (0,X) berarti bahwa n adalah vektor pengganggu yang
mempu_n_yai gkspemasi E(u) = 0 dan kovarian E(uu’) = £. Dalam kasus khusus
dengan Y} = O'ZI; sehingga elemen-elemen dari vektor pengganggu tidak

berkorelasi, maka estimator standar dari £ adalah estimator kuadrat terkecil biasa

yang berbentuk :

B=XX)yXY | @2)

'yang dapat ditulis sebagai berikut :

f=T'X'Y atan = GX'Y dengan T=X'X dan G =T,

Persamaan (2.2) dinamakan Estimator Kuadrat Terkecil Biasa untuk S.

2.8. Regresi Linier St_aderhana.

Apabila dua van'abél X dan ¥ mempunyai korelasi maka perubahan nilai
yang satu akan mempengaruhi nilai variabel lainnya. Hubungan variabel dapat
dinyatakan dalam bentuk fungsi. Apabila bentuk fungsi sudah diketahui, maka
dengan mengetahui nilai dari satu variabel (X), nilai variabel yang lainnya (¥)
dapat diramalkan. Variabel yang diramalkan harus ditulis disebelah kiri
persamaan yang disebut varisbel tak bebas, déﬁ variabel yang nilainya

| dipergunakan untuk meramalkan disebut variabel bebas. Bentuk umum regresi




18

linier sederhana : ¥ =, + B, X, +& , dengan Y = variabel tak bebas, Xj =

variabel bebas, £ dan f; adalah parameter dan £ adalah galat error.

2.9. Regresi Linier Berganda.

Seringkali dijumpai dalam penelitian yang menggunakan analisis
Regresi, digunakan lebih dari satu variabel iniie'pendén."' Sebagai contoh Y =
produksi padi, dipengaruhi oleh X; = bibit, X = pupuk, X3 = curah hujan. Untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut maka digunakan Regresi Linier Berganda
yang mempunyai bentuk sebagai berikut :

Yzﬁo+ﬁ’le+ﬂ2X2+ ... +e

Untul-: menyatakan model ini dengan matfiks didefinisikan matriks-matriks

sebagai berikut :

>4
L
et et ed e

HHEaER
W
l
=
1]
SN
NI

dengan T,' adalah vektor (p-1) x 1 pada X. & adalah sebuah angka yang belum

diketahui dan y adalah vektor (p-1) x 1 yang belum diketahui .






