BAB I

TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini dijelaskan beberapa teorema dan definisi yang dapat
menunjang materi pembahasan pada bab IlI, antara lain ring, lapangan, ring

polinomial dan faktorisasi polinomial.

2.1 Ring
Definisi 2.1.1 ’

Ring adalah suatu hi;npunan R yang tidak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner penjumlahan (+) dan pergandaan () yang ditulis dengan
(R,+,® ) yang memenuhi aksioma-aksioma dibawah ini :

I. R merupakan grup komutatif terhadap penjumlahan, jika:

1. Memenubhi sifat tertutup
(Va,beR)(3ceR) at+tb=c

2. Memenuhi sifat assosiatif
(Va,b,ce R),(a+b)+c=a+(b+c)

3. Terdapat unsur 0 di R sedemikian sehingga
0+a=a+0=a, YaeR

4. Untuk setiap a € R dapat ditemukan elemen ~a € R sehingga
(VaeR)(3-aeR), -ata=a+(-a)=0

5. Memenuhi sifat komutatif

a+b=b+a, Va,beR




1. Terhadap operasi pergandaan
1. Memenubhi sifat tertutup
(Va,beR)(FTceR)asb~c
2. Memenuhi sifat assosiatif
(aeb)ec=ae(bec), VabceR
II. Kedua aturan komposisi diatas dapat dihubungkan dengan aksioma
distributivitas
ae(b+tc)=ab+tac,VVabeceR
(b+c)ea=ba-+bc, VabeceR
Contoh:
Misalkan Z himpunan bilangan bulat, Q himpunan bilangan rasional,

R himpunan bilangan nyata dan C himpunan bilangan komplek maka. (Z,+,9),

{Q.+, ¢, (R,+, ), dan{ C,+, #) merupakan suatu ring.

Definisi 2.1.2

Suatu ring R yang memuat e sehingga berlaku eb = be = b, Vb € R
disebut ring dengan elemen satuan dimana elemen satuannya adalah e .
Apabila ring R memiliki elemen satuan maka elemen satuan tersebut

adalah tunggal.

Definisi 2.1.3

Misalkan R suatu ring, maka R dikatakan ring komutatif jika berlaku

cd=dc, Vc,d € R.



Definisi 2.1.4
Misalkan R ring dan S ¢ R. S disebut subring dari R jika memenuhi
(i) VxyelS = xy €835

(()VxyeS = xyeSdan yxe S

Definisi 2.1.5

Jika R aan R adalah‘ ring, maka ring homomorfisma dart R ke R
merupakan pemetaan ¢ : R — :R‘ sedemikian sehingga:

(Ygxty)=¢ (X)+ ¢ ()

(i)p0y) = #(x) 4(y)

untuk semua x,y dalam R.

Definisi 2.1.6

Misalkan R dan R' adalah suatu ring. Suatu pemetaan ¢ : R - R’
dikatakan ring isomorfis dari R ke R’ jika dipenuhi kondisi sebagai berikut

1. ¢ merupakan pemetaan bijektif dari R ke R*

2. g(xty)= ¢ () + ¢ (y),untukx,y € R

3. $(xy)= ¢ (x) ¢ (y),untuk x,y € R

Jika pemetaan isomorfis dari R ke R' ada, maka dapat dikatakan bahwa

R isomorfis ke R’.




2.2 Lapangan
Definisi 2.2.1
Misalkan R suatu ring, elemen ¢ € R dan ¢ = 0O disebut pembagi nol
sejati jika terdapat d € R dan d# 0 sehingga berlaku cd = dc = 0.
Dari definisi diatas ring R dikatakan tidak memiliki pembagi nol sejati
jika dipenuhi : 1. ¢ ¢0; d#0=>¢d#0,VecdeR atau
2. cd=0=>¢=0vd=0,VcdeR
Contoh: |
1. Ring(Z+,®), (Q.+,),(R+ e dan(C,+,e) tidak memuat pembagi nol
sejati. |
2. Ring (Z,,+,¢) memuat pembagi nol sejati karena délam Z, terdapat

elemen 24 = 0. Jadi 2 dan 4 adalah pembagi nol sejati dari ring Z .

Definisi 2.2.2

Suatu ring komutatif dengan clemen satuan dan tidak memuat pembagi

nol sejati disebut daerah integral.

Definisi 2.2.3

Suatu ring komutatif dengan elemen satuan dan setiap elemen tak nolnya

memiliki invers disebut lapangan (field).

Teorema 2.2.4

Setiap daerah integral berhingga disebut lapangan.




Bukti:

Misalkan 0, 1, ay, as, ... , a, elemen didalam daerah integral berhingga D,
maka akan ditunjukkan bahwa untuk a € Ddana = 0 terdapat b € D sedemikian
sehingga ab = 1.

Andaikan al,aa,,...,aa, € D, maka:

aa; = aa ‘

a = & (hukum kanselas)
Karena D tidak memiliki pembagi nol maka tidak ada elemen dalam D bernilai 0.
Oleh karena al, aay,..., aa, merupakan elemen dalam 1, ai,..., a, maka didapat
al =1, aa; = a; , untuk i = 1,2,...,n sehingga a = 1, sedemikian sehingga

a memiliki invers.

Akibat 2.2.5

Jika p suatu bilangan prima maka Z, adalah lapangan.

Deefinisi 2.2.6

Dalam ring R apabila terdapat bilangan bulat positif terkecil m sedemikian
sehinggama=90, ae R maka R dikatakan memiliki karakteristik m, jika tidak
maka R dikatakan memiliki karakteristik nol.
Contoh:

Misalkan R = I = {6,1,5,5}, maka bilangan 4 mempunyai sifat bahwa
4.a = 0 untuk setiap a e lu. :Bilrangan 8,12,16,... mempunyai sifat yang sama
dengan bilangan 4. Akan tetapi karena 4 merupakan bilangan bulat pistif yang

paling kecil maka 4 disebut karakteristik dari R.



Teorema 2.2.7
Jika R merupakan ring komutatif yang memuat elemen satuan, maka R
memiliki karakteristik m > 0 jika dan hanya jika m bilangan bulat positif terkecil
sedemikian sehingga m.1 = 0.
Bukti:
(= )Dari definisi 2.2.6 didapat bahwa jika R memiliki karakteristtk m >0
maka m.a = 0 untuk semua a € R , sehinggam.1 =0
(<) Akan ditunjukkan m suatu bilangan bulat positif sedemikian sehingga
berlaku m.1 =0 . Untuk semua‘a e R,
ma=a+ta+tat. .. +a
=a(1+1+..+1)
=a(m.1) = a0 = 0
sehingga diperoleh bahwa m merupakan bilangan bulat positif.
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Definisi 2.2.8

Grup Siklik adalah gruﬁ yang dihasilkan atau dibangun oleh satu elemen.
Misalkan « sebagai elemen pembangun dari suatu grup siklik maka grup siklik
tersebut dapat dinotasikan dengan {«]. |
Contoh:

Misalkan perkalian bilangan bulat yang dibangun oleh 1 karena 1.1 =1,
21=2,31=3, .. .nl=n Jadi[1]adalah grup siklik. |
Teorema 2.2.9 ( Teorema Lagrange }

Order suatu subgrup dari suatu grup berhingga harus membagt order dari

grup tersebut.




Akibat 2.2.10

Order satu elemen dari suatu grup berhingga harus membagi order dari

grup tersebut.

2.3 Ring Polinomial
Definisi 2.3.1

Misalkan R ring, maka polinomial f(x) dengan koefisien tak hingga dalam

R dapat ditulis sebagai:
fx)={ > ax' ), dengana;=0 dan a; e R.
i=0

Jika f(x) = a,x® + a,x' + a,x>+ ... polinomial atas ring R sedemikian
sehingga a, = 0 dan a; =0 V i > n, maka polinomial tesebut ciikatakan
polinomial berderajat n dan ditulis deg (f{(x)) = n.

Derajat dari suatu polinomial nol tidak didefinisikan. Suatu polinomial

dikatakan konstan jika polinomial tersebut mempunyai deg 0.

Definist 2.3.2

P .
Misalkan f{x) = Zaix‘=a0x° +a; x! +a;3x2 + ... +apxp

=}
4 .

dan gx)= Y bix' =box” + by x' +byx* + ..+ byx!
ED

adalah dua polinomiail di R[x] maka f{x) == g(x) jika a;=b; , 1 20.
Definisi 2.3.3

2

p.
Misalkan f(x) = Zaix’ =apx’ tarx +tapx +.. +ayxF

=0




q ,
dan g(x)=Zbix1ﬂng° +b x'+byx* + ... + by x4
=
termuat dalam R[x] maka dapat didefinisikan :

(1) f(x) + g(x) = i (a; + b)x’ , dengan k = maks{p,q}

i

A
(i)  fpx) = Z ¢ix ,denganc;= Z a; bij
=0
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Contoh

Misalkan f(x)=3+2x dan g(x)=2—4x+x’

Maka didapata,=3,a,=2,a, =0,a, =a,=...=0
b,=2,b,=-4,b,=1,b,=b,=...=0

Untuk operasi penjumlahan

f0+800= 3 (a +b, %
= (ao"'bo)xu +(a, +b;)xl +(az+bz)x2 '
= (3+2)+Q2-x+(O0+ )X

= 5_2x+x

Untuk operasi penggandaan
3
f(x)g() = e’
i=0
dengan
Co=ayb,=32=6
c,=a,b,ta,b,=3.(4)+22=-8

c,=a,b,+tab+a,b,=31+2(4)+02=-5
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c,=a,b,tab,+a,b+a,b;=30+2.1+0.(4)+02=2
c,ma,b,+ab,+ta,b,+a,b+a,b;=3.0+20+0.1+0(4)+0.2=0
cy=c,=..=0

maka f(x)g(x)=c¢,+ ¢, x' + ¢, x*+ ¢, x>

=6 —8x — Sx 2 + 2x°

Teorema 2.3.4

Jika R ring komutatif dengan elemen satuan maka R[x] adalah ring

komutatif dengan elemen satuan.

Teorema 2.3.5

Untuk setiap R ring komutatif dengan elemen satuan maka polinomial ring
R[x] memuat subring R’ yang isf)morﬁs terhadap R. |
Bukti:

Misatkan R* e R[x], maka untuk ax” dan bx® elemen sebarang dalamR®
berlaku : ax® - bx® = (a—b)x°® dan (ax”)(bx")=(ab)x" sedemikian schingga R’
merupakan subring dari Rfx]. J‘ika ¢(a) = ax’, untuk setiap aeR maka menurut
definisi 2.1.8 diperoleh: |

d(a)=¢ (b) & ax" =bx’ < a=b

pa+b)=(a+b)x’=ax"+bx’ =g (@) + 4(b)

(ab) = (ab)x° = (ax"Xbx*) = (@) (b)

Jadi R’ isomorfis terhadap R.
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2.4 Faktorisasi Polinomial
Teorema 2.4.1

Misalkan f(x) =a, +a, x+ ... +a,, x"" +a,x’

g(x)=b, +b,x+ ... +b_x" +b_x"

adalah dua elemen dalam F[x], dengan a , dan b elemen — elemen tak hol di F
dan q> 0, maka terdapat polinomial tunggal (unique polinomial) s(x) dan r(x)
dalam F[x] sedemikian sehingga f(x) = g(x)s(x) + r(x), dimana deg r(x)<deg: g(x).
Bukti:

Misalkan 8 = {f(x) — g(x)s(x) | s(x) € F[x] }. Ambil r(x) sebagai
derajat paling kecil dalam S, maka f{x) = g(x)s(x) + r(x), untuk s(x) e F[x].
Ambil m sebagai deg g(x), sehingga deg r(x) <m. Maka |

< ...+ ¢y, dimanac, € Fdanc, #0.

x)=c, x' +¢,,x'
Andaikan t > m, maka:

fx) — g(x)s(x) = (¢, Dr)x"™ g(x) = 1(x) ~ (¢, /om)x™ g(x)

fx) - g(X)[s(0) — (€, m)x™ ] =1(x) — (¢, /)X ™ g(x)
Karena r(x)—c, x’ —¢,,x"" —... memiliki derajat polinomial yang lebih kecil
dari t , maka didapat bahwa f{x) — g(x)[s(x)—(c,/bm)x"™ 1 juga berada didalam
Sehingga terjadi kontradiksi, maka pengandaian harus diingkar. :
Yang benar adalah deg 1(x) < c'lég g(x). Untuk sifat ketunggalannya, jika ;
1) = g(x)s1(x) + r1(x) dan f{x) = g(x)s2(x) + r2(x). Karena derajat dari ri{x)~ r2(x)

lebih kecil dari derajat g(x) maka harus dipenuhi s;(x) — s2(x) = 0 atau s(x) = $2(x)

¢




13

Akibat 2.4.2
a € F adalah akar dari f(x) € F[x] jika dan hanya jika (x - a) adalah

faktor dari f(x) di F[x].

Akibat 2.4.3

Suatu polinomial tak nol f{x)e F[x] yang mempunyai derajat n, paling
banyak memiliki n akar di F.
Contoh:

Misalkan f(x) = 4x° + 3x — 2 dan g(x) = 2x* + 4x + 6 adalah dua
polinomial tak nol dari 1apang§tn R. Akan dibuktikan dengan menggunakan
algoritma pembagi (division algorithm).

1

x——-......

4x 1 +4x -3 j4x3 +3x2 -6

4x® +4x* -3x

‘ ~x% +3x~6
—x?—x+=
4);»—2E

4

maka diperoleh bentuk f(x) = g(x)s(x) + r(x}

4x>+3x%-6 =(4x2+ 4x—3)(x—.§r_]+ [4x_glj |

dimana s(x) = [x - -{H dan r(x) = (4x - -?4—]

karena deg 1(x) = 1 maka didapat bahwa deg r(x) < deg g(x).
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Teorema 2.4.4
Jika R adalah daerah integral, f{x) dan g(x) adalah dua polinomial: tidak
nol dalam R[x] maka:
deg (f00)g(x)) = deg f(x) + deg g(x)
dengan deg f(x) < deg (f(x)g(x)) dan deg g(x) < deg (f{x) g(x)).
Bukti:

Misalkan R daerah integral.

) |
f(x)= > a,x' berderajat p dan g(x) =

4q
b,x' berderajat ¢ , keduanya berada

i=0 i=0 :
dalam R[x] maka masing—masing mempunyai koefisien pemimpin a, dan by
Karena a, dan by € F dan F adalah suatu lapangan maka F juga suatu daerah

integral sehingga a,.by # 0, sedemikian sehingga koefisien pemimpin dari f(x)g(x)

1

prgf 4
adalah apb, Karena f{x)g(x) = Z(Za b Jx’ dan dari definisi 2.3.3 sehingga

4=0 \_7=0
deg (f(x)g(x)) = p + q = deg f(x) + deg g(x).
+
Definisi 2.4.5
Misalkan R adalah ring komutatif dan f adalah suatu po]inomial atas R.

Suatu elemen « € R disebut polinomial nol dari f jika f{a ) = 0.

Lemma 2.4.6
Jika F adalah suatu lapangan, f merupakan polinomial tidak tereduksi atas

F, dan g, h, adalah polinomial atas F sedemikian sehingga f pembagi g.h. oleh

karena itu, f pembagi g atau f pembagi h.



15

Bukti:
Misalkan £ bukan pembagi g dan anggap bahwa f adalah bilangan prima

terhadap g. Jika terdapat d sebagai faktor persekutuan terbesar atas f dan g,

sedangkan f tidak tereduksi dan d|/ maka d = kf ataud = k ,untuk k € F. Hal ini

bertentangan dengan hipotesis diatas, sehingga f] g. Oleh karena 1 juga
merupakan faktor persekutuan terbesar atas f dan g maka f merupakan bilangan
prima terhadap g(coprime). Dengan demikian terdapat polinomial a dan b atas F,
sehingga 1 =af + bg

Jika dikalikan dengan / didapat /i = haf + hbg. Karena f ‘ gh maka f]haf dan,‘f]lzbg

sedemikian sehingga flh.

Definisi 2.4.7

Misatkan E lapangan perluasan dari F dan & € E sebagai elemen aljabar
atas F. Maka « dikatakan polinomial minimal jika & merupakan derajat terkecil
dari suatu polinorﬁial monic. Dan jika derajat polinomial minimal dari « atas F

adalah 7 maka o disebut suatu elemen aljabar atas F dengan derajat ».

Teorema 2.4.8
Jumlah polinomial nol dari suatu lapangan, dihitung sesuai dengan

keserbaragamannya, yaitu kurang dari atau.sama dengan derajat polinomialnya.





