BAB I

MATERI PENUNJANG

2.1 Peluang

. Dalam_statistika istilah percobaan digur_\akan_ untuk menyatakan tiap
proses yang menghasilkan data mentah { Walpole dan Myers, 1986 ). Kendati
demikian perhatian akan lebih dicurabkan pada pengamatan yang diperoleh dari

percobaan yang di ulang beberapa kali. Dalam kebanyakan hal hasilnya akan

bergantung pada kebolehjadiannya, dan karena itu tidak dapat diramalkan secara

pasti. Dan sini diperlukan sebuah ukuran yang .digunakan untuk menyatakan

tingkat kebolehjadian pengamatan tersebut.

Probabilitas atau peluang adalah ukuran bagi kebolehjadian atau
kemungkinan timbulnya suatu kejadian ( Andi dan Rambe , 1984 ). Jika suatu
kejadian sangat tidek masuk akal untuk terjadi , dikatakan bahwa peluaﬁg
timbutnya kejadian itu sangat kecil. Sebaliknya bila kejadian ini sangat besar
kemungkinannya untuk timbul akibat diberikan suatu tindakan tertentu, dikatakan
bahwa peluang timbulnya kejadian ini sangat besar.

Definisi 2.1.1 :
Himpunan semua hasil yang mungkin terjadi dari suatu percobaan statistika

disebut ruang sampel dan dinyatakan dengan lambang S.

~ Scbuah partisi S adalah koleksi A = {4, .4, ... ,.%;} dari himpunan bagian-
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Definisi2.1.2 :
Kejadian adalah himpunan bagian dari ruang sampel.
Definisi 2.1.3 :
Suatu kejé‘di'an'yang hanya mengandung satu unsur dar ruang san%pei disebut -
kejadian sederhana dan dinotasikan dengan { . Sedangkan kejadian yang dapat
dinyatakan sebagai gabungan beberapa kejadian sederhana disebut suatu kejadian
majemuk. dan din._otas,ikan dengan .«/= { 15Cz0es G }
2.1.1 Peluang Suatu Kejadian
Statistikawan pada daéamya berusaha menarik kesimpulan atau inferensi
dari percobaan yang mengandung ketidakpastian. Agar kesimpulan dan inferensi
ini cukup tepat, diperlukan pemahan teori peluang. Teori matematika peluang
menetapkan suatu himpunan bilangan yang dinamakan bobot, vang berharga dari
0 sampat 1,sehingga kemungkinan terjadinya sutu kejadian vang berasal dari suatu
p.ercobaan' statistika dapat dihimng. Untuk tiap titik pada ruang sampel dikaitkan
dengan suatu bobot sedemikian sehingga jumlah semua bobot sama dengan 1.
Untuk menentukan peluang suatu kejadian %4 semua bobot titik sampel
dalam .« dijumlabkan. Jumlah ini dinamakan ukuran .- atan peluang .« dan
dinyatakan dengan P(.+) ( Walpole dan Myers, 1986 ).
Definisi 2.1.1.1 :
Peluang .suafu kejadlandadalahj unﬁl_ah_:_b_otzof-_ semua titik .?3_%1_.1."1}1?531 _c_li__.. dala!ﬁ“_?«s}ﬂ, | o
dengan memenuhi sifat-sifat :



Definisi 2.1.1.2 ;
Bila suatu percobaan dapat menghasitkan N macam hasil yang  berkemungkinan
sama, dan bila tepat sebanyak n dari hasil yang berkaitan dengan kejadian .

maka peluang kejadian .«Zadalah

Plie#)=—
( )'N

2.2 Val;iabel Random

Istilah percobaan statistika telah digunakan untuk menjelaskan setiap -
proses yang menghasilkan pengukuran yang berkemungkianan. Séring_ yang
menarik perhatian bukanlah titik sampel itu sendiri, melainkan hanya gambaran
numerik dari hasil. Sebagai contoh, ruang sampel yang memberi gambaran
1ﬁenyeluruh dari hasil yang mungkin bila satu mata uang dilantunkan tiga kali,
dapat dituliskan sebagai berikut :

S = { MMM,MMB,MBM,BMM,MBB,BMB,BBM,BBB } '
Bila.yang diperlukan hanya banyak muka(M) yang muncu!, maka hasil numerik
yang mungkin adalah 0,1,2 dan 3. Bilangan 0,1,2, dan 3 merupakan pengamatan
acak iyang ditentukan oleh hasil percobaan. Bilangan tersebut dapat dipandang
sebagai nilai yang diperoleh suatu variabel random > yang dalam hal ini

menyatakan banyak ‘muka’ yang muncul bila suatu mata vang di lantunkan tiga

kali.

.. Definisi. 2,21 ... . ..

Variabel random X adalah suatu fungsi yang memetakan unsur-unsur dalam ruang

- sampel suatu percobaan ke suatu bilangan real.




Definisi 2!.2.2 :

Jika suatﬁ.:.'ruar‘lg sampel menganduﬁg titik yang' berhingga banyaknya atau suatu
deretan ahggota' yang banyaknya sama dengan baﬁyaknya bilangan intejer, maka
ruang sampel itu disebut ruang sampel diskrit, dan variabel random yang
didefinisikan pada ruang sampel tersebut adalah variabel random diskrit.

Definisi 2.2.3 :

Bila ruang sampel mengandung titik sampel yang tak berhingga banyaknya dan
sama banyaknya dengan banyak titik pada sepotong garis, maka ruang sampel itu
disebut ruang sampel kontihu dan variabel random yang dideﬁnis.ikan diatasnya

disebut variabel random kontinu.

2.3 Distribusi Peluang

Definisi 2.3.1 :

Fungsi p(x) disebut distribusi peluang variabel random diskrit X bila, untuk setiap
hasil x yang mungkin,

1. p(x)z0
2. Zp(x)=l

3. P(X=x)=p(x)

Definisi 2.3.2 ;

Fungsi f(x) disebut fungsi densitas variabel randon kontinu X, yang didefinisikan

diatas himpunan bilangan real, bila




2 +ff(x)dx=1

- .b, ,
3. Pla<x<b) = [f(x)dx
Apabila suatu variabel random X berdistribusi norma! dengan rataan w dan

variansi o maka fungsi densitasnya dinyatakan dengan

1 1{x-n g
fix)= exXpy-— , untuk -~ < x <A~
s J2no { 2( G ) } .

Definisi 2.3.3 ;

' Distribusi k_ulhﬁ]étif F(x) dari variabel rando_fn X den_gan distribusi.peluang f(x)

dinyatakan oleh :

FX)=PX<x) = ZP(X;) , untuk variabel random diskrit. |,
i=l

= jf(x)dx , untuk variabel random kontinu,

o

2.4 Entropi Partist

- Dalam Papoulis, A (1988), istitah Entropi sebagai konsep ilmiah pertama
kali di gunakan dalam termodinamika oleh Clausius pada tahun 1850. Keterangan
mengenal probabilitasnya dalam konteks mekanika statistika dikemukakan oleh

Boltzman pada tahun 1877. Tetapi hubungan eksplisit antara entropi dan

" p-rd-babilités' dicatﬁatub.éberépa tahun kemudian ol_elhllPlanck.. ..I“aj/.nés-pada tahun )

1957 menggunakan metode entropi maksimum untuk menyelesaikan sejumlah




mpermasalahan dalam bidang fisika. Entropi adalah ukuran tentang ketidakpastian
tentang terjadinya suatu peristiwa d;.] ar suatu partisi.
i.4.1 Pengertian Entropi Partisi |
Definisi 2.4.1.1:
. Di berikan ruang sampel S dan sebuah partisi A = { .o/, ./, ... oy } dari §
vang tersusun atas N elemen .=4. Entropi ﬁartisi A didefinisikan sebagai

penjumlahan,

N
H(A)=-) p,Lnp, dimana p; = P(#; ) e (2.4.1.0)
i=l

Gambear 1 : Partisi A
Contoh 2.4.1.1 ;
| Dalam pelemparan sebuah koin peluang munculnya gambar adalah P(g) =
0,25 dan peluang muncul angka P(a) = 0,75 membentuk sebuah partisi A = {

~g.,a } dengan nilai entropi :
2
H(A)=-Y p,Lnp,
i=l

=(025Ln0,25+0,75Ln075)

- =0562




Di dalam sembarang eksperimén sebuah kejadian .o dan komplemen .«

membentuk sebuah partisi A = {.« %}, vang tersusun atas dua kejadian ¢,

’

= Zdan &, = 4% Entropi dari partist ini adalah

H(A)=-(pLnp+qLnq) , dimanap=P(«;) dan q=P(«;)= 1-p.

‘Grafik fungsi H(A) dari partisi yang tersusun atas dua kejadian dapat dilihat-

sebagai berikut :
HENE
tn 2 - f
|
osrF . H(_}g)=1—(pl_‘np+q9n q)
L
¢ t
q=1-p
g ing =pnp
1 1 >
0 1 .5 H P
€

Gambar 2 : Grafik fungsi H(A).

Dalam gambar 2, diplot fungsi ~pLnp , -qLng dan penjumlahannya H(A) =-

- (pLnp + glng) dengan q = 1-p . Fungsi H(A) cenderung ke 0 untuk D B

- mendekati O atau 1 ; karena pLnp — O untuk p ~> 0 dan untuk p— 1.
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Lebih jauh lagi ©(p) simetrik pada titik 0,5. Dan ia maksimum untuk p = 0,5.
Schingga entropi dari partisi A = [« %] akan maksimum jika kejadian .«“dan

o« mermiliki probabilitas yang sama. Dari kasus ini akan dibuat generalisasi
untuk sebuah partisi yang tersusun atas N kejadian .

Teorema 2.4.1.1 :

Entropi dari suatu partisi A yang tersusun atas N kejadian memiliki nilai
ekstrim untuk p;=1/Nuntuki=12, ... N

Bukti:

Karena partisi A tersusun atas N kejadian maka
o
H(A) = ‘Z p;Lnp;
i=]

=-[pLnp, +p,Lnp, +-+pyLnpy1}.
Vkarena n=1-(pi+p2+... +pn ), sehingga

H(A)=-[ p,Lnp, +p,Lnp, +---py, Lop, +(1-p, P2 pwLn(i-p-p, = =Pa)]

* Untuk hiengetahui litik c—:ksirfmnya maka H(A) didifferensialkan sekali

terhadap p;.
aH(A) - a{_ [panpl +p.lnp, +...+{1-p, —p, —..— Puln(l-p, ~-p, —... = py, )]}

op; ap;
OH{A -
“‘_(‘—)Z“anl —I+La(l-p; —p; - = pyy ) +1

op,

=—-Lap; +Ln(l-p; —pp ~--—pn.1)
gH({A)

" dengan méngambil =0, maka

i

Ly Ln(l-pl—p2~- pN_l) e
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pr=1-p1—pa—-—-Pn-1

dengan proses yang analog akan didapatkan juga

p2=1-py—-pr~-—pn_
P3 =1-py =Pz —--—pn.s
PN-a1=1-Pp =Py~ —DPNg

PN =1-py - P2 — = PNy

sehingga diperoleh  py=py= ... = py
karéna pi+ pp_ + ...+ pN =1, maka p; = I/N untuk =12 .. ,N..
Terbukti bahwa titik ekstrim dari entropi suatu partisi yang tersusun atas N
kejadian berada padap;=1/N untuk i=12,... N
Bukti selesai.

Untuk melihat jenis titik ekstrimnya mgka diberikan teorema-teorema
dibawah ini.
Teorema 2.4.1.2 ;
Jika ¢; 2 0, untuk 1 = 1,2, ..., N sedemikian sehingga ¢, + ¢; + ... + ¢y =1

maka

i np, Zc Inc,
=i

Bukti : Dari sifat kecembungan fungsi ln z menurut Gambar 3, maka

Iz <z-1, sehingga dengan mengambi g G PO
Pi




InJ.S;_
pi P
ephntep] So1]
pi i
N c. N
sziin_JSZ(ci—pi)
T ¢ P oo

N
<> Z‘pi(lnci —Inp,) <0

i=i

N
> Z(pi]nci - pidnp;) <0
i

N

_ .
& Zpilnci < Z:pi]npi
i =i

i=l

N N
~ _Zpilnpi < _Zpilnci
=)

i=1

Bukti selesal.

f('Z) Jr
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e (24.1.2)

) Gambar 3 ; Graﬁkfung51 Lnzdanz-1.




Teorema 2.4.1.3 ;

Entropi dari suatu partisi yang tersusun atas N kejadian akan maksimum jika
setia;‘) kejadian memiliki probabilitas yang sama, yaitu 1/N dengan nilai
entropi sama dengan Ln N. |

Bukti : Misal sembarang partisi A = { .4y, .y ... .oy } dari S yang
tersusun atas N elemen . dengan p; = P(s#; ) maka dari teorema 2.4.1.2

dengan mengambil ¢~ 1/N maka diperoleh

N
H(A)= —Zpilnpi S.—Zpilnci = —Z p,Ln N =-Ln I]\E = LnN
i

i=t i=i

Karena untuk sembarang partisi A nilai entropinya selalu lebih kecil atau
sama dengan Ln N maka entropi dari suatu partisi yang tersusun atas N
kejadian akan maksimum apabila setiap kejadian memiliki probabilitas yang

sama, yaitu /N,

2.4.2 Sifat-Sifat Entropi

Sifat 2.4.2.1: Partisi A. dan B menurut Gambar 5 , Yang masing-masing
tersusun atas N dan N+1 kejadian dengan N-1 kejadian .o, ... .o/ yang sama
untuk kedua partisi dan.kejadian 9, dan 26, adalah saling terpisah dimana .4
=BV B, I_naka. ept_ropi partisi A aka\_n lebih ke;ci] _da_ri_ entropy p_qrtisi




Bukti :
Dari sifat kecembungan fungsi w(p) = -pLnp , maka

W (Pa+ Po ) < W(Ps) + W(Dy) atau w (py ) < W(ps) + W(ps)

Gambar 4 : Partisi A dan B

“Sehingga entropi partisi A adalah

N
H(A) =- 3 piLnp;

i=1
N

= 'pan.pl - Zpiani

i=2

N
=W(p,)— ZP;.ani
Li=2
N
< w(p,)+w(p,)— > p,Lup,
i=2

AI
=-paLn p,—py Ln po— ) p;Lnp,

i=2

= H(B). Bukt: selésai.
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- Sifat 2.4.2.2 ¢ Partisi A dan C menurut Gambar 5, ~ masing-masing tersusun

atas Nke}adlaan Zkejadian .yﬁ.itu -y, ... .o/ adalah sama pada masing-

- masing partisi: ‘Tampak bahwa s v .4 =% U ~dan
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P=P(21)  pr=Plsty)  p=P(%.) pr=P(%y) .

Jika pi< pa< py< p2 , maka H(A) < H(C)

A C
4| / e | |
PI p‘l
oh | e i |
. Pz p2 pN % 79;;{ .n&
Po Pz Pn

Gambar 5 : Partisi A dan C
Bukti : Jelas bahwa pr+ p, = p,+ pu 5 dari sini p;=p;+ & < p; - & = p,. Dari sifat
kecembungan fungsi w(p), jika € > 0 maka

w(p1 )+ wipa) < w(p. )+ wipy).

Dari sini
N N
-pilnpi-pLop:- Zpiani <-paLnp,—p,Lnpy— Zpiani
=3 =3
H(A) <. H(C)
2.5 Metode Lagrange

| Sebelum membahas mengenai metode Lagrange, terlebih dahulu disajikan
sebuah teorema yang merupakan dasar dari metode Lagrange. Misal diambil C:
r(t), te L
- Teorema 2.5.1:
~Jika xp-adalah-titik yang memaksimumkan-atau meminimumkan suati fungsi f{x)

pada kurva C, maka Vf(x,) tegak lurus terhadap C di titik xo.
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Bukti:

Misal xg = (x,y) disajikan dalam parameter t, yaitu xp = (x(to), y{to)) = r(to)
, sehingga f{xy) = f{r(to)) mempunyai nilai maksimum atau minimum pada saat 1.
Konsekuensinya J

of dx of dy

dy
5 )] =~ [f(m) O)

Apabila ditulis dalam bentuk vektor maka

%[f(r(t))] = [g{- g;.lj (9’51 + lj vIF)r )

Karena maksinum di Xo, maka haruslah k[ (r(t))] = 0 untuk t = ty. Sehingga

%[f(r(io ))] = V[f(r(to ))]I"(to} -0
[ni lnenLlnjﬁkkan bahwa V[f(r(t,))] L r'(t,)=0

Karena r’(1y) merupakan arah dari C di titik x,, maka V[[{r(t,))] tegak lurus C

pada titik xo ( Sallas, Hille and Anderson , 1992).

Bukti selesai.

Teorema 2.5.2 : (Metode Lagrange)

Jika xy memaksimumkan atau meminimumkan f(x) pada kurva C, dengan
memenuhi kondisi g(x) = 0, makan(xﬂ)daﬁ Vg(x,)adalah paralelj Sehingga
jikavg(x;)#o; maka tei'dajjatiah sebuah konstanta A sedemikian ‘Séﬁinga

Vi(x,) = 4 Vg(x,)
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Bukti :

Misal xy memaksimumkan atau meminimumkan f(x) pada kurva C
sedemikian sehingga g(x) = 0. Karena xy memaksimumkan ( meminimumkan)
f(x) pada C , maka menurut teorema (2.5.1) Vf{x,) tegak lurus terhadap suatu
 kurva C pada (xa). Karena Ve(x, ) juga tegak furus terhadap suatu kurva C pada
(xg), maka Vf(xt,-)daan(x") adalah paralel, sehingga
Vi(x,)=AVg(x,). Bukti selesai.

Bilamana ada lebih dari satu kendala yang di perlakukan pada peubah-peubah
_ éuatu fungsi yang harus dimaksimu'mkan atau di ininimumkan, maka di gunakan
- pengali-pengali Lagrange tambahan ( satu untuk tiap kendala ). Misalnya, ingin
dicari nilai ekstrem suatu fungsi ftiga peubah, terhadap dua kendala g(x,y,x) =0
dan h(x,y,z) = 0, maka

Vi(x,y,z) = A Vg(x,y,2) + 4Vh(x,y,z)
Contoh 2.5.1 :
Tentukan nilai maksimum dan minimum dari fungsi f{x,y) = xy pada lingkaran
satuan x* - y2 =1 (Larson, R and Hostetler, 1989).
Penyelesaian :

Dengan menerapkan metode lagrange maka diperoleh g(x,y) = x> + yl 1.
Akan dimaksimumkan { minimumkan) fungsi {{x,y)=xy yang memenuhi kondisi
g(xy)= 0.

* Gradien dari f(x.y) dan g(x,j;) adalah
R, ___‘;g(xay) e 2oy

Pengan-mengambil | © i
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VE(x,y) =2 Vg(x,y)

y1+Xj= 2Axi+2Ayj.
maka diperoleh

y=2Ax danx=2%y.
Dengan mengaiikan persamann pertama dengan y dan persamaan kedua dengan x
maka didapat y*= 2Axy dan x’= 2AXy, schingga

yr=x%,
Karena x> + y2 =1

o =1

Sehingga diperoleh titik-titik
LR N RSN ) | GRS
2772 2 270 27 2 2
Untuk titik pertama dan ketiga diperoleh nilai f sama dengan % (maksimum).

Serta pada titk kedua dan keempat diperoleh nilai f sama dengan — % (minimum).






