IL. TEORI PENUNJANG

2.1, Gfraf Berarah (Directed Graph).

Definisi 2.1.1.

Graf/Graf 1ak berarah G = (V,E) adalah suatu sistem yang terdiri dari himpunan

V(G) i)crlxingga tidak kosong‘ dari elemen-elemen yang di

sebut titik dan himpunan

E(G) (1nungkin kosong) dari pasangan-pasangan tidak teriirut antara dua titik yang

discbuft garis. Suatu garis (v,vs}) atau (w,v) dikatakan 'mcnghubungkan titik v dengan

titik w.

Definisi 2.1.2.

Sebuah path dengan panjang n-1 dalam graf G adalah suatu susunan garis-garis

berbentuk (vi,v1), (Va,va), .. (VooV} dimana v, = v; untuk sc

v, discbut fitik awal dan titik:v,, discbut #itik akhir dari pa

tap i = L2, ..o Titik

th tersebut. Apabila path

mcmplémyai titik awal dan titik akhir.yang sama maka discbut dcngah eycle.

Definisi 2.1.3.
Scbua}; graf G dikatakan 1'@1"1’:1ubm{f,r (connected) apabila:

dalam G dihubungkan olch sekurang-kurangnya satu path. :

sctiap ppsangan titik v, vy
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Graf Berarah (Directed Graph)

Definisi 2.1.4.

Graf beraralt (directed graph) Gy = (V.E) adalah suatu

sistem yang terdiri dari

himpunan V(Gy) berhingga tiﬂak kosong dari clemen-clemien yang disebut riti?f_ dan

himpunan E(Gy) (mungkin kosong) dari pasangan terurut antara dua titik yang disebut

garis fmmmh. Suatu garis berarah (v.w) dikatakan berarah dari itk v menuju titik w.

l)cﬁni%si 2.1.5.

Misallécan Gy = (V,E) graf berarah dan garis berarah (vi,vj)
titik a;wal dan v; disebut titil{ akhil; garis tersebut. Jika v
1crscb%ut dischut loop. Sedangkan garis pararel dalam G, ad

\Z titik? awal dan v; titik akhir dengan: bentuk (vi,v;), (vi,v):,

Conto?h 2.1.1.
Pandahg graf berarah Gy pada _gambar 2.1.1. Garis berarah

titik vi dan (va,va)y, (v2,V2)s, (\i!z',v;)_‘ discbut garis pararel. :

v

i
*

: Gambar 2.1. 1.

Graf berarah Gy dengan loop dan garis para

€ E(GJ). Maka v; disebut
= v; maka garis berarah
alah garis berarah dimana

s (ViaVik dchgan k>2.

(viv1) .discbut loop pada

rel.
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Graf Berarah (Dirvected Graph)

Definisi 2.1.6.

Misallﬁ:an Gq = (V,E) graf berarah dan v € V(Gy). Derajat nimsuk (indegree) v, ditulis

; . ' : J '
d(v), adalah banyaknya garis berarah yang masuk ke v. Derajat keluar (outdegree)

v, dilu:lis d*(v), adalah banyaknya garis berarah yang keluar

Definisi 2.1.7.

dari v.

; : : . " .
Graf berarah Gy reguler dengan derajat k adalah graf bc‘:rarah ang mana d(v) =

d*(v) = k, untuk setiap titik v dalam Gy,

Contch 2.1.2.

Panda;lg grafl berarah Gy pada; gambﬁr 2.1.2. Karcna d'(vy) =

V)

”
o

Va
~Gambar 2.1.2,

Graf berarah reguler Gy derajat 1.

Definisi 2.1.8,

- dtvy) = 1, d(vy) = d* ()

= | daﬁ d'(vy) = d*(vs) = 1, maka Gy dikatakan reguler dengan derajat 1. _

ergkaian garis berarah (directed edge sequence) dengan panjang k-1 dari suatu

gral berarah Gy adalah susunan garis-garis berarah yang terdiri dari (vi,v2),(v2,Va), ...

,(vl_.,v;) atau dapat ditulis dengan Vi,Vy, ... o dengan k > 2,

Titik v, discbut #itik awal

dan titik v, discbut fitik akhir dari rangkaian garis berarah terscbut.
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Graf Berarah (Directed Grapli)

Definisi 2.1,9.

Path berarah (directed path) adalah suatu rangkaian garis berarah dimana semua titik

maupljm semua garis berarahnya berbeda. Path berarah )fﬁ ng mempunyai titik awal

dan lit;ik akhir sama dikatakan sirkuit berarah (directed cii'f'uﬂ').

Contoh 2.1.3.

Pan‘daing' graT Gq pada gambar 2.1.15: Rangkaian garis berarah v,,v),v,,v; discbut path

berarah dengan panjang 3. Sedangkan rangkaian garis berarah v,,v,,va,vav, disebut

sirkuit? berarah dengan panjang 4,

Definisi 2.1.10.

Suatu gral berarah Gy dikatékan réerlmbung/!erhubung :Jemuh (connected/weakly

connected) apabila semua garis berarah dalam G, dihilangkan arahnya maka menjadi

graf G yang terhubung,

C(mto:h 2.1.4.

Pandaﬁg graf berarah Gy pada gamf)ar 2,12, ApabiIa semua garis bcrarah dalam Gy

dihilangkan arahnya maka menjadi graf G yang terhubung,

gambair 2.1.3.

scperti ‘ditunjukkan pada
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( irqj"' Be;mmh (Directed Gm;}:}u

VJ H
Gambar 2.1 .3,

Graf' G yang terhubung,

Definisi 2.1.11.

Graf béerarnh Ga terhubung dikatakan terhiubung kuat (strongly co:mzected) jika ada

sck urahg-kurangnya satu path berarah dari setiap titik v; ke s

Contoh 2.i.5.
Pandm;g graf berarah Gy padél gan';bar 2.1.4. Gambar (as
tcrhubt%mg lemah, sedangkan gambar:(b) njerupakan graf ber

. ‘ .

Va Yy

etiap titik v; dalam G,

merupakan graf berarah

arah terhubung kuat.

V=.1

Y

A J

~

B
-

V2 Vi

(a)

(a) Gral’;bcramh Gy terhubung lcmalf tetapi tjdak kuat. (b) Gra[‘bcrarah

Definisi 2.1.12. |
Misalkian Ga = (V,E) graf berarah. Sebuah graf berarah o

bagiani\ (subdirected graplh) dan Gu apabila V(g) < V(

0
by

G, terhubung femah dan kuat,

dikatakan graf berarah

Gy) dan E(g) © E(Ga).
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Graf Berarah (Directed Graph)

Khusus:nya apabila V(g) < V(Gy) maka g dikatakan graf beramh‘bagian murni,

scdangl;ian apabila V(g) = V(Gd) maka g dikatakan graf be

(spmm;r'ng subdirected graph)..

C()ntoﬁ 2.1.6.

raralt bagian bentangan

'I’andang graf berarah Gy pada gambar 2.1.4 (a). Graf berarah g, pada gambar 2.1.5 (a)

mcrumkan graf berarah ba;,lan murni dari Gy. Sedangkaﬁn graf berarah g, pada

g,ambar 2.1.5 (b) merupakan g,raf berarah bagian bentangan. darl Gd

YV, ‘ . Vy Yy
»> ‘.
> : e ] » ]
Vi ‘ oV, vy © VY
(a) (b)
Gambar 2.1.5. '
Graf berarah bayan g, “dan g, dari Gypada gambar

Dcfinm 2.1.13.
Mlt;alkun Gq graf bcrarah lcrhubum' dan Gy dipartisi nu.nj
2 .8 ,' . s £, dimana V(g;) n V(gj) = 5 untuk scmua i d
untuk %tmp i, g adalah graf berarah bagian yang k,rhuhun
gmf bemmk bagian mnkwnal mrhubung kuat (rmm
subdrrecred graph) atau dlsebut pu_la Sfragment dari Gy 5

hanya jdari satu titik.

2.14 (a)’

jadi n graf berarah bégian
an j scdemikian schingga
kuat, maka g dikatakan
mal srr%ongly connected

ragment ini dapat terjadi
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Graf Bczramh {Directed Graph)

Conto£1 2.1.7.

10

Pandaljg graf berarah Gy pada gatﬁbar 2.1.6 (a). Pada pambar 2.1.6 (b) adalah

l'mgmcinl-fragmcnt £, 2 dan g1 dari Gd.

(a)

Gamb_ar 2.1.6

(a) Graf berarah tcrhubung G,. (b) Fragment-fragment g

Definisi 2.1.14. 1 -

Suatu é;ral‘ berarah bagian g yang lérhubung kuat dalam g
min.imr%:.’._i.ika. g tidak mémbat gj,raf berarah bagian murni dar
yang n‘?:_cmbcntuk graf bcrarah_-tcrhullaung kuat. Apabila Gd:

terscbut adalah salah satu graf berarah bagian minimal yang

Vs

Va

(b)

. 82 dan g, dari G

raf berarah Gy dikatakan
i dua atau lebih titik-titik
memuat loop maka loop

erhubung kuat.

il’andang graf berarah Gy tanpa garis pararel. Dibﬁ\g\'ﬂh ini ‘adalah langkal- |

|
;

Iangkaf'z untuk menemukan graf berarah bagian mininJﬂ yang terhubung kuat

dalam Gy, yaitu

Hah I 75‘1:0.":’ Penunjang




Graf Berarah (Directed Graph) ' : 11

1. Jikia ada loop dalam Gdg makzi masing-masing titik pada Iéop—ldop tersebut

di;iisahkan menjadi himpuhan-himpunan tersendiri yang terdiri dari satu titik.

(S

Mcmlhh se.mbarang, ;,ans berarah (viyy), 1 # ], dalam Gd scd;cmikian sehingga
terdapat path berarah darl tltlk v; ke titik v, dcng,an pc njang minimal, sehingga
dlle'()lch sirkuit berarah pada tltlk \Z deng,an panjang m mrnal. Memisahkan titik-

nuk dalam sirkuit berarah tersebut kedalam himpunan terscndiri'

3 llka masih terdapat garis bcrarah yang dimaksud pdd'l Iang,kah 2 yang bukan
muupa]\an garis berarah dalam swkunt berarah hasil lqngkah sebelumnya maka
kunbah ke langkah 2. Jlka sudah tidak dapat dltcmhl\‘m g,ans berarah yang
dnmksud pada langkah 2 maka Ian;,kah dihentikan.

Maka ;hlmpunan—hlmpunan yang ldlhasﬂkan langkah-]zmgkah :terse:but adalah

himpunan titik dari graf bcrarah bagian minimal terhubung kuat dalam Gy

Conto}; 2.1.8.
Pandanég graf” berarah Gy pad;\ gambar 2.1.6 (a). Dc:nga;1 -mcnggunakan langkah-
langkab séperti tersebut dialaé maka terdapat 4 buah gra;f berarah bagian minimal
terhubling kuat, yaitu mempun&ai himpunan titik { \‘/f} {v,,;v«} {va,vs] dan {va,va,Vvs}.
Mm[k'm grafl berarah ‘bagian terscbut dinamai dengan ;:,, 2, g1 dan g,, scperti

dtlun}u!\kan pada gambar 2. 1.7,
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Graf Bei’amh (Direcied Graph)

g,\ . Vi g.| . Vi

Vs Vs

iGambar 2.1.7.

12

Graf berarah bagian hliﬁima] terbubung kuat dari Gy pada gambar 2.1.6 (a).

Definisi 2.1.15.

Graf berarah konvers Gy dari graf -berarah Gy adalah graf berarah ‘dengan arah dari

setiap garis berarahnya berlawanan dengan arah sctiap garis berarah dari Gy pada

sctiap ;:;)asangan titiknya.

Dcﬁnisfi 2.1.16.

Tree Ijer‘amh (directed tree) adalah grat berarah terhubung yang mana jika

dihilanékan arah dari setiap garis berarahnya maka didapat graf terhubung tanpa

memuat cycle.

l)cﬁnisii 2.1.!7.
()ur-rreée dart suatu titik v; dalajm gral berarah Gy, ditulis I
bagian ébcnlangan yang berupﬁ treé berarah yang 111qmﬁt
sedcmilé:ian schingga d(v;) = 0 dan untuk setiap j # i, d(y,

T+(vi) adalah tree berarah yang memuat semua titik dalam
: yang ,_

i(v.), adalah graf berarah

invai tepat satu titik v,
= 1. Dengan kata lain,

Gy dimana semua path'
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Graf Berfamh (Directed Graph)

13

berarahﬁnya mempunyai arah }ke‘luar dfari titik v.. Sedangkan in-tree pada titik v, dalam

Gu, dilﬁlis T°(v;), adalah tree berarah yang mana jika dilihat dari graf berarah koﬁvcrs_

Ga* dar?i Gq maka menjadi out-tree dari titik v; dalam Gg".

Contoh 2.1.9.
Pandang graf berarah Gy pada gambar 2.1.8 (a) dan graf ber:
pada ga@mbar 2.1.8 {(b). Pada gémbar 2.1.8 (c) merupakan o

gambarg 2.1.8 (d) merupakan in—jtree p;ada titik v,.

arah konvers Go* dari Gy

at-tree dari titik v,. Pada

V] : VI ‘V]
;V r 3
v, vy : \
(a)
V %
1 > ™ 2
Va i i * Vi
()
~ Gambar 2.1.8,
Definisi 2.1.18.

Matrik Kirchoff K = [k;] dari graf berarah G, dengan n titi

loop, atau ditulis K(Gy), adalah matrik bujur sangkar;

by

Vi

(d)

k tanpa garis pararel dan

berukuran (nxn), yang
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Graf Berarah (Directed Graph)

mempt@myai elemen ki = d'(v;} a_a“ ki_i =
Xij T {

Thcoréma 2.1.1.

-Xij, untuk i # j, dima

1
0

, jika ada garis berarah dari titik v mc:
, jika tidak ada garis berarah,

Misaikan K(Gy4" adalah matnk Klrchoff dari Gy, dimana Gd
dlle’O]Lh dari’ graf berarah Gy terhubung, tanpa garis parare
semua ; oopnya (jika ada). Maka “nilai kofaktor Cqq da
banyakénya out-tree dari titik Va dalalﬁ Gy. Scdangkan banya
dalam Gd sama dengan nilaiko_fak%tor Cyq dari K(Gg®), (
bcrarahé konvers dari Gd'; ‘
Bukti.

Jika P éadalah matrik bujursangkar berordo n yanp terdiri

masing@masing mempunyai n komponen, yaitu : P=[ p, ‘ip,

maka dari sifat kelinieran determinan matrik didapat

det[ p, Di . P 1+ det[ p, py ..

det (l’j = Pz ...

Dalam Egraf berarah Gg, misalkan titik Vj mempunyai deraj

dari K(Gd) dapat dinyatakan sebag,al jumlahan dari d; kolon

maqmb berkorespondensi kcpad'l g,rat berarah bag,mn d

mcmpupyal ‘derajat masuk L.

Se!anju;tnya pemisahan kolom-kolom' tersebut dapat dilakuﬁz

i#q, ;dﬂ“ Cyq =

p;' i

Kemudian persamaan (2.

det [qu(GLI')] dapat dinyatakan scbaga

- 14

na

1u1u mlk vj

adalah graf berarah yang
] dcnga?x menghilangkan
ri K(G{.’) sama dengan
knya in-;trcc pada titik v, -

limana G4® adalah graf

dari n ivektor kolorﬁ Di
. (.pi +p') e Da )
P | L(2.1.1)
at masuk d;. Kolom ke-j
1 yang berbeda, masing-
ari Gd'g yang mana v,
1.1) dapat dfterapkan.

n untuk setiap j, dengan

1 jumlahan determinan-
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Graf Berarah {Directed Graph)

dclcrmfinan dari gral berarah bagian, dimana K(Gd) ad

diperofch dari K(Gy") dengan menghilangkan baris ke-q dan

dct [qu(Gd')] = Z det [K‘l‘l(g)]

dimané gadalah graf berarah Qagian ;dari G4, dengan sifat-gi

1. seti;ap titik dalam g memﬁunyaji dérajat masuk dcnga
kcéuali titik v, | |

2. 8 n‘éxempunyai n titik, dan n%l garis berarah.

Dari Deo, Narsingh, (1989, p. 223) didapat

\ ji?ka dan hanya jika g adalah o

- i
dC‘g K} = { 0

, lainnya.
Jadi pc;nijl'ahan pada persamaan (2.1.2) menunjukkan ban
v, dalam Gy. Karena in-tree dalam Gy adalah out-tree dalam

Ca, dar%i K(G4™) sama dengan banyaknya in-tree pada titik v,
i Car Lran ‘ .

Contoh 2.1.10.

I’andar{g graf berarah Gy pada gambar 2.1.9. Maka matrik Ki

I g
. | : S
QK(GJ)='O | dan' Kpy(Gay=10 2 -t
? - 0 -1 2]

1%

alah matrik bagian yang

kolom ke—q, yaitu

(212)

fat scbagai berikut ;

In icpat sama dengan I,

t - trec dari titik vy

yaknya out-trec dari titik

iR

d s

G¢", maka nilai kofaktor

dalam G,. Q)

rchofTnya adalah
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Graf b’é_mmh (Directed Graph)

Gambar 2.1.9.
Graf berarah Gyg.

misalkfan'akan dicari out-tree dari iitik 2, maka C,; = det [Kz

Jadi, b%myaknya out-tree dari titik 2 adalah 3 buah, scpertii

2.1.10.

(n ; (2)

Semua out-tree dari:titik 2 dari G, pada gambar

Sckarahg akan dicari banyaknya in-tree pada titik 2, graf ber

ditunj uzkkan pada gambar 2.1.1 1.

16

3.

il

2 -

AGa)] =1 | |

e

dilunjul{kan pada gambar

)

2.1.9.

arah konvers G4° dari Gy
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Graf B(%l‘(”‘ﬂ]l (Lirected Graph)

Gambar 2.1.11,

Graf berarah konvers Gy dari G, :

Dari gzynbar 2.1.11, maka mat}ik KitchofThya adalah

1 -1 0 0 L o o

Ry 0 2 -1 R
K(Gy') = 1 0 2 dan K»(GaH)=[-1 2 -l
- ]' : : 1.2
0 -1 -1 2 0 -1-2

2
maka det [Ka(Gg")] = 1 | -

Jadi bzémyaknya in-tree pada titik 2 dalam Gy adalah 3 buah

gambar 2.1.12,

L 2 3

Gambar 2.1.12.

Semua in-tree pada titik 2 dari Gy pada gamba} 1.9,

17

seperti ditunjukkan pada
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Graf Alir (Flow Graph)

Definisi 2.1.19,

Marriké bobor W = [ay] dari graf berarah Ga dengan n titik

18

yang tidak memuat garis

pararcl adalah matrik- bujur sangkar berordo n, yang mempunvai clemen

: , Jika ada garis berarah dari titik vi ke titik vj da
Wi
4 = " bobot dari g garis bcrarah tersebut.

0 lamnya

Contoh 2.1.11

Pandanzg gral berarah Gy pada gambdr 2.1.9. Maka matrik b%c

Lo B VS TR (N B ot ]

o oy O
W = o O

2.2 Gl'i}lf Alir (Flow Graph).

l)crni{i 2.2.1.

n wij adalah

botnya adalah

D[bwkan malnk btgur ﬁangkar A= ['1,, ] berordo n. (:mf Alir (Flow Graph) yang

dmomslkdn dengan Gi(A} adalah suatu graf berarah dengan n uuk dimana setiap

garis bqrarahnya memiliki bobot dan;titik-titiknya diberi Iabcl bilangan bulat 1,2,..,n

,sedemikian sehingga jika elemen matrik a; = 0 maka terdapa

t garis berarah dari titik i
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Graf A l.rfr (Iow Graph)

19

ke iitil{j dengan bobot a;;, i,j = 1,2, ... ,n. Dan jika a; =0 miika lidak ada garis berarah

dari titik i ke titik .

Conto?n 2.2.1.

Pandaﬁg matrik A berikut ini, '

0 0 |
CA=[04 06 0

05 05 0
Maka i;raf alir Gi{A) dari matrik A mempunyai tiga itk
seperti ditunjukkan pada gambér 2.2..1.

N

0.6

. Gambar22.1,
Graf Alir Gi(A) dari matrik A:

Definisi 2.2.2.

I-faktor dari gral berarah, diﬁotasikan dengan h, merup?kan graf berarah bagian

bentangan dari Gi(A) yang merupakan graf berarah reguler dengan derajat 1.

dan lima garis berarah,
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Graf A !;r'r (Fiow Graph)

Scbulum sampai kepada theorcma untuk mencari t

grqf '1hr Gr(A), maka dlbcrlkan dei'ms: def“msl berikut ini.

Dcfni%si 2.2.3.

leenkan suatu g,raf berarah Gd dengan n titik, maka matni\ C((‘ Q) =

matrik: bu;ursangkar berordo n yang berhubungan deng,an G

dari matnk C(Ga) adalah

Definisi 2.2.4.

k , jika terdapat k b;uah garis berarah dari titik i k

0 , jikatidak terdapat garis berarah dani titik i ke

Pemm}wm dari matrik bujufsangkar A berordo n, din
didcﬁr{isi‘kan sebagai per(A) = ZJ ay;,8 5, A niy dimar

perkalian clemen-elemen matrik A ‘dengan jijs, ... ,j. ada

Zi adalah penjumlahan dari j buah perkalian elemen-clem

%Jika bobot dari garis berarah (ij) dalam graf berara

scbag.;u titik awal dan j seba;,ai tlll]\ akhir (ij = 1,2, ... ,n):.

a.. .
1d  d hlazjz

20

;anyaknya 1-faktor h dari

[c;] adalah

ds dimana clemen-elemen

¢ titik j dalam Ga.

titik j dalam Gu.

otasikan dengan per(A),
a, adalah

fah suatu permutasi dan

en matrik A

h Gy adalah wy dimana i

Maka fungsi f{g) adalah

pcrkahan seluruh bobot yang dimlhkl olch g, dimana g adalah f,l"lf berarah bagian
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Graf A l?if' (Ilow Graph)

Theorcma 2.2.1.
Banyaknya 1- faktor h dalam G.(A) yang bcrhubungan
dcngm harga permanent matrik C(Gl)
Bukti.

Dibcrigkan matrik A = [a;j] berukurari (nxn) yang bcrhubuni,

21

dengan matrik A sama

an dc.ng,an Gy (A) dimana

a; adahh elemen matrik A yang murupakan bobot garis bu"\rah da]am Gi(A). Dani

dcf'nlql 224 per(A)= a,a a.,, . Akan dibuktikan
J 15 % 2jp " [+ 2

berkor?spondensi satu-satu dengan l-faktor h dalam .

R

iy

perkalian clemen-clemen matrik A, a 5 425, # 0 dim

permutasi, maka menurut definisi 2.2.1 merupakan bobot-b

bcrara}j U 11(22) ... (ju.n) dimana j; sebagai titik awal dan

berarah (ji,i) untuk setiapi= 1,2, ... ,1. Dan graf bcrarah yarj

(Gi(A).

%0

bahwaa _ a_ ..a.
B T)] 2.]2 n,

lecrlkan suatu
ana ),z ... J, merupakan
obot dari rangkaian garis
i sebagai titik akhir garis

4 mcmuat rangkaian garis

bcrarah tersebut merupakan graf berarah bagian: bentan

ban dan Gl(A) karena

mcmuat scmua titik dalam G; (A). Banyaknya garis berarah pada setiap pasangan

tmknya sama yaitu l dan tlap—tlap pasangan titiknya bcriakl.

maka l?anyaknya derajat masuk dan derajat keluar pada set
Schinggga menurut definisi 2.1.7, rangkaian garis bcramh
bcrarah: reguler derajat 1, dan ménun!t definisi 2.2.2 discbut

Zj Qg gy B = Zh By g8y ¥ D

Schingiﬂ,a

1 titik awal dan titik akhlr
iap titiknya sama yaitu 1.
terscbut merupakan graf

| -faktor'dari Gp(A).

ay @y . au,

li

Buah I Teori Pennjang




Graf A Ijir (Heow Graph)

dimana > ,, adalah penjumlahan h buah 1-faktor dari

penj umiahan ¢ buah perkaliarj elemen-elemen matrik yanig

1

H U!azjz: e A

. = 0 maka 3, 885, ~2n, = 0. Jad
Zh Ay Ay Sedangkah C(Gy) dapat diperoleh dari
G].-(A)édcngan mengganti elemen-clemen tidak nol dcnga

e]cmcni-clcmen matrik C(Gy) dari G;f(A) akan sama dengan

untuk setiap a,# 0. Sesuai sifat determinan yaitu det(A) =

per(A"'g), schingga per[C(Gy)] =Zh Ay, A, = Z}

dengal{ banyaknya 1-faktor h d?lam Gi(A). T

Contoiil 2.2.2,

22

Gi{A) dan 3, adalah

sama dengan nol. Untuk

1 ZJ CITE P E

matrik bobot graf berarah

a | Séhingga perkalian

I, atau A8y, -2
= det(A") maka per(A) =

= Zh , atau sama

Pandang graf alir Gi{A) pada gambﬁr 2.2.1 dan matrik A pada contoh 2.2.1. Matrik

0 04 05
0 06 05| Maka
I 0 0 :

bobot hntuk Gi{A) adalah W

per[C(Gi)] = 0-1:0 + 1141 + 1110 + 1-1.1 + 0-1.0 + 1.00

faktor h dari Gy(A) adalah 2 buah, seperti ditunjukkan pada g

1
1 |dan

0,
C(Gr) = |0
St oo

]
I
0

= 2. ladi, banyaknya 1~
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Graf A Iu (Hlow Graph)

0.6

&

I-Fak(qr h dairi Gi{A) pada gambar 2.2. l

l)ctinisi 2.2.5.

lfaktorml connection dari tmk i kc titik j (i # j) dalam (J

Hi; adalah suatu graf berarah bablan bmtang,an yang mcm,andung :

L. th b(.rarah darl titik i ke tmk _|

23

yang dinotasikan dengan

2. lllmpunan sirkuit berarah yan;, salmg, asing titik, jika ada, yahg memuat sermua

titik dalam Gi(A) kecuali tmk-mlk yang termasuk dalan path berarah dari titik i

'l'hcoricma 2.2.2.

G;.-(A)fadalah graf alir yang Berhubungan dengan matrik ‘A bcrukﬁran (nxn), maka

kofaktor ¢, = (_|)n ZH--('?I)-L”HJ f{Hs) L1 j- dimang,
: [ _ ’

penjumiahan sebanyglk 1-faktorial connection Hj ¢

ZHij

Cij = kofaktor clemen a; d}iri ﬁ‘nzilrik' A
H; = |-faktorial conncclidn dari titik i ke titik j dalam Gi(A).
L, = banyaknya sirkuit bei‘arah dalam Hy.

jalam G;.—(A).

Bub 1T Teori Pemmjang




Graf Alir (Flow Graph)

!

I(H;) = perka]ianf bobot-bobot dalam Hi;.

I

n banyaknya titik dalam Gi{A).

Buki.

24

Misal ;didcﬁnisikan matrik A} yang diperoleh dari matrik A dengan’ mengganti

knlom; ke-j dengan kolom nol kecuali pada clemen baris ke-i kolom ke-j diganti

dengan 1. Maka dct_(/\:.’) = Cyj. Pandang -faktorial conncction Hj; dari titik i ke titik j

dalam fG..-(A)_ Jika pada H; ditambahkan sebuah garis beratah vang menghubungkan

titik j kc titik i dengan bobot 1 maka sirkuit berarahnya bertambah satu, Schingga H;;

1

tersebut menjadi h:‘ yang merupakan 1-faktor
dcngani matrik A: Dart Sctyawati, Juni, (1994, hal. 32&),
ada]ah?

' .dc‘t(A:f); (_])n > h;f‘. (-b-Lh g

dari Gi(A}) yang berhubungan

determinan matrik A;‘

)

Dcngarﬁt menghilangkan sebuah gafisi. berarah tambahan yang menghubungkan ﬁlikj

ke litiké 1.dengan bobot 1, maka jumlah sirkuit berarah dalam h;-‘- berkurang satu,

dengan kata fain L, = L, % - I, maka L, %=L
“.u ‘ ! ; hii 1

1'1

yang dihilangkan sama dengan 1, ma}‘a f(hy )= {(Hy), schiﬁgga

Gy = dCt(_A;‘) = (-l)}n Zlii__(-])'([‘uij +h f(Hi)
: ij :

-1 ey
Cij= (--I)n ZHij(_:-i)‘leiij f{Hy) . O

; T 1. Karena bobot garis berarah

Bab Il Teori I’cnmgjank




Graf A lir (low Graph)

’I'hcor;enm 2.2.3.

Banyafknya I-Ihktotia[ conncétion lj’[i'i dalam G{A) sama
dari méatrik C(Gr)s yang diperolch dari matrik C(Gy:) dengar
J dan kiolom ke-t. . :
Bukn'.é
Misalkﬁan Ajj adalah matrik haéian berukuran (n-1) x (n-1} }
A ukufmn {nxn) deingan menghilangkan baris ke-1 dan kg

dihcrikﬁan matrik tranpose dari A, yai"tu AT =[a;] maka unty

dengan menghilangkan baris ke-j dan kolom ke-i dari matri

Gi(A) gyang berhubungan denf;an matrik A, dengan matrik

adalahgraf alir yang berhubungan dengan matrik A;;, denga

definisi 2.2.3, C(Gy) dapat diperoleh dari matrik bobe

mcnggimti clemen tidak nol dengan |. Demikian juga C(Gy

matrik?bobol;Gl.-(Aiﬂ yaitu Aj dengan mengganti elemen ta

C(G[:(Aij)) dapat diperolch dari C(Gy) dengan menghilangk

25

dengan® harga permanent

1 menghilangkan baris ke-

anyg diperoleh dari :ﬁatri_k

olom ke-j. Séhingga bila

tk memperoleh A¥ adalah
k A", Diberikan graf alir
- bobot /AT, Dan Gi(Ay)
n matrik bobot A, Dari

tnya (vaituAT) dengan

Ai)) dapat diperoleh dari
K nol dc:ngan 1. Schingga

can baris ke-j: dan kolom

ke-i, atau ditulis C(Gl:)}-;_ Dari definisi tentang kolaktor .didapat Cy = -1y -Mij,

dimﬂnui Mi = det(Ay). Misalkan ‘matrik A:‘ didefinisi

thcormlja 222, magk‘a Ci = dct(A;_’i‘) = (-I)H'-j ‘M = (—1)117

per(Ay) =Y

dan pu.fr(A”) H;

IU:'L'_.'). Dari pcmbuklian

kan seperti pembuktian
Doy 1 RH)
Hi

theorema 2.2.1, maka

Bab 1 Teori Penunjang




Graf Alir (Flow Graph)

perkalian clemen-elemen matrik A: berkorespondensi satl

o -

akibal:nya f(hi)= 2,8y, 8, dimana a,dy, -2 r

njy

clemen matrik A% . Dari pembukfian theorema 2.2.2, d

a_ . Un

My,

5y Ay tuk matrik ;C(G,:('A:;‘)) dapat diperoleh

dcngah mengganti clemen-clemen tak nol dengan 1. Se

clemen matrik C(Gi( A})) akan sama dengan 1, atau a, a;jz

a, # 0 sesuai sifat determiné_m matrik bahwa det(A) = d
oo
per( Aj "), schingga

per[C(Gi( A} )] = perlC(Gi(Ay)] = I

dan pel’[C(Gl-‘(Aii))] = Péf[C(Gr)j-] = ZH@'I

banyaﬁnya 1-faktorial connection H;; dari G«{(A). Q

Contoil 2.2.3.

Pandarilg matrik A pada contoﬁ 2.2.1:dan graf alir G.:(A)'pa_d

akan dicari kofaktor C,3 dari njatrikA. Maka 1-faktorial cbi

pada g@ln}l)z)r 2.2.3, Namun sclﬁfclumriya akan dicari banyakh

T
. Hya Mé;ltl’l'k C(Gg)ay = [

n :
| J. Sedangkan per{C(Gi)] = 1+

faktorial connection H, » adalah 2 buah.

-satu den gan 1-faktor h

L Hi;

26

*
ij »

merupakan perkalian elemen-
peroleh f{hy) = f(Hy) =
dari matrik bobot Gy(A?)

hingga perkalian clemen-

=1, untuk semua

LB

a .
nj

et(A7) maka per(A}) =

atau sama dengan

a gambar 22.1. Misalkan
nnection Hia ditunjukkan

ya 1-faktorial connection

1 = 2. Jadi, bqnyaknya I-

Bab 1T Teori Penunjang




Graf Alir (Flow Graph)
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; ' l ; .
0,5 ‘ i \ :
| 04

0.6 \
‘ . “
> @ 3. es 2
. 1
Gambar 2.2.3.
1-faktorial connection Hy dari Gy(A) pada gambar 2.2.1. :

Maka, 'dari thcorema 2.2.2 dan gambar 2.2.3 didapat

Cu = g-|>”" 2oy, I (HO) = (DHC0,506 ’

1‘heo:‘§txta 2.2.4,
Misalk@an A;; adalah matrik bagian Bcrukuran (n-1)x(n-1) v
A berukuran (nxn) dengan menghilangkan baris ke-i dan

udalahégmf alir yang berhubungan dengan matrik A;;. Makag

; _I: ) r '
Com() T COLH Ay

Ci = kofaktor elemen a; dafi matfik A.
Ly = jumlah sirkuit berarah dalam h'.
n-l = jumiah titik dalam G(Aj).

1

' penjumlahan sebanyak 1-faktor h' dalam Gi(Ay). '

Pl
=
S—
1
t

= perkalian bobot-bobot dalam b,

H(-1)%0,4-0,5) =-0,1.

ang dipérolch dari matrik
kolom ‘kc-i, dan Gp(Ajy)

kofaklor_

nana

Bub [] Teori Pennnjung




Graf A :h'r (Flow Graply)

Bukti,

Cij adalah kofaktor elemen a; dari matrik A, sesuai dcﬁnis:i

= (-D"-M;; dimana M; = dét(A“) merupakan minor e]cnpeh a;, schingga

Ci= (-1 det(Ay) = det(Ag).
Dari Sclyawali, .l'uni, (1994,-; hal. "32), determinan matr

dcngax} Gi(A;) didapat
det(Ai) = (1) Do (17ER RN

Jadi, écii = (_])n-l Zh’ (-1yLh ﬂh').D

Contofh 2.24.

Pandm:zg matrik A péda contoh 2.2.1 dan graf alir Gy(A) pac
akan dgicari kofaktor C,, dari A Makfa matrik bagian Ay ada

alir Gl.tAgg) ditun; ukkan pada gambzir 224,

I

‘ Ga%mbar 2.2.4. .
Graf alir Gi(A;;) dari Gi(A) pada gambar 2.2. I

0
fah A:z = [
0

3

!
0

28

tentang kofaktor maka Cj

k A; yang berhubungan

a gambar 2.2.1. Misalkan

] Graf

Bah 1. Teori Pennnjang




Peluang Bersvarat

1 f |
Matrik  C(Gi(Az)) = [? (ﬂ dan per[C(Gi(An))] = 1. Ja

dari G;l.-(/\;g) adalah | buah, seperti ditunjukkan pada gambar

Gambar 2.2.5.

I-faktor ' dari Gl.(}\zz) pada gambar 2.2.4.
Maka ;duri theorema 2.2.4 didapat
Car = (- HC1YN0.5:13=-05
2.3. l’Li-Iuang Bersyarat.,

Definisi 2.3.1.

29

di banyaknya 1-faktor h'

2250

IHimpunan scmua hasil yang mungkin dari sualu percobaan statistika disebut ruang

sampel dan dinyatakan dengan notasi Q2. Tiap hasil dala
mlggofa dari Q, atau dikatakan pula fitik sampel. Tiap himp

kejadi:im.

m Q disebut unsur atau

unan A < Q discbut suatu

Bab I Teori Penunjang




Peluany Bersvarar

Definisi 2.3.2.
Himpunan Kosong, biasanya ditulis & atau { }, adalah

t

untukisemuaw e Q, w g @.

30

himpuﬁan khas schingga

- Mudah dipahami bahwa suatu kejadian mungkin berbentuk himpunan bagian

yang {nc]iputi scluruh ruang sampel €, atau himpunan ba

himpunan kosong yang sama sekali tidak mempunyai unsur
Definisi 2.3.3.
Irisan.dua kejadian A dan B didefinisikan sebagai

ANB={w:weAdanwe B}

Definisi 2.3.4.

gian dari Q yang disebut

chadﬂan A dan B dikatakan s&h’ng asing jika dan hanya jikt AnB=@,

Contoh 2.3.1.
Misal diketahui ruang sampel Q = {x : x > 0, x bilangan bu
bilangan genap x € Q} dan B = {x : x bilangan ganjil :,

mcrupzftkan kejadian-kejadian sali ng gsi ng, karena A N B =

fat}. Kejadian A = {x 1 x
x e Q}, ma{m A dan B

7.

Bah H feori Perunjang




Peluang Bersyarat _ ‘ : f 31

Definisi 2.3.5.
Gabmi:gan dua kejadian A dan B didefinisikan sebagai

AuB={(v:weAatauweB}.

l)cfiniési 2.3.6.
Kemut?gkinan terjadinya suat;u kej;adian scbagai hasil px rcobaaﬁ statistika dinilai
dcngar; sekumpulaﬁ bilangan n ilyaing discbut bobot ‘keja&iarr. J iké’ Q ruang saimp;_:l
maka ;f)ehmng suatu kejadian A < Q adalah jumlah boboi semua titik sampel dalam

A, din(f)tasfkan dengan p(A), yang mfemenuhi syarat : 0 < ;p(A) < 1 (D) =0, .p(Q)

= 1 dan jika Ay, Ag,... mcrubakan kejadian-kejadian saling asing maka p(UAn)
: ! ’ ’ n-l1

S pA).
nl

Contoil 2.3.2,
Sebua]j mata uang' dilantunkan dua kali, misalkan M ﬁlenyatakan muka dan B
mcnyaiakan belakang dari suatu mata uang. Ruang sampc] pcrcohaén ini adalah Q =

{MM,MB,BM,BB}. Misalkan A adalah kejadian bahwa paling sedikit muncul muka

sckali ,émaka A={ MM,M B,BM}. Bila mata uang tersebut Sictallgkup, maka tiap hasil

mempﬁmyai kemungkinan muncul yang sama. Karena banyiaknya titik sampel dalam
. ! E N
n . ' i .
Q adalah 4, maka bobot dari titik sampel adalah :]f Maka peluang bahwa paling

Bub 11 Teori Pemmjang




Pelvang Bersyarat

sedikit muncul muka sekali adalah p(A) = l+l+l = 2
| | 4 4 4 4

Dcﬁnisi 2.3.7.

A dan B dua kejadian dalam ruang sampel Q, dan bila

bersyarat A diketahui B, dino{asikan p(A | B), dideﬁnisikah
‘ ANB
pa|By= HANE)
pB)

Contoh 2.3.3.

Pcluarjlg suatu pencrbangan ‘ya‘ng telah terjadwal teratur bc?r

p(B) = 0,83, peluang sampai tepat waktu adalah p(A) =0,

32

p(B) > 0 maka peluang

schagai

angkat tcpat waktu adalah

82 dan f)cluang berangkat

dan sampai tepat waktu adalah p(A N B) = 0,78. Maka péluang sampai tepat waktu

Jjika di;kelahui berarigkat tepat waktu adalah

_ p(BNA) _ 0,78 _

0,94,
pB) 083

p(A [B)

Scdangkan peluang pesawat berangkat tepat waktu bila dikt{:tahui sampai tcpat waktu

adalahf

p(BNA) _ 0,78 _

p(BlA)= h) 082

0,95,
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Rentai Morkov Pavameter Diskrit

Definisi 2.3.8.

Dua léejadian A dan B dikafakan bebas jika dan hanya jika p(B]A) =

33

MB) dan

p(A!B) p(A). atau p(A A B) p(A)p(B). Jika tidak [demikian maka A dan B

dtkatakan tidak bebas

Cnntnjh 2.3.4.

Misalfdikclzlhui ruang sampel Q@ = 11,23,456,7.89} i engan pcluang, tiap titik

sampc} sama, _\_-'aitu%. Misalkan A= {139} maka p(A) =
| S 1 : m
{23 4‘ maf\a p(B)= —+—~+— =~ Sedangkan A R 3 ="{3]

[\Lf‘ldh’.\l'l A dan B bebas, i\'m.na p(/\ N BY=p(A)p(B) = l '

2.4, Rafntai Markov Paranact¢r Diskrit,

Dcﬁni‘ii 2.4.1,

Suatu peubah acak X 1d'1hh <;L1'1tu funhm bernitai riil d(,ng,an daerah definisi ruang

S'lmpt,] Q, yaitu unluk setiap w = Q X(w) e R ly‘: —o0 <)

1) —

I

m nl\d p(/\ N B) =

< 4w},

—t—t— = . dan B =
9 9 9 3

1y
9
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Rantai ?l‘lf!arkm' Parameter Diskrit

Definisi 2.4.2.

Diberikan himpunan indeks 1, proses stokhastik yang di

34

beri indcks oleh 1 adalah

himptinan peubah acak {X,:te I}. Himpunan semua nilai yang mungkin untuk suatu

pcubah acak X, dari suatu proses stokhastik disebut rua

dengan &,

Contoh 2.4.1.
Misalkan peubah acak X, menyatakan hasil lemparan ke-t j
dimana t > 1. Maka .himpunan‘ {Xi:t = 1} merupakan suat

t yané berbeda akan didapat peubah acak yang berbed:

stokhzfstik terscbut adalah & = {1,2,3,4,5,6} sama untuk setiap 1.

Definisi 2.4.3.

Jika { X. : 1 € l}adalah proseé stokﬁastik dengan ruang st

ng state, dan dinotasikan

ika sebu'_zih dadu dilempar,
1 proses stokhastik. Untuk

1 X,. Ruang state proses

le & sedemik{an schingga

diberikan nilai X, nilai-nilai X, t > s, tidak tergantung bada nilai-nilai X, u <,

maka proscs tersebut dikatakan mempunyai sifar Markov dan diSCbl:lt proses Markov.

Dengan kata lain, jika t, <t < ... < ta <tdan X, X, ... X, € & berlaku

p(aSXISbIth =-\'0; Xlle—X). ..-‘Xl“=‘\'u)ﬂp(a?§ Xlgblxln;x")’

untuk sembarang bilangan riit a dan b, maka proses {X,

Markofv. '

te l} discbut proses

Bah I1: Teori Pemunjung




Rantai Markov Parameter Diskrit

Definisi 2.4.4,
Dibcr;ikan proscs Markov {X[ it € [}dengan ruang _stalé

proscq {Xi:t e I}disebut rantm Markov. Sedangkan apabl

35

E. jikaj‘é; terhitung maka

lat mcrupakan parameter

dlsknt maka rantai Markov {Xt t e I} disebut rantai Markov pammeter diskrit,

Dcngan kata lain, proses {Xl t=0,1,2, ...} disebut rantal
apabllp mcmcnuht

P(Xert = X | Xo = x00 X, = Xi,

untuk setiap bilangan bulat tak negatif t dan x,, Xy, ..., X, €

Definisi 2.4.5.

Misalkan (Xt ='0 1,2, , adalah rantai Markov dcn;,a

p( \,y) pXir =y X =x) merupakan peluang transisi db

Xi=x)= P(Xi41

Markoy paramclcr d'iskrit
= X I X=X

£,

n ruang sfate &, Pcluang

ri state X ke state y untuk

rantai t;cr‘sebut bila memenuhi p(x,y) = 0 untuk setiap X,y € & dan Z p(x, y)“‘ 1.

.Dibenkan rantai Markov le} peluang transm
lcrhadap t. Jika peluang tran5131 p(\,y) bebas terhadap t n
dlkalakan Immogen “(atau mempunyai peluang transisi
tmnsm p(x,y) tergantung pada t (dalam kasus ini dmommlu
rantai dll\alakan mm-lzonwgen T(.tapl disini hanya dlbdl
rantai Markov homogen, dan untuk pembah‘tsan selanjutny

diasumsikan homogen. Karena itu, p(Xu1 =y IX, = x) tidak

yes
p(x,y); mungkin bebas‘
1aka ranitai Markov (X}
&:msionc;r). Jika pecluang
in dengan “p(x,y)) maka
asi pmﬁbﬁhasan tenﬁng
a tenlaﬁg ran:tai Markov

ergantung pada t, maka

Bah 11 EYi'rm‘ Penntjang




Rantai Markov Parameter Diskrit

POl =y 1X0= %0 = p(X1 = y [ X0 = ) = p(xy). Jadi

diganti dengan p(x,y) = p(X, =y | Xy = x).

Definisi 2.4.6.

36

definisi 2.4.5, dapat pula

Misal:kan (X 1=0,1,.} add]ah rantai Markov dengan ruang state & Peluang mo(x),

X € E_, yahg didefinisikan dengan m,(x) = p(Xe =X) disebut peluan;,; awa! untuk rantai

tcrscbut pada state leka memenuhl m,(\() > 0 untuk sctlap xyeg dan Zno(x) =1.

Contoh 2.4.2. - ,

Xxe§

Dibcrfkan peristiwa yang merupakan rantai Markov bcri!iut ini. Scbuah mesin pada

waktu mulai dipakai pada sembarang hari adalah rusak atau baik. Seandainya mesin

itu ru%ak pada awal hari ke-t, peluang bahwa sclama hari

itu dapat diperbaiki dan

pada ziwal hari berikutnya, (Hari ké-(i+t)) baik, sama dci* gan p. Scandainya mesin

pada awal hari ke-t baik, pc[uangnya pada awal hari kc-(tH) rusak adalah q. Misal

dikctahm pula bahwa To(0) ada!ah p«.luang mesin rusak pdda awal hari ;kc-O. Mesin

datang dari pabrik sebelum dipakai, peluang mesin rus;a
pcluanfg mesin dalam kcadaaﬁ baiképada awal hari ke-0 ad

7(0), édimana state 0 ‘mcnya‘t‘lkan: keadaan mesin ruqak

k adalah m(0), tentunya
alah m,(l) dan m,(1) = 1-

dan statc | ‘menyatakan

kcadaan mesin baik. Sedangkan X, adalah pcubah acak yang mcnﬁnjukkan keadaan

mesin h'm ke-t. Dari pcng,andalan dlatae dapat diSlmpuH\an bahwa :.
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ruangistalc £ = {0, 1} t2>0, p(Xm =1 IXt 0) = p ,p(Xss1.

= 1:,,(0) dan p(Xo=1) = 7ol l) 1- m,(()) Karena & hanya n

37

ﬁolxlel)ﬁq,p(xo=0)

mmpunyai dua state maka

dapat dlcarl bahwa p(Xe1 = 0 |X, = 0) = l-p, yang artlnyd 1alah bila dlketahw pada

hari kc-t mesin rusak peluang pada hari berlkutnya ke- (t+l
adalah {-p. Dan dapat pula dicari biahwa p(X =1 IXl
dll\Cl'thll pada harl ke-t mesin balk peluang hari bcnkutn

adalah 1-q. Dari definisi 2.4.5, maka peluang-peluang tra

), mesin masih tetap rusak

- l) = ].q, yang berarti bila

ya mesin masih tetap baik

nsisi untuk rantai Markov

tcrscbyt adalah p(0,1) = p, p(1,0} = q, p(0,0) = I-p dan p(l;] )= I-q.;

"l‘hcoufema 2.4.1,
Misalkan {X,:t=0,1,2, ..} rantai Markov dengan ruang st

p(x.\,xé..) adalah peluang transisi dari state x, ke state Xy,

awal untuk rantai tersebut pada state x,. Maka peluang bersama

PO%U X, X1 = Xy o, X = Xy) : To{Xo) P(XoX1) .. P(-“n.%:
Bukr.".é : ‘ | | .
Misal édidcﬁnisikan kejadian A, = {X, = x,}
dan kciiadizm |

l B,= .Xn Xp, X, 2 Kn = Xa}
Sifat erkov pada dcf inisi 2. 4 4 menyatakan bahwa

P(Xml Xun I X(] = No, Xl \l: n = xn) = p(Xn'H :—“:

bcraru@dan persamaan (2.4,2) c_ian (2;4.3) didapat

ate £ = {x,, Xy, ... , X} dan

dan m,(.\ick) adalah peluang
KX)o :...(2.4.1=)
. {24.2)

..(24.3)

Xnn l Xn =Xy
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. (Anrt | Bo) = p(Ani | A0)
dan An N By = B, schingéa dcrigan menggunakan deﬁ'
bc‘rsyzzxrat didapat .

;mmwmmmMmMMf
I\Lmllldldll duu,an mensubshlusman persamaan p(B3,. 1)
dalam persamaan (2 4.5) dldapat 7

*P(Bu) = plAa | But) plAnt | Bu) p(B.}
Prosesi térscbut dilanjutkan be}ulang:ulang sehingga didap%l
m&ﬁmmenmmAma p(A1 | Bo) p(Bo).

Olch 51fat Marl\ov pada persama'm (2.4.4), setiap l\eia

pcrsama'm (2.4.6) dapat du,antl olch kejadian A, schmg,{,a ¢

n) p(An I An l) P(An 1 IAu 2) p(Al lf

Jadi dari definisi 2.4.5 dan 2.4;6 didapat

P(Xo =0, X1 = X1, 0o, Xo = X0) = P(XasXe) ...

atau p(Xu Xoy X[ Tfn(\u) p(‘(n,‘il P(\a

Contdh 2.4.3,

Pandanz, rantai Markov pada contoh 2.4.2, Peluang kcjad

54
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{2.4.4)

misi 2.3;7 tentang peluang

| -(2.4.5)

P(Ani! an-z)'P(Bn-z) kc

).

.. (24.6)
dian B; pada ruas kanan
lidapat .

o) p(f\n_)-

P(Xu,.‘(1) %[n(xn) .

I:‘(n)- [:]

an rantai pada hari ke-0

mesin baak hari kc-l mesin rusak dan hari ke-2 mc-sin masih tetap rusak
adalahg p(Xo=1, Xl =0, X;= 0). Dari theorema 2.4.1 didap:lt
pXo=1,X1=0,X,=0) = (0,0).

(1) p(1,0) p
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Jadi, dari hasil contoh 2.4.2 didapat

p(Xn "_""' I, X]_ = O_, Xy = 0) = my(1 )C](I

Definisi 2.4.7.

39

Sembarang matrik bujursangkar dengan elemen-e]emen‘n:ya bilangan riil tak negatif,

dimafla Jumlah semua elemen dalam setiap barisnya sama dengan 1 disebut dengan

matrifc stokhastik. .

Dcf’in‘isi 2.4.8.

Misal}(an suatu rantai Markov mempunyai tuang state Ei= {x0, Xy, ...

Y X} Dapat

dibuai matrik stokhastik P yang berukuran (n+1)x(n+ I:) vang clemen-elemennya

adalah peluang transisi p(x;x;) dari state x; ke state x;, untuk

ini dis;cbut matrik transisi, yang diséjikan dalam bentuk :

pixg- X)) piX,X ) = p(x X )

b [POROX) BOGK) e Bl )

Px,.xg) POX.%) o pCx,x,)

semua x;.x; € £ Matrik P

dimana p(x,.x;) adalah elemen;ban’s :kc-(i+l) kolom ke-(i*—ﬁ dari P, untuk sctiap i,j =

0,1.2, .. n.
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Contbh 2.4.4.

Pandqng, rantai Markov pada contoh 2.4.2, Maka sesuai d“ﬁnsi 2.4.8, matrik transisi |

P untuk rantai Markov iersebut adalah
_ -[p(o,O) p(io,l)} _ [r -p P ]:
p(1,0) p(1,1) q l-q

Deﬁnzisi 2.4.9.

40

Misalzkan Xi:t=0,1,2, ..} adalah rantai Markov dengan ruang state E. Peluang

transisi m-langkah dari state x ke state y, dinotasikan dengan p"(x.y), didefinisikan

sebagéli pr(x,y) = p(Xm =y | Xo= x) dengan m > 0, untuk sctiap x,y € & Dan

p(x,y) ' ,m=1]

Xy

Bcrdasarkan sifat homogen terhadap t (pelu'm;,

. o _ [V A=y
P (x’}g’)—{ﬁ o m=0 ,dflmana 8,\;,}'—{0 xley.

transisi stasioner) rantai

Markov {Xe:1=0,1,2, ...}, maka untuk sctiap bilangan buial 12 0 berlaku p“‘(x,)r)"=

p(Xew = y 1 Xo=x)= (Xt = y | X, = x).

’I‘heorfema 2.4.2.

Misa!l&an X t= 0,1,2 N adalah rantai Markov dengan rmng state &, njaka

YIE L vyE S Ymo 6 &

p"‘(\,y)“ > > . Zp(\y )p(y Y, )Py L)

:, dimanam 2 2.

Bub 1 feori Perijong




Rantei Markov Parameter Diskrit ‘

Bukt:'.

Dlhul\hkan dengan mcng,g,unakan mdukqt pada m.

Unluk m = 2, dari definisi 2. 4 9 d]dapat

Py) = P2 =y |Xo— X).

Persagmaan (2.4.7) artinya adalah pcluang transisi dari st

scbanyak dua langkah. Misalkan dlpillh sembarang stat;: \

pada !ang,kah ke-1 rantai bcrada pada state y,, maka pcluan
PX =y, Xe =y [ Xo=x). |

Makaz dari definisi 2.3.7 tentang peluang bersyarat didapat

41

(2.4.7)

ate x ke state y ditempuh

. € & sedemikian schingga

gnya adalah

‘ = pX =x, X =y, X =)
P(XI=YI,X2=}"|XuzX)= 2 ' H-I 2 .
| | pX, =
Menuﬁrut theorema 2.4.1 dan definisi 2.4.6 didapat
7 (X) POy ) POY,Y)
° —————— = p(x.) plysy)-

X =y, Xa=y [ Xo=x)=
- To{X)

Karena untuk sctiap state yi € & yang berbeda merupak:

state \ y; dan y yang berbéda-bt:da maka didapatl keja

an kejadian rantai melalui

dian-kejadian- yang Saling

asing.§ Jadi, total peluang transisi dari state x ke state y yang ditempuh dalam dua

lang,lnh adalah p (\ y) = Z p(X

\|E~. .

‘=}’|X0= X)

pi(xy) = Zp(*c 3')p(y Y).

\|C\.

Terbuktilah theorema benar untuk m = 2. Andaikan theo

|

(2.4.8)

rema benar untuk m = K,
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maka  berlaku pk(X,S’)

Z > Zp(xy)p(y

'\|E-..\e\.. \;_]En,

42

V)P, ¥) . Akan

dibukétikan thcorema benar untuk m = k+1, pk Y(xy) = p(ﬁXk+., = y:‘.l Xo = x). Dengan

meng:gami p(y.,y)' pada persamaan (2.4.8) dengan pkéyl,y) didapal p"”(x,y) =

Zp(\,y ) pr(Y,5Y). Karena theorema benar untuk m = k maka
pi(xy) = Zp(x y, {Z Z ZP(YI,)'z)P(Ya,Yz) D(Yk,)f)}
vieS wES hEI, wed
= Z Z Zp(w )p(y WY,) Y, Y)
=2 2 2 p(x y, )p(y SR (. ,,y)
MES MES  Yuay €4

Jadi, t:crbukli juga bahwa thcdrema benar untuk m = k+1. C[
Deﬁniisi‘2.4.10.
Misalkan suatu rantai Markoy dengan ruang state & = .{kt X1, ... » X4). Untuk sctiap

biIangiari bulat tak hegatif m, misal notasi P™ menyatakan "

deng:,.m elemen baris ke—(1+1) koIom ke-(j+1) adalah pc

m

(\.,\j) untuk sctiap £,j = 0,1, ... n. Dengan kata lain,

witrik rrgm'isf m-langkah,

luang transisi m-langkah

p"‘(xn,x(‘,) p"(x,.x)) p"‘(xo,;:lx'“)
pr= | PTOGR) PRGN p"'("_.’f*n)
P"‘-'(Xn,x:)" pr(x LX) p" (x ,;;-")J

ELl

atau blS"l disingkat dengan P'" [(p (XX e o] dcng,an

1 =0,I;... n
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. Untuk mencari matrik transisi m-langkah digunakan operasi pemangkatan

matril;{ transisi. Untuk itu, daéar teori untuk operasi terschut diberikan pada thcorema

243

Theoé‘cma 2.4.3.

Unlul§ sctiap bilangan bujat m > 0, matrik transisi m-la’ngkah P™ adalah matrik hasil

pangkat m dari matrik transisi P, Dengan kata lain, P®= P{P- -.. - P,
; S : | S————t

Bu Im

m-dinktor

Akanédibuktikan dengan m¢nggunakan induksi pada m Untuk m = 1, P' = P,

merupakan matrik lﬁ_asi‘! pang]‘;at 1 dari matrik transisi P, kaﬁrcna p! = [(p](xi,xj))(mx,-u;],

dcngain ij=0,1,..,n Dari definisi 2.4.8 dan definisi 2.4.Q didapat

P(X,.X,) P(X,.X,)
p(x,,x ) Px,X)

p! = ;[(D(thj))(mxi'l.)] =

p(x*n’x())_ p(xn’xl)

Jadi 1§:rbukli theorema benar %_umﬁk; m = 'l'_.'-'Mi_salkan theorema benar untuk m = k

maka ématrik transisi k-langkéfl P+ hcrﬁﬁakan hasil panglicat k dari matrik transisi P.
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Jadi Pk = P-P. ... -P. Sekarang akan dibuktikan theorc

k-Inktor :

PR = 1M (%, %) o) dari theorema 2.4.2 didapat

phtl = |:(Zpk(xn}’) p(y’xj)J : }dimana £ adalah
G C

: vel

Markov terscbut. Jadi P! = [(p*(xi.y e ool (PG5

(P-P:P....p). D

[N

(1». +] )YITBHM

Contoh 2.4.5.
Pandaing matrik transisi P pada cohloh 2.4.4. Maka matri

rantaiz Markov tersebut adalah

Pzz,,é,pz[l-p le-p p] (-prpa
a I-alia l-qf [qU-p)+(-a)q

2.5. Transformasi-z.

Definisi 2.5.1.
UntuK suatu barisan berhingg? {x,} yang dikelahui, dideﬁ

dari picubah kompleks z dengan membentuk polinom :

44

ma benar untuk m = k+1,

ruang statc untuk rantai

J=PP=P.P.... .P =
. B G

k-fnktor

k transisi 2-langkah untuk

1-p)p -*;p(l - q)}_
ap+(1-p)?

nisikan scbuah fungsi F(z)
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5 ) m : :
F(2) T Z[{x])] = Zxk z" = xz" + XpZ'' L X2t
k-n i

Fungjsi ¥(z) discbut transformasi-z dari barisan {x,}. Padal

45

(2.5.1) -

persamaan (2.5.1), indeks-

indcl{s awal dan akhir dari barisan yaitu n dan m, dapat merupakan sembarang -

bilangan bulat mulai dari —oq hingga +oo. Sedangkan invers fransformasi-z dari F(z)

didctinisikan scbagai

ZM{F(2)} = {x.).

Cnnt;oh 2.5.1.

Pandzimg barisan {x,} = {2k},;umu1{ k 2 0. Maka dari defini

: 1o o . '
Flz)= > x zk = D dkgki= 1 +22+ 27 +2'7 4 L 5

Lk e koo

Jadi ifnvcrs transformasi-z dari F(z) adalah Z"{ 12 } = {

1-2z

Sifat-sifat Transformasi-z:
1. Kelinieran,

Transformasi-z adalah suatu operasi linier, yaitu

Zla{x) + biwdl = D (ax, +by,)z*

k<

o : 1on
= 1 k : k
S 10 Sy
[ |

2

si 2.5.1, didapat

1-2z

k
B

~(2.52)

.{2.5.3)
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2. Pergeseran.

Transformasi-z

Definisi 2.5.2.

46

Transformasi-z satu pihak (unilateral) dari barisan {x}didcfinisikan scbagai

Fu(z) = Zo[{x}] = Z:-\'kz" '
k0 :
liandang barisan maju {Xpax, ) dengan ko 2 0, makzi

Z’"E X, 1 1= Z Xiak, 25
: k-0 ‘

, ) f
- . -k
E X,Z"z %

m -k i

» f
= =k .
z7% Y x,zn

m - ky

}

= 2z % {Fu(2)- Xo= X \Z- .. - xkn_,zk‘f

3. Perkalian dengan k.

(2.5.4)

.(2.5.5)

Misalkﬁn Zl{xg] = F(z), akan dicari iransformaéi dari barisan {kx,}. Dari

dcﬁnisi 2.5.1 didapat Z[{kf{k}] = kakz* =z Zk.\'k'z*
: : o ke K

Dari rumus pendifferensialan suatu polinom 2", yaitu : 3
‘ ' Z
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d
— F(z).
Zdz j(?)

Dcingan induksi dapat diperlu:as hasil diatas "kepef

pangkat bilangan bulat positif n. Jadi
f1-N,. — d n .
Z[(K'x3 ] ={z— 1" F(2)
. . dz ™

Sifat ke-3 dart transfdrmasif—z ini-dapat digunakan

rumué dibawah ini; misalkan 'f('z)ﬂ.Z[{ak}]r— l ! dank
H . o : - a7
L zpm‘"r az
(1- a7)2
L 2tk = 2
[{ka™"}] (1-az)?
L Z[{(k+D)a%)] = k-l
f (1-az _

)z
Untulé mencari  invers transformasi-;' dari fungsi rasib
mcrubah kedalam bentuk pccahan parsial, yang kcmud
rumus rumus pada sifat perkahan dcn;:an k, akan dlddpﬂt

trans['ormam-z.

a7

(2.5.6)

kalian dengan sembarang

(2.5.7)

untuk menurunkan rumus-

2 0 maka

(2.5.8)
(2.5.9)

(2.5.10)

nal F(z) terlebih dahulu
an dengan ﬁlengguhakan

barisan {xx} hasil invers
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Contoh 2.5.2.

l’andz;lng fungst F(z)= _—I_I_E—I———
: - —z4-.22

10 10
denga@n memfaktorkan penyebutnya didapat

'z

[{(z) = T
' (1-?)F1-‘dZ)

dcnga?n merubah kedalam beﬁtuk pécahan parsial didapat

R BT, _ ,dimanac;=-1—9— danc, =- —
-z 1 9 .
| A .

1o -

LORE

Maka' invers transformasi-z nya adalah

10 10
2R = 22— —2
-z l
' i0

I
©| 35
s
1=
7|
N SO -
1 : .
el LN
{\I'I
r'-'—:"—’:—"'—q
|

Bab I Teori | ernjang






