BAB II

TEORI PENUNJANG
2.1 HIMPUNAN TERBUKA DAN TERTUTUP

Definisi 2.1.1 (Bartle, 1992) Himpunan B sub sei R dikatukan terbuka jika wniuk

setiap b € B terdapat persekiium?i h-rb- rCh

Contoh 2.1.2
Himpunan bilangan real R merupakan himpunan terbuka, sebab untuk setiap

bilangan x berlaku ( x-1,x+1) € R,

Contoh 2.1.3

Interval A = (0, 1] bukan himpunan terbuka.

Definisi 2.1.4 (Bartle, 1992) Hfmpunan A dikatakan llerm!z'rp (closed) ﬂka

himpunan B terbuka.

Contoh 2.1.5

Interval tertutup A = {a,b] merupakan himpunan tertutup.

Himpunan bilangan asli N = {1,2, 3, ..} merupakan himpunan tertutup.




2.2 HIMPUNAN KOMPAK

Definisi 2.2.1 (Bartle, 1992) Diberikan A himpunan bagian R, koleksi inteval
interval terbuka {0,/ n € 1} dinamakan liput terbuka himpunan A jika lumpunan

A termuat di dalam O O,

Contoh 2.2.2
Himpunan yang berupa interval = [0,1) mempunyai liput terbuka, antara lain :

a. {(-0.2,0.2),(0,0.4),(0.2,0.6),(0.5,1)}

b {(-w, w)]

c. {(-1,1- % Y/n=123,.)}
Jadi‘]'liput terbuka untuk suatu himpunan dapat berupa koleksi hingga atau tak
hingga interval terbuka.

Jika liput terbuka {O, / n € I} memuat koleksi hingga {O,/n=1.2,... p}

dan himpunan A ma__sih termuat dl dalam kolleksi hingga te;rse_:but,_ maka_ {.()u in -

1,2,...,p} dinamakan sub liput hingga himpunan A,

Teorema 2.2.3 (Bartle, 1992) Untuk setiap liput terbuka himpunan A = [0,1]

mempunyai sub liput hingga .

l__)efinisi 2.2.4 (Bartle, 1992) Himpunan K dinamakan himpunan kompak jika

setiap liput terbuka himpunan K mempunyai sub liput hingga.




Himpunan K dikatakan tidak kompak jika terdapat liput terbuka himpunan

K tidak mempunyai sub liput hingga. Mengingat contoh, himpunan A = (0.1)
bukan himpunan kompak. Himpunan A = {% /' n = 12,.} juga bukan

himpunan kompak. Berdasarkan teorema 2.2.3, setiap interval tertutup merupakan

hmpunan kompak.

Contoh 2.2.5

Himpunan A = {0, 1, 1/2, 1/3, ...} merupakan himpunan kompak.

Teorema — teorema berikut ini menjelaskan karakteristik ‘himpunan

kompak di dalam R.

Teorema 2.2.6 (Bartle, 1992) Jika K himpunan kompak maka K terbatas dan

tertutup.

Teorema 2.2.7 (Bartle, 1992) Jika K himpunan kompak dan M < K tertutup

maka M juga kompak.

Teorema 2.2.8 (Bartle, 1992) Jika M himpunan tertutup dun terbatas maka M

kompak.

Teorema 2.2.9 (Bartle, 1992) Di dalam R, K. himpunan kompak jika dan hanya .

Jjika K tertutup dan terbatas.




2.3 HIMPUNAN TERBATAS

Diberikan himpunan tak kosong Ac R, bilangan x disebut batas atas
himpunan A jika untuk setiap a € A berlaku x >a. Himpunan A dikatakan terbatas
ke atas jika himpunan tersebut mempunyai batas atas. Bilangan x disebut batas
bawah himpunan A jika untuk setiap a €A berlaku x <a. Himpunan A dikatakan
terbatas ke bawah jika himpunan tersebut mempunyai batas bawah.

Bilangan x bukan batas atas A jika terrdapat a € A dengan a < x. Secara
sama, bilangan x bukan batas bawah jika terdapat a € A dengan a > x. Himpunan
- A dikatakan terbatas jika mempunyai batas atas dan batas bawah. Dengan kata
laln, hlmpunanA dikatakéﬁ .t.e.rba-tas!: j-i.k.a .te.rdaj.:-a-t. .biia-r.lgan m> 0, sedemlklan |

hingga untuk setiap a € A berlaku—m < a < m.

Definisi 2.3.1 (Bartle, 1992) Dikatakan f: A =R dikatakan terbatas pada A jika

terdapat kosntanta M > 0 sedemikian hingga [ < Muntuk semua x e A.

Contoh 2.3.2

1. Himpunan A = [a,b] merupakan himpunan terbatas. Sebab a dan b berturut —
turut merupakan batas bawah dan batas atas A = [a,b].

2. Lima dan nol berturut — turut adalah batas atas dan batas bawah atas himpunan

A={5432,10).




2.4 FUNGSI KONTINU

Diberikan f: (a,b) — R dan ¢ € (a,b). Fungsi f dikatakan kontinu di titik ¢

untuk setiap € > 0 terdapat & > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x € (a,b) dan

|x - cl< & berlaku | f{x) - fle) <.
Definisi 2.4.1 (Bartle, 1992) Diberikan f s fa,b) = R. Jika (c,d) c (ab), fungsif

dikatakan kontinu pada (c,d ) jika f kontinu di setiap titik pada (c,d ).

Jjika beberapa selang terbuka di sekitar ¢ terkandung dalam daerah asal [ dan

Limx—)cf(x) =f(C).

Dari definisi di atas dapat disimpulkan syarat suatu fungsi kontinu, yaitu
a. Limy,, f{x)ada
b. f(c)ada

c. Limy,. f(x)=1(c)

Teorema 2.4.3 (Purcel, 1995) Jika [ suatu fungsi polinom atau fungsi rasional

- maka Lim,_ f(x)} =f{ c).

Teorema 2.4.4 (Purcel, 1995) Fungsi polinom kontinu di setiup bilangan Riil ¢.




2.5 NILAI EKSTRIM

Definisi 2.5.1 (Purcel, 1995) Diberikan D c R' dan f: D — R. Jika (a.b)e D,
nilai f (a.b) adalah nilai minimum lokal dari fungsi f bila f{a,b) < flx,vj wuuk

semua domain (x,y) di dalam cakram dengan pusat (a,b).

Definisi 2.5.2(Purcel, 1995) Diberiken D c R'danf: D — R. Jika (ab) e D,
nilai f (a.b) adalah nilai maksimum lokal dari fungsi f bila fla,b) > fix,y) untuk

semua domain (x,y) di dalam cakram dengan pusat (a,b).

Definisi 2.5.3(Purcel, 1995) Diberikan D c R' dan f : D — R Jika (a,b)e D,
fungsi fixy) memiliki titik pelana di (a,b) bila di dalam setiap titik di dalam
cakram dengan pusat (a,b) lerdapat domain (x,y) di mana fixy) > fla,b) dan

domain (x,y) di muna fix,y) <fiu,b).
2.5.1 FUNGSISATU VARIABEL

Terdapat fungsi satu variabel F = f{x). Titik ekstrim fungsi dicari melalui
S (x) = 0. Dari sini akan diperoleh satu atau lebih titik ekstrim atau tidak ada.
Misalkan salah satu titik ekstrimnya berada pada x = a, sehingga /(a) = 0. Jenis

ekstrimnya dapat dicari dengan memakai kajian deret Taylor.




10

Deret Taylor dari f(x) di sekitar x = a adalah
1 ,
f) = @) + (s—a)f (@) + S (x =) () + ..
jika h=x —a maka

169 ~f@) + W)+ I

1)~ fla) = %h?f‘ @ - .

Parameter h menunjukkan nilai perubahan f{x) di sekitar x = a (h #0).
Kita tidak perlu mencari nilai eksak dari h, yang diperiukan adalah tanda positif
atau negatifnya. Tanda positif atau negatif h hanya ditentukan oleh suku pertama
- dari deret tersebut.

Maka dapat disimpulkan bahwa h>0 dicapai bila /°’(a) > 0, artinya f{x}
mencapai minimum di X = a (di sekitar x = a terjadi f(x) > f{a)). Sedangkan h< 0
dicapai bila f’(a) <0, artinya x mencapai maksimum di x = a (di sekitar x = a
terjadi f{x) < fa). Bila /’(a) = 0, maka tanda h = 0 menjadi tak tentu, bisa positif
atau negétif. J-en.is. titik kritis ini diﬁamakan titik ekstrim tak tentu maksirhqm atau |
minimum, dalam hal ini disebut juga titik belok.

Dari sini dapat disimpulkan bahwa, “Nilai ekstrim dan fungsi satu variabel
diperoleh dengan melalui °(x} = 0 dan jenis ekstrimnya dapat dideteksi dari tanda
nilai /’(x), bila positif maka titik tersebut sebagai titik ekstrim minimum, bila

negatif maka sebagai titik ekstrim maksimum dan bila nol maka sebagai titik

 belok”
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2.5.2 FUNGSIDUA VARIABEL

Terdapat fungsi dua variabel F = f{x,). Titik — titik kritis diperoleh dari

Q{:~=Fx=0dan or =F,=0
ox ov '

Misalkan salah satu titik ekstrimnya berada pada x = a dan y = b, sehingga
- F{(a,b)=0dan F, (a,b) = 0. Deret Taylor di sekitar titik x = a dan x =b adalah

Fioy)= > [(x— @)oo (y-b)%)“ F (2.0)

n=0 12

Bilan=F(x,y) - F(a,b)danh=x-a, k =y - b, maka

(B Fo + 2hkF + K Fyy) + ..., untuk h 20,k # 0
Y ¥y

B | o

Di sini h dan k adalah variabel bebas, bilangan real yang cukup kecil di sekitar
titik ekstrim (a,b). Sehingga tanda positif / negatif dari nilai v adalah dipengaruhi
langsung oleh nilai h dan k. Pengaruh langsung variabel bebas h dan k ini dapat
djkeﬁdalikan oleh komponen turunan fungsi bila persamaan tersebut diubah
meﬁj adi bentuk kuadrat lengkap sebagai berikut :

1

AV

(h? Fye+ 2hkFFay + KFqy + K FuFay — K F ) + L
1
= -ZE;(W?Xr + ki) + K (FoFyy — P )) +

| _'='ZLF((IzF;+kFu)?+k2.T1))_+ o

ini dinamakan metode penyelesaiaan x (Fxx # O); di mana A =FFyy — sz,,.
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Sekarang pengaruh variabel h dan k dalam mempengaruhi tanda positif / negatif

dapat dikendalikan oleh komponen turunan fungsi, yaitu A dan Fy.

Sehingga dengan menggunakan metode penyelesaian dalam x (Fu # 0) pada

fungsi dua variabel dapat disimpulkan sebagai berikut :

1.

2,

Jenis ekstrim fungsi dua variabel dapat dideteksi dari nilai A dan Fy, .
Bila A>0 maka tanda dari hanya bergantung pada F, , sehingga titik
tersebut merupakan titik ekstrim minimum bila Fy, >0 (A>0) dan

merupakan titik ekstrim maksimum bila Fy < 0 (A<0).

. Bila A < 0 maka tanda dari menjadi tidak tentu, bisa positif atau negatif,

bergantung pada nilai h dan k, sehingga titik tersebut dinamakan sebagai

titik ekstrim tak tentu atau titik pelana.
Bila A = 0 maka jenis kritis pada titik tersebut masih belum dapat
disimpulkan, karena untuk nilai h dan k tertentu dapat menghasilkan nilai

A= 0, artinya tanda positif / negatifnya dari belum dapat dipastikan.

. Bila dibuat tabel akan diperoleh

Fux Fyy A Jenis Titik Ekstrim
+ /- +/- + Minimum / Maksimum
- Pelana

0 Belum tahu

-+ - - Pelana

- + — _Pe_lana
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Bila Fy, dan Fy, memiltki tanda sejenis maka akan menghasilkan titik
ekstrim maksimum atau minimum, tetapi ingat harus diuji lagi bahwa nilai A>0,
Bila Fi: dan F,y memiliki tanda tidak sejenis maka titik ekstrim yang dihasilkan

adalah titik pelana.
2.6 MASALAH OPTIMASI

Suatu masalah optimasi dalam " adalah suatu masalah di mana kita
harus menentukan suatu nilai dari suatu fungsi yang diberikan /: " —»9  untuk
memakﬂsi.ma.llkall_l atau .merr“lir_xi.m.alkan atas sc_:_bu_ah himpu_na_n 3 c_‘J?". Selanjutnya
fungsi f disebut fungsi objektif dan himpunan § disebut himpunan pembatas
(kendala).

Secara umum masalah optimasi ini akan kita sajikan dalam bentuk
penotasian

Max {f(x) [xed}
dan
Mi(z {fix) [xed}
Solusi untuk masalah Max {ffx) /xed } adalah suatu titik x dalam sedemikian
sehingga
) 2/ty), vy €8,

- Dalam hal ini f'mencapai sebuah nilai maksimum atas § pada x dan x disebut titik

' maksimalisasi fatasS .”S;édang.'ké.n -S(.)Ill.l.Si daﬁu.iﬁasélaﬁ i\«.’Ii.n {f(t) /r éé‘ } -édai;h-

- suatu titik z dalarn & sedemikian sehingga fi=) <ffy), Yy €3,
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Dalam hal ini f mencapai nilai minimum atas § pada z dan z disebut titik
minimalisasi fatas d.
Himpunan nilai — nilai atas 3 dinotasikan dengan f{§) dan kita definisikan dengan

A& ={weR {3xed > f(x)=w

Contoh 2.6.1
Misal 8 = R, dan ff) = x untuk xe8, maka /) = R dan sup & = +oo. Jadi

masalah Max {f{x) /x5 tidak mempunyai solusi.

_Contoh 2.6.2
Misal = [ 0, 1 ] dan misal f{x} = x (I — x) untuk xe8. Maka masalah dari

maksimalisasi f'atas 3 mempunyai tepat satu solusi, yaitu x = %

Contoh 2.6.3
Misal 8 = [ -1, 1 ] dan fix) = x* untuk xe5. Masalah maksimalisasi / atas &

mempunyai dua solusi x =-1danx =1,

Selanjutnya, himpunan dari semua titik yang menentukan nifai f
* maksimum dan minimum atas  dinotasikan dengan arg Max {f{x) /xed } dan
argMin {f{x) /x &6 }, dimana

. f"'g M@Y_{/’.Cf) [xed}={xed[fix) 2fly), ¥y €6}
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sedangkan

arg Min {f{x) [xe6 }= { €8 [fix) <fy). Vi 5}

Dari persamaan di atas, misal -- / menotasikan fungsi yang mempunyai

nilai pada X yaitu — f{x), maka

Teorema 2.6.4 (Sundaram, 1996) Titik x adalah suatu titik maksimum dari [ atas

& jika dan hanya jika x adalah suaitu titik minimum dari —f atas 6.

Teorema 2.6.5 (Sundaram, 1996) Titik = adalah suatu titik minimum dari f atas &

Jika dan hanya jika = adalah suatu titik maksimum dari - fatas 6.

Misal @ : 91— 9 adalah sebuah fungsi naik, sedemikian hingga x > y

maka ¢ (x) > ¢ (y).

Teorema 2.6.6 (Sundaram, 1996) 7itik x adalah suaty titik maksimum dari f atas
8 jika dan hanya jika x juga merupakan titik maksimum dari fungsi komposisi

@ofatas o

Teorema 2.6.7 (Sundaram, 1996} Titik = adalah suatu titik minimum dari f atas §

Jika dan hanya jika z juga merupakan titik minimum dari @e f atas 6.
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2.7 OPTIMASI DALAM BENTUK PARAMETER

Himpunan titik fisibilitas dari suvatu fungsi objektif dalam bentuk
parameter tergantung pada nilai darl suatu parameter 8 dalam beberapa himpunan
nilai — nilai parameter fisibilitas ©. Dimana 6 adalah himpunan dari semua
parameter yang terlibat, dengan 6 menotasikan sebagai parameter khusus dalam
©. Dalam hal ini jika 6€®, maka fungsi objektif atas himpunan titik — titik
fisibilitas dari masalah optimasi disajikan dalam notasi /(*, 6) dan & (8), jadi jika
masalah optimasi adalah masalah suatu maks;'masi, maka akan ditulis

| Max{fen & fres@)

Sementara masalah minimasi akan dinotasikan dalam bentuk

Min {15, §) [x &5 (6)
Dimana himpunan titik — titik maksimasi dari {*, 8) atas 8 (8) dinotasikan dengan

arg Max { fix, 6) [x €6 (0)
Dengan demikian akan kita gunakan notasi & (8) sehingga himpunan titik — titik
maksimalisasi dari
8'(Q = arg Max {fx, § |x 5 (0))

= {x €8(9) [fix, 6 2fF= 6, Vee5(0)
Dengan cara yang sama akan kita gunakan notasi 8+ (0) sebagai himpunan titik —
' titik minimalisasi dari {*, 8) atas & (8);

- Selanjutnya. dinotasikan ' (6) dan £ (0). berturut — turut sebagai nilai

supremum dan infimum dari fungsi objekiif yang diberikan dalam bentuk .
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parameter 0. Yaitu jika /(8 (0)) = {ye® ly = Ax, 0), Vx €5 (6)} menyatakan
himpunan dari nilai — nilai yang dapat dicapai f{e, 6) atas & (0), maka

119 = supfts(¢)
dan

A8 = mﬁra (9).
Kita sebut / nilai fungsi dari mésalaﬂ maksimasi atau Max { fix, 6 /x es (0
dan f+ sebagai nilai fungsi dari masalah Min{f(x, & [x € (8). Jika 3" () adalah
himpunan tidak kosong untuk beberapa 6, maka f5(0)) = {x, 0) =_/(x', 0), vx'

dan x ada dalam & (0). Jadi dalam hal ini kita nyatakan bahwa f 0= fix’, 0),

. .¥x" €8°(9). Dengan cara yang sama dapat. ditentukan bahwa /+(0) atas 8+(0) yang. .

tak kosong.






