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TEORI PENUNJANG

2.1. Bilangan Bulat.

Definisi 2. 1. 1.
Misalkan @ dan & bilangan — bilangan bulat, ¢ membagi habis 6 jika
terdapat bilangan bulat ¢ sedemikian sehingga b = ac, ditulis @ / b dan dikatakan a

fakto?dari b.b kélipatan dari ¢ atau a pembagi dari 5.

Teoremzi 2 .1. 2. Algoritma Pembagian.
- Jika a, b bilangan ~ bilangan bulat dengan & > 0, maka terdapat dengan

tunggal bilangan — bilangan bulat g dan r sedemikian sehingga

a= bg + r,dengan 0 < r<b.

Bukti.
| Misalkan S himpunan dari semua bilangan — bilangan bulat x yang dapat
ditulis dalam bentuk x = @ — b» untuk # € Z, dan misalkan S’ himpunan dari
semua bilangan — bilangan bulat nonnegatif pada S. Himpunan S’ # ¢. Jika 0 € S’
didapat :

a-bg=0ataua=bq+0. ................. . 2.1.1)
- untuk beberapa g. Jika 0 ¢ S’, maka S’ mempunyai elemen terkecil yaitu:

r=a—bq atan a = pg + r dengan r positif.




Sekarang,
| a--blg+t\N=a-bg-b=r-b...................... (2.1.2)
sehingga r — b € S. Karena r elemen terkecil dalam S’ daﬁ r—b<r makar-b
adalah negatif atau r — » < 0 dan » < 5. Kombinasi dari (2. 1. 1) dan (2 1, 2)
didapat :
o - a= bg+rdengmO<r<b:
Akan ditunjukkan bahwa g dan r tunggal.
Andaikan @ = bqy + ry' dan @ = bgy + r, dengan'0 < 1y < b dan 0 < 1y < b. *-
Diasumsikan bahwa ry < r,. Int berarti :
- 0sn-nsn<b
Bagaiménapﬁn, didapat:
0sr—rn=(@- qu) - (a - bq1) = b(qr-q2).
Karena r; - kelipatﬁn dari & yang lebih kecil dari b, Eerarﬁ r;-n =0 dan rlr =r

sehingga bq, = bq, dengan 6 = 0. Ini berarti g, = ¢;. Int membuktikan bahwa g dan

r’tun’ggai . "' T : =

Contoh 2. 1. 1.
Misalkan a=357 dan 5 =13, dengan Algoritma Pembagian didapat g =27 dan
r = 6 sedemikian sehingga 357 = (13)(27) + 6. Jika a negatif maka persamaan

menjadi -357 = (13)(-28) + 7 dengan g =-28 danr = 7.




Definisi 2. 1. 3.
Suatu bilangan bulat positif ¢ disebut pembagi persekutuan terbesar dari @
dan b jika memenuhi sifat — sifat benikut :
L d/adand /b
2, c/adanc /b berarti ¢ d.

.- -Selanjutnya pembagi persekutuan terbesar dari & dan b ditulis PPT (a, &). -

Teorema 2. 1. 4.
. hka a, 6 bilangan - bilangan bulat dengan & = 0, maka terdapat PPT (q, b)
sehingg:ét
L dzamm[m o
dengan m, n bilangan - bilangan bulat dan J bilangan bulat positif terkecil yang
dapat ditulis dalam bentuk ini.
Bukiti.

Misalkan a dan & bilangan - bilangan bulat yang salah satunya bukan 0.

Jika b = 0, maka a = 0, sehingga lal| >0, d = PPT(g 6) dan
d¥a'1+b'0.atau'd=a'(-1)+b‘0.

Andaikan b = 0. Perhatikan $ himpunan semua bilangan — bilahgan bulat yang'

dapat ditulis dalam bentuk ax + by untuk beberapa bilangan bulat x dan y.

Misalkan S * himpunan ‘semua bilanganr — bilangan bulat positif dalam S.

H_impunan S memuat :

b=a0+b Ldan—b=a-0+b-(-1)




Jadi § * # 0 dan mempunyai elemen positif terkecil d, d = am + bn, dan akan
ditunjukkan bahwa d adalah PPT (g, ). Dengan Algoritma Pembagian, terdapat
bilangan bilangan bulat ¢ dan r sedemikian sehingga @ = dg + rdengan0<r<d.
Dari persamaan ini didapat :

r=a—dq=a-{(am+bn)g =a(l - mq) + b(-ng).
Jadi » dalam S = {ax + by}, dan 0 < r <.d. Pilih d elemen terkecil dalam S 7,
sehingga » = 0 dan 4/ a. Dengan cara yang sama didapat d/b. Jikac/adanc: b

maka a = ch dan b = ck untuk bilangan — bilangan bulat /4 dan £ schingga

d=am + bn
= chm + chn
'='C(h1?1 T k"n)'.‘ o

Ini membuktikan bahwa ¢ / d. Dengan definisi 2. 1. 3, d=PPT (a, b).

Akan dit&njukkan bahwa d tunggai.

Andaikan 4, dan d» PPT (q, b), maka o, / d; dan d,/ d;. Karena d; dan d; bilangan

bulat positif. Ini berarti o) = db. i . ||

PPT (aq, b) = d didapat dengan menggunakan Algoritma Euclidean yaitu
pengulangan Algoritma Pémbagian seperti berikut :
a=bgyo+r dengan 0 <ry<b

b=qin+r dengan 0 < rp <r

NS Tes1Gke 1T heeadengan rgey =0ataun 0<res 2 <7h g




Contoh 2, 1.2,

PPT (1492, 1776) = 4 dan 4 = (1776)(-21) + (1492)(25).

Definisi 2. 1. 5.

Dua bilangan bulat a dan b adalah relatif prima jika PPT (a, 6)=1

- Definisi 2. 1. 6.

Suatu bilangan bulat p adalah bilangan prima jika p 2 dan pembagi dan

padalah+ i dan+ p.

2.2, Relasidan Modulo.-

Definisi 2. 2. 1.
Suatu relasi R‘pada suatu 'h'impun.aﬁ A :—‘fb adalah suatu himpuhan R#é

yang elemen - elemennya adalah pasangan berurutan (x, y) dengan x, y dan A.

Contoh 2.2.1.
Misalkan 4 = {-2, -5, 2, 5}dan relasi R pada 4 didefinisikan sebagai berikut :
xRy & x| > V.

Jadi R={(5,-2), (5,2), (-5, -2), (-5, 2)}.




Definisi 2, 2, 2,
Suatu relasi R pada himpunan A adalah suatu relasi ekuivalensi jika
memenuhi sifat- sifat berikut
1. Refleksif : xRx, ¥V x e 4
2. Simetris : xRy = yRx, V x,ye A

3. Transitif : xRy dan" yRz = xRz, V x,y,z € A.

Contoh 2.2.2.
Relasi R pada 4 didefinisikan sebagai berikut :

xRy = 1x|=1yl adalah suatu relasi ekuivalensi pada A.

Definisi 2. 2. 3.
Misa.lkanrR suatu relasi ekuivalensi pada himpiman A #¢. Himpunan :

[a] = {x € A /xRa}

Dengan adanya relasi ekuivalensi R pada A, maka A terpartisi atas klas -

klas ekuivalensi yang saling asing.

Definisi 2. 2.4.
Misalkan # suatu bilangan bulat positif Untuk sebarang bilangan bulat a
“dan b, (@ + b) mod'n disebut sisa - pembagian (@ + ') oleh n'; (@ “o)ymodn”

. .disebut sisa pembagian (a - 5) oleh a.

disebut-klas-ekuivalensi-yang-memuat-a. : e




Contoh 2.2.3.

(-2) + (-3) mod 2 = 1 dan (-2)(-3) mod 2 = 0.

Definisi 2. 2. 5.
Misalkan # bilangan bulat positif, » >~ 1 dan x, y bilangan — bilangan bulat,
x adalah kongruen- y modulo # jika-dan hanya jika x - y adalah kelipatan dari »

atau x =y {mod 1) © x — y = kn, untuk suatu bilangan bulat £.

Teorema-. 2. 6.

Relasi kongruensi modulo » adalah suatu relasi ekuivalensi pada Z.

Bukti. -

Akan ditunjukkan bahwa kongruensi modulo n adalah (1) refleksif, (2)

‘simetris, (3) transitif.

Ambil n>1dan x,y, z sebarang elemen di Z.

1. x =x (mod n) sebab x — x = (n)(0).

2.xsy(mgdn):> xX—-y=nqg dengan g € Z.
= y-x=n{-q) dengan—qeZ.
= yE.x.(mod "),
schingga x =y (mod ) = y=x{mod n).
3. xsy(modn)dan y=z(modn)
=x—-y=nqgdany—-z=nk dengang, ke Z
:>x——z=x-y+y-~z L

Co=ng+k),  demgan(g+FhREZ
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sehinggax = y(modn)dany = z(mod n) = x= z(mod n). u

Contoh 2.2.4.
Relasi kongruenst modulo 4 pada Z didefinisikan sebagai berikut :
xRy < x= y(mod4),

adalah suatu relasi ekuivalensi pada Z.

Dengan adanya relas‘i ekuivalensi R pada Z, klas — I:das ekuivalensi untuk
kongruenst modulo 4 membentuk suatu partisi dari Z yang memisabkan Z ke
- ~dalam-himpunan — himpunan bagian yang saling asing. Himpunan - himpunan -

baglan yaﬁg salmg asmg ml dlsebut klas »~ klésr kongrucnm atéu klas —klass:sa
- Relasi kongruensi ini memuat 4 klas - klas kongruensi modulo 4 yang saling
asing yaitu :

[01={....-8,-4,0,4,8,...}

(1S(.77,5371579, 7%
[21={...,-6,-2,2,6,10,..)

B1=4{..-5,-1,3,7,11, ...}
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2.3. Grup

Definisi 2. 3. 1.
Suatu hlmpunan G¢¢ dengaﬁ suatu opera51 + di dalam G dxsebut grup
jika memenuhi sifat - sifat bertkut :
L Temwwp: -
(VxyeG)FzeG)x*y=z
2. Assosiatif
(Vv XY ze€ G.)(x* Wz =x*Qy* o).
3 (VxeGEceGetx=ste-x
‘Selanjutnya elemen e discbut elemen identitas.
4. (VaeGY3beGla* b=b*a=ec

Selanjutnya elemen & disebut invers dari elemen a.

~Contoh2: 31—

Z7~{[0]} = { [1], [2]...., [6]}pada klas — klas kongruensi modulo 7 membentuk

suatu grup terhadap penggand.aan modulo 7.

Definisi 2. 3. 2.
Jika dalam grup G memenuhi sifat :
x*y=y*x VxyegG,

 maka G disebut grup komutatif atau grup abelian.




Contoh 2. 3. 2.
Zs = {[0], [11, [2]...., [7]} pada kias — klas kongruensi modulo 8 membentuk

suatu grup abelian terhadap penjumlahan modulo 8.

Definisi 2. 3. 3.
- Grup G disebut grup siklik jika terdapat a € G sedemikian sehingga
G=(aY={xeG/x=d"n eG}.

Selanjutnya a disebut pemB‘angun dari grup G.

- Contoh2.3.3.

-.Definisi 2. 3.4

“H= {1}, (21, [4]} dari Zs. H  Zq dan H membentuk subgrup abelian terhadap -~

penggandaan modulo 7 dan H adalah grup siklik dengan elemen pembagun [2]

dan [4]..

Misalkan H # ¢, H c G. H disebut subgroup G jika A adalah grup dengan

operasi * yang sama dengan grup G.

Contoh 2. 3. 4.

H = {[0], [2], [4], [6]} dari Zs. H c Z3 dan H membentuk suatu grup terhadap

penjumiahan modulo 8.
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Definisi 2. 3. 5.

Misalkan H suatu subgrup dari grup G. Untuk sebarang elemen a di G,
aH = {xe G/ x-=ah ; h € H} disebut koset kiri dari H di G,

Ha = {xe G/x =ha: h e H} discbut koset kanan dari & di G.

Coﬁtoh 2.3.5. _ _
Koset — koset dan A = {[1], [2], [4]} di Z5: [1]H = [2]H = [4]H ={[1], [2], {41}
dan [3]H ={5]H = [6]H = {[3], [5], [6]}-

2.4, Ring dan Lapangan

Definisi 2. 4. 1.

Suatu hjmpiman R dengan operasi penjumlahan dan penggandaan disebut
Ring jika memenuhi sifat -- sifat berikut :

I. R grup abelian terhadap penjumlahan.

IL 1. Tertutup : (Vx,ye R)3ze R)x -y =z

2. Assosiatif:  (Va,b,ceRya-(b-c)=5b-{a-c).

1L 1. Distributifkiri : (x +y) - z=(x-2)+ (y- 2), Vx,y,ze R.

2. Distributifkanan :x - (y +z) =(x - y) + (x- z},V x, ¥,z € R.

Jika ring R memenuhi sifatx * y =y * x, V x,y € R, maka R disebut ring

‘komutatif
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Definisi 2. 4. 2.
Suatu ring & disebut Lapangan jika / - {0} adalah grup abelian terhadap

penggandaar.

Jadi setiap elemen a # 0 dalam / memuat invers terhadap penggandaan yang

-~ ditulis @

Contokl 2. 4. 1.

(O,+, -} dan (R, +, -) adalah lapangan.
~2,5;  Ruang Vektor -
Definisi 2. 5. 1.

Himpunan V" disebut suatu ruang vektor atas lapangan ~ jika /" adalah grup

abelian terhadap penjumlahan dan untuk settap x € V dan a € F, terdapat suatu

elemen ax e ¥ sedemikian sehingga, untuk setiap a, » € Fdanx, y € V berlaku :
1. a-(x+y)=a-xta-y.

2, (a+b)y - x=ax+b-x

3. (ab) -x = a(b -x).

4, Jecel)e-x=nx

Selanjutnya elemen — elemen dalam ¥ disebut vektor dan elemen — elemen dalam

- Fdisebut skalar.
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Contoh 2.5.1.

a a+b
V= {a,b € R} adalah suatu ruang vektor atas R.
a+b b

Definisi 2. 5. 2.

" “Himpunan vektor - vektor { #1, vs,... v} dikatakan membangun ruang
vektor V jiké setiap elemen v di Vdapat dinyatakan sebagai kombinasi iinier dari
{ v, v, V) yAIU OV vy —.. — éz,,v,, = [/

dengan ay, a»,..., a, adalah skalar.

_ Contoh2.5.2.

Vektor — vektor i = (1, 0, 0), ;= (0, 1,0), £=(0, 0, 1) membangun R’ .

Definisi 2. 5. 3.

Himpunan vektor - vektor { vi, v1,..., v, } dikatakan tak bebas linier atas

lapangan F, jika ada elemen — elemen ai, as,..., a, dari ¥ yang tidak semuanya
nol, sedemikian sehingga ayvi + aav2 +... +taw, = 0. Jikaai=ay=..=a, =0
sedemikian sehingga ayvi +aav2 + ... + auv, = 0, maka{ vy, va,..., v, } disebut

bebas linier atas /.

Contoh 2.5. 3.

1 1110 1 ..
B=" ‘LI 1+ adalah bebas linier atas'R. - -
1 011 1
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Definisi 2. 5. 4.
Misalkan / suatu ruang vektor atas /. Suatu himpunan bagian B pada V

disebut basis untuk ¥ jika B adalah bebas linier atas /' dan B membangun V.

Conioh 2. 5. 4.

B= {{ : :l,[ ]}adalah suatu basis untuk Fatas R.

1 041 1

2. 6. Ring Polinomial

Definisiz. e 1.

Misalkan R suatu ring komutatif dengan elemen satuan e dan x suatu

simbol © yang disebut” -~ indeterminate. Dibentuk

n
fix) = ax" + a,. N ax +oapd =Za,.x’ , dengan a; dalam R dan »
i=0

bilangan bulat nonnegatif. Ditetapkan -d,x’ = ¥'a,0 < i < s Selanjutnya

fxX) =ax" + a, " Pr 4 ap’ + agd disebut polinomial atas R dalam

indeterminate x(polinomial dalam x dengan koefisien — koefisien dalam R). Jika

setiap koefisien dari f(x_) berharga nol maka f{x) disebut polinomial nol. Bilangan
bulat terbesar » dimana koefisien dari x” tidak nol disebut derajat dari f{x) dengan

notasi deg f(x) dan koefisien a, disebut koefisien utama dari fx). Jika a, = 1,
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maka f{x) disebut polinomial monic. Misalkan f{x) = Za,,x" , flx) dikatakan

=0
mempunyai derajat » jika a, = 0. Jika fix) = > ax’ dang(x)=> bx' maka

i={ i=0

flx) = g(x) jika dan hanya jika a; = b;, untuk setiap 7.

Contoh 2. 6; 1.-.

fix) = 5x° + 0 x* — -4x' + 2x" suatu polinomial dalam x atas ring 7.
. g

Definisi 2. 6. 2.

Misalkan R suatu ring komutatif dengan elemen satuan dan Rfx] himpunan . .

semua polinomial — polinomial dalam x atas R. Misalkan f{x) = ) ax' dan

g(x)=> bx' dalam R[x], maka

=0

‘
f)+ g =Y (a, +h)x',

fe=(}
dengan £ bilangan bulat terbesar antara m, #,

dan

) - gy =D ex',
i=0
dengan ¢; = aghp +~ anby + .+ a; 1By + aiby,.
Selanjutnya R[x] dengan operasi penjumlahan dan penggandaan seperti di atas

“m;i_r':i'_alall 'ISua't_a rmg dan disébﬁfﬁng poulin‘omial' atas R dalam mdetelm 1 inﬁéte x
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Contoh 2. 6. 2.

Misalkan f{x) =1x" + 5x' + 3x° dan g(x) = 4x°+ 2x! dalam Z,
k

Sx)+g(x)= D (a, +b,)x" = (1 +4R"+(5+2x" +(0+0) £+ (3 +0)’
=0

=50+ x'+34°

AR g =arax vl

Teorema 2. 6. 3. Algoritma Pembagian untuk Fix]
© Jika F adalah lapangan dan f{x), g(x) € Fix] dengan g(x) = 0, maka

_terdapat dengan tunggal polinomial - polinomial g{x) dan r(x) di dalam F[x]

| sedemikian'sehingga

Jx) = glx)g(x) + rx) (1)
dengan r(x) = 0 atau deg r(x) < deg g(x).
Bukti,

1. Jika f{x) = 0 atau deg f{x) < deg g(x) maka persamaan (1) menjadi

Sx}=g(x)}(0) + fx)
berarti g{x) = 0 dan r{x) = flx) memenuhi sifat vang ditentukan,
2. Jika deg g(x) = 0, maka g(x) = ¢ untuk suatu konstanta.c. Pc?rsamaan (1)
menjadi f(x) = ¢ Ax)] + 0, berarti ¢(x) = ¢ 'Ax) dan r(x) = 0 memenuhi sifat yang
ditentukan.
Andaikan fix) »# 0 dan 1 < deg g(x) < deg Ax). Bukti dengan induski

~matematika.Untuk setiap bilangan bulat positif », misalkan S, suatu pemyataan
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bahwa jika fx) € .F[x] mempunyai derajat » dan 1 < deg g(x) < deg f{x), maka ada

g(x) dan Hx) € Flx] sedemikian sehingga
Sx) = glx)g(x) + rx)

dengan Hx) = 0 atan deg r(x) < deg g(x).

Jika n = 1, maka sifat 1 < deg g(x) < deg f{x) = n memeriukan g(x) dan f{x) yang
‘berderajat 1, misalkan g(x)=ax*+ bdan fix) =cx +d

dengan a =0 dan c # 0. Persamaan

cx+d = (ax+b)ea) + (d- bea),

berarti g(x) = ca” dan Hx) = d - bea”’ memenuhi sifat yang ditentukan, dan S,
. benar.

Jika k Bﬁéﬁgﬁn‘bulaf positif sedemikian sehingga S, benar untuk semua bilangan

bulat positif m < k. Untuk membuktikan bahwa S; benar, misalkan f{x) € Fx]
| déngan degfix)=kdang(x) F[xj dengan ..

1 <deg g(x) < deg f{x),

gl)=ad+.., fx) =+
dengan a # 0, ¢ # 0, dan j < k. Langkah pertama dengan menggunakan pembagian
panjang f{x) oleh g(x) seperti ditunjukkan dibawah,

ca "'x*d

ax’+--.)cx:"+--
-t k-

ea tx* ' g (x)
f(x)—ca'x*Mg(x)

menghasilkan =

- j(x) i_éa_lxk_jg(x)--+ [f(x)- Ca-lxk_jg(x)] e e
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Jika h(x) = fix) - ca'¥* 7/ g(x), maka koefisien x* dalam k (x) adalah nol,
dan deg A(x) < k. Dengan hipotesa induksi, ada polinomial — polinomial g¢(x) dan
r(x) sedemikian sehingga

A(x) = g(x)ge(x) + r(x) dengan r{x) = 0 atau deg r{x) < deg g(x). Ini menghasilkan
persamaan  fx) = ca”'x* Yg(x)

el e
= gOOA) - ca”x" 7+ gof)] + (),

berarti g(x) = ca'x* I+ qo(x) dan AHx) adalah polinomial — polinomial yang

memenuhi sifat yang ditentukan. Oleh karena itu S adalah benar,

‘Akan ditunjukkan bahwa g(x) dan r(x) tunggal. Andaikan f{x) = g(x)gs(x) + ri(x)

dan f{x) = g(x)qa(x) + r(x) dengan r{x) = 0 atau deg r(x) < deg g(x) untuk / =.1, 2, |

maka

ri(x) = ra(x) = [fx) - glx)qix)] - [fx) - gx)ga(x)]

= g(x)[gax) - H(x)]-

Pada persamaan sisi kanan, g(x)[q2(x) - q1(x)] adalah nol atau mempunyai derajat
lebih besar atau sama dengan deg g(x). Pada sisi kiri, ri(x) - r(x) adalah nol atau
mempunyai derajat lebih kecil daripada deg g(x) karena deg ri(x) < deg g(x) dan
deg r(x) < degr g(x). Im menunjukkan bahwa r1(x) = r(x) dan g1(x) = ga(x) sebab

2(x) bukan harga nol. Oleh karena itu g(x) dan r(x) adalah tunggal. |
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Contoh 2. 6. 3.

Misalkan f{x) = 4x* +2x* + 6x* + 4x + 5 dan g(x) = 3 x*+2 dalam Z,[x], dengan
Algoritma Pembagian didapat g(x) = 6x*+3x+5 dan (x) =5x +2, sehingga
Sx) = glx)g(x) + nx)

atau

4 2 6P Axt S= (62 3x £ 532+ 2) + Sx + 2.

Definisi 2. 6. 4.
Misalkan f{x) = 0, g(x) # 0, d(x) dalam F[x]. Suatu polinomial monic d(x)

disebut pembagi persekutuan terbesar dari f{x) dan g(x) jikka memenuhi sifat- sifat

b.erikﬁt-,:. LT

1. d(x)/ fx) dan d(x) / g(x)

2. hix)/ fix) dan A(x)/ g(x) = h{x)/ d(x).

Selanjutnya pembagi persekutuan terbesar dari f{x) dan g(x) ditulis PPT (Ax), g(x))

Teorema 2. 6. 5.

Jika fix) # 0 dan g(x) = 0 dalam FJx], maka terdapat dengan tunggal

polinomial monic derajat terkecil d(x) = PPT (fx), g(x)) dalam F[x] sedemikian

sehingga d(x) = flx)s(x) + g(x)1(x) dengan s(x) dan #(x) dalam FTx].

Untuk mendapatkan d(x) = PPT (f{x), g(x)), digunakan Algoritma
Euclidean yaitu pengulangan Algoritma Pembagian seperti berikut.ini - - .

A0 =qolx)g@) + r(x), dengan 0 <degn (W) <deg o),
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8(x) = q1(x)ry(x) + rafx), dengan 0 < deg ra (x) < deg r(x),

i) = qlor(x) + i+ 1(x),

dengandeg 7 +1(x) =0 atau 0 <deg r; +1 (x) <deg ri(x), untuk 0 </ <n.

Contoh 2.6.4. -
Perhatikan polinomial - polinomial dalam GF{5){x].
A0y =P+ 4x" + 4%+ 4% + 4+ 2+ x + 2.

gy =x"+3°+ 4+ 2+ 32+ 2.

PPT (flx) ) =2+ x-+ 4.

. PE;T momc (;ix),ig(x')) - 3(2;? + ;}4} 4) - % +I 3},}%— '4". -

s(x)=4x2+x+ I dan (x)=x"+4x+ 1.

2.7. ' Faktorisasi dalam Fix]

Definisi 2. 7. 1.

n
Misalkan f{x) = @ + gy 1" ' o+ ax’ + aped =Za,x‘ dalam Flx].

Jika ¢ suatu elemen dalam £ sedemikian sehingga f{c) =0, maka ¢ disebut harga
nol dari f{x), atau ¢ disebut akar atau solusi dari pers&maanj(x) = 0. Jika (x - ¢}/

JSix) maka (x - ¢) disebut faktor dari f{x).
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Contoh 2.7. 1.
Perhatikan f{x) = x* + 1 dalam Zs[x]. Karena £3) =3+ 1 =0 dalam Zs, maka 3

adalah harga nol dari x* + 1 atau 3 adalah akar dari x? + latas Zs.

Teorema 2. 7. 2. Teorema Sisa
 Jika f(x) suatu polinomial dalam F[x] dan ¢ dalam F, maka sisa pembagian
dari f(x) éleh (x - ¢) adalah f{c).
Bukti. o
Karena (x - ¢) dan f{x) dalam /Tx} maka menurut Algoritma Pembagian

Jx)=(x —c)g(x) + r, dengan deg r <deg (x - ¢).

. Karena (xé c) b'érde'raj-at saﬁj, makédég"r,; ) a"céurr Suafu konstanfa; o

Jadi r=flc). ' ' =

Teorema 2. 7. 3. Teorema faktor

Suatu polinomial f{x) atas lapangan berhingga F memuat suatu faktor (x - ¢)

dalam Flx] jika dan hanya jika ¢ dalam F adalah harga nol darsi fix).

Bukti. |

Dari Teorema Sisa , didapat :

Jix) = (x - c)g(x) +£c)

Jadi (x —¢) suatu faktor dari f{x) jika dan hanya jika f{c) = 0. L




Teorema 2. 7. 4.
Misalkan f{x) suatu polinomal dalam F{x] yang mempunyai derajat # dan
koefisien utama a. Jika ¢y, ¢3, c3, ..., ¢, adalah # harga nol yang berlainan dan f{x)

dalam &, maka
fxy=alx - ci)x—c)(x—c3)-(x—¢p)
Bukti,
Bukti dengan induksi matematika pada »# = deg f{x). Untuk setiap bilangan bulat

positif », misalkan S, suatu pernyataan dari Teorema .

Untuk » = 1, f{x) mempunyai derajat 1 dan koefisien utama «a, dan misalkan ¢,

suatu penghasil nol dari f(x) dalam f, maka fix) = @x.+.b dengan a # 0.dan flcy) =

0. Ini berarti ac, + b =0 dan b = - ac. Karena itu

fx)=ax; —ac, = a(x — ¢)) dan S benar.
Diasumsikan bahwa Si benar, dan misalkan f{x) suatu polinomial dengan koefisien

utama a dan berderjat 4+ 1 harga nol yang berlainan

T O e, Ty ek e datamr T Karena op v suatwharga nol-dari f(x);maka

Ax) = (x — cr+ 1)glx),
dengan Teorema Faktor dan Definisi 2. 6. 2, ¢(x) mempunyai derajat 4. Karena
faktor (x — cH 1) monic, tﬁéka g(x) daﬁ Ax) metﬁpu.nyai koefisien utélﬁa yang
sama. Untuk i =1, 2, 3, ..., k, didapat :
(ci—cr+1)g(ci) =fe;) = 0 dengan (¢; — cx+1) = 0,

sehingga g(¢; ) =0 untuk / = 1, 2, . ., k, maka ¢, e, €3, ... , cradalah harga nol

 dari g(x) dalam F, sehingga

)=l - e ey ).
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Substitusikan  g(x) ke dalam flx) = (x-—c+1)g(x) menghasilkan
JxX)= alx — ¢i)(x — c2)(x — ¢3) ==+ {x — cx){x — cx+1). Karena Sy benar ketika S+ 1
benar, maka S, benar untuk semua bilangan bulat.

Jadi fix) = a(x — c1)(x — c2)x — ¢3)++(x - )X — G 1). n

Akibat2.7. 4.
Suatu polinomial derajat #» dalam F{x] paling banyak mempunyai » harga

nol yang berlainan dalam £

- Contoh2.7.2.
Diketahui 1 harga nol dari f(x) = x* + 3% + 2x + 4 dalam Zsfx], sehingga

faktorisasinya : f{x) = (x -1)°(x -+ 1) dalam Zs[x].

Definisi 2. 7. 5.

Suatu polinomial f{x) e F[x] disebut tak tereduksi atas F jika flx) tidak
dapat dinyatakan sebagai penggandaan dua polinomial A(x) dan  g(x) dalam Hx]
dengan deg A(x) dan deg g(x) kurang dari deg f{x). Jika f{x) = A(x)g(x) maka f(x)

disebut tereduksi atas F.

Contoh 2. 7. 3.
fx)y=x"+3x +2 dalam Zs[x] tak tereduksi atas Zs.

- - fixy=x* - 2 dalam R{x] tereduksi atas R, sebab x* —2 = (x - 2"%)(x + 2'3).
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Teorema 2. 7. 6.
Jika f(x) berderajat 2 atau 3 dalam Flx], maka f{x) tereduksi atas F
jika dan hanya jika f{x) mempunyai harga nol dalam £, o -
Bukti.

Karena f{x) tereduksi maka fix) = h(x)g(x), dengan deg g(x) dan deg h(x) < deg

j(x) Karena f(x) kuadratik atau Lubtk maka g(x) atau h(x) mempunyai derajat 1

Jika g(x)(x - ¢) maka g(c) =0, sehingga
Rey= hle)g(c) = h(c)0 =0,
[flx) mempunyai harga nol dalam F. Jadi ¢ harga nol dari f{x).

Sebahknya dari Teorema Sisa didapat f(x) = (x c)q(x) + f(c) Jika f(c)

, untuk c dalam F, maka (‘C c) faktor dan j(x) Jadl j(x) tereduk51 atas . - N l .

Contoh 2. 7. 4.
fixy = X+ 2% - 3x + 4 dalam Zsix], fAx) tereduksi atas Zs karena 3 suatu

harga nol dari f{x).

Teo.rema 2.7.7.

Jika f{x) suatu polinomial tak tereduksi atas lapangan F dan f{x) membagi
habis flx)g(x) dalam F[x], maka p(x) / fx) atau p(x) / g(x) dalam Fx].
Bukti

Misalkan p(x) tak tereduksi atas F dan p(x) membagi habis f{x)g(x) yaitu

 f)g(x) = px)g(x) untuk suaty g(x) dalam FI.........ooo.oveseeerr 271,

Jika p(x) / fx); pefsamaan (2.7.1) terpeﬁuhi . Misalkan p{x) tidak membagi habis
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S(x). Ini berarti bahwa PPT (fx), p(x)) = 1. Dengan Teorema 2. 7. 5, terdapat s(x)

dan f(x) dalam FTx] sedemikian sehingga

1= fx)s(x) + plx)(x)
sehingga

g(x) = g Ax)s(x) + p(x)x)]

= f)gl)st) + gpla)
— PRI + PN
8()=p(x)[ g(x)s(x) + gx)ix)),
sehingga p(x) membagi habis g(x).

Jadi p(x) membagi habis g(x) jika p(x) tidak membagi habis x). n

Contoh 2.7. 5.
Faltorisasi fix) = 2x* + x* + 3x* + 2x + 4 atas lapangan Zs.
f0)=4,1)=2,/2)=0,£3)=1, f4)=1. Jadi 2 harga nol dari f{x).

Ax)=2(x - 2)%(* + 2x + 3) = a(x)b(x).

a(x)=2(x - 2Y dan b(x) =x*+2x + 3

plx) = £ + 2x + 3 membagi habis f(ﬁc), plx) tidak membagi habis a(x) tetapi

- membagi habis b(x).






