BAB 01
POLINOMIAL SEPARABEL

DARI LAPANGAN BERHINGGA

3.1 Lapangan perluasan
Definisi 3.1.1

E adalah suatu lapangan perluasan dari lapangan F, maka dapat ditulis
denganF <E.
Contoh:

QQ lapangan bilangan rasional, R lapangan bilangan ril, dan C lapangan
bilangan kompleks maka Q<R C. R adalah lapangan perluasan dari Q dan
C adalah lapangan perluasan dari R dan Q. Berikut ini diberikan diagram lattice

untuk menggambarkan lapangan perluasan.

C /F(X,Y) \

F(x) F(y)

|
NS

Definisi 3.1.2

f(x)eF[x] disebut polinomial tak tereduksi (irreducible polinomial) dalam
F[x] jika f(x) tidak dapat difaktorkan sebagai dua polinomial-polinomial g(x)h(x)

dengan g(x), h(x) eF[x] keduanya berderajat lebih rendah dari f(x).
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Theorema 3.1.3

Misal F adalah lapangan dan f{x) polinomial yang tidak konstan dalam
F[x], maka terdapat lapangan perluasan E dari F, dengan o € E sedemikian
sehingga fla)=0.

Bukti:

F[x] adalah daerah ideal utama, karena daerah ideal utama merupakan
daerah faktorisasi tunggal maka, f{x) e F[x] dapat difaktorkan secara tunggal
sebagai f{x) = p1(x)p2(X)... pa(X), dengan pi(x) (i=1,2...n) adalah polinomial prima
yang tak tereduksi, karena p(x)} polinomial tak tereduksi maka <p(x)> adalah ideal

F[x]
p(x) >

maximal dalam F[x], dengan suatu lapangan.

Fx]
<px)>

Didefinisikan suatu pemetaan ¢ dengan ¢ : F —» dengan a— a +<p(x)>.

¢ adalah pemetaan 1-1, sebab V ab e F. Jika ¢ (a) = ¢ (b) maka
a+<p(x)>= b+<p(x)>, atau a-b € <p(x)> . tulisa-b =k p(k)
Jadi a-b suatu kelipatan p(x) yang berderajat 0 maka a-b =0 atau a =b.
¢ suatu monomorfisma ring, sebab
¢ (atb) = (atb) + <p(x)>
=(a+<p(x)>) + (b + <p(x)>)
=¢(@)+ (b),VabeF
¢ (ab5 = (ab) + <p(x)>
= (a+<p(0%) b+ <p(x)>)

= ¢(a)d(b),vabeF
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maka ¢ (F) = {a + <p(x)> | aeF) S5 EEE . merupakan subfield dari %:

jadi F = {a+ <p(x)> |a € F}.

F[x]

maka E merupakan lapangan perluasan dari F.
<p(x)>

Misal E =

Fix]

ambil a € E dengan o = x + <p(x)>
< p(x) >

Akan dibuktikan f(a) =0, € E=

jika p(x)=acx” + a;x’ + ... + ax", a; € F, maka

p(o) = oo’ + aja’ +...+ a0
= ag(xc+<p(x)>)’ + ai(x+<p(x)>)" + ar(x+<p(x)>) +...+ an(x+<p(x)>)"
= (agx’ + arx' + apx” + ... + ax") + <p(x)>

F[x]

= p(x) + <p(x>=0
<px)>

p(c) =0, karena f(x) = pi(c).p2(c) ... pu(cr), maka f(a) =0

Contoh:

Misal f(x) = x* — x* — 2 suatu polinomial tereduksi di F[x]. Karena f(x)
polinom tereduksi maka f(x) dapat difaktorkan menjadi polinom — polinmﬁ tak
tereduksi, yaitu f(x) = x* —x* =2 =(x*=2) (x* + 1). |
Dengan memandang polinom tak tereduksi x* — 2, maka menurut teorema 3.1.3

E merupakan perluasan lapangan dari F yang memuat «/5 spdcmikian schingga

(\/5)2- 2 =2 2 = 0. Demikian juga dengan polinomial tak tereduksi x* + 1 s
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maka C merupakan lapangan perluasan dari F yang memuat i sedemikian

schingga i’ +1=-1+1=0

Definisi 3.1. 4

a € E disebut aljabar atas F dengan F < E jika f{a) = 0, untuk suatu

f(x) # 0 e F[x], jika o bukan aljabar atas F maka o disebut transendental atas F.

Contoh :
C adalah lapangan perluasan dari Q, maka o = \2 adalah elemen aljabar

atas Q dalam C sebab ada f(x) =x° -- 2, € Q[x] sedemikian sehingga f(a) = 0.

Jika F adalah sub field dari lapangan E, maka E dapat dipandang sebagai
ruang vektor atas lapangan F. Dimensi ruang vektor E(F) disebut derajat dari
lapangan perluasan E atas F, yang untuk selanjutnnya diberi notasi [E:F]. Lebih

lanjut lapangan perluasan disebut perluasan berhingga bila [E:F] berhingga..

Definisi 3.1.5
E adalah lapangan perluasan (extension field) lapangan F dikatakan
perluasan aljabar (algebraic extension) jika setiap elemen dari E merupakan

aljabar atas F.

Definisi 3.1.6
Jika E suatu lapangan perluasan dari F yang mempunyai dimensi

berhingga n sebagai ruang vektor atas F, maka E disebut perluasan berhingga
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dengan derajat n atas F yang dinotasikan dengan [E:F] = n. Selanjutnya E disebut
perluasan tak berhingga jika derajat perluasannya tak berhingga,jditulis [E:F] = .

[E:F] = 1 jika hanya jika E = F dan [E:F] = 1 jika hanya jika E=F(1)=F.

Theorema 3.1.7

Setiap perluasan berhingga (finite extension) suatu lapangan merupakan
perluasan aljabar.
Bukti:

Pandang E perluasan berhingga dari lapangan F yang mempunyai derajat
n, maka ruang vektor E atas F memiliki dimensi n. Akan ditunjukkan E adalah
perluasan aljabar, berarti setiap elemen‘ di dalam E adalah aljabar atas F. Ambil
sembarang elemen dalam E, dan a;, o, 03, ..., 0 elemen-elemen dalam E dan
jika 1 adalah unit dén' E maka 1, o, 0z, O3, ..., O merupakan elemen-elemen di
dalam E berjumiah (n + 1).

Karena ruang vektor E berdimensi n, maka setiép himpunan (n + 1)
elemen atau lebih tak bebas linear, sehingga himpunan {1, oy, 0o, a3, ..., O}
tak bebas linear, jadi terdapat elemen-elemen ao, aj, a,, ..., a, dari F yang tidak
semuanya nol sedemikian sehingga ap.1 +ajo+ a0+ ... + 2,0 =0,

Ini menunjukkan bahwa ¢ adalah akar dari polinomial tidak nol.
ap -+ 21X + a;x° + ...+ 8,x" dalam F[x]
Sehingga o adalah aljabar atas F, karena o adalah sebarang elemen dalam E,

maka E adalah perluasan aljabar.
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Theorema 3.1.8

Jika F, E, K adalah lapangan — lapangan sedemikian sehingga E adalah
perivasan berhingga dari F dan K adalah perluasan berhingga dari E, maka K
adalah perluasan berhingga dari I dengan [K:F] = [K:E] [E:F]
Bukti:

Misal [K:E] = m dan [E:F] = n, dan {oy li= 1,2,... ,n}adalah basis E atas F,
dan {B; | j = 12,...,m}adalah basis X atas E. Dalam hal.ini akan ditunjul%kan
bahwa m-n elemen-elemen «;; membentuk suatu basis untuk ruang vektor K atas

F. Ambil v € K, karena f3; membentuk basis K atas E maka diperoleh

y=biB1+ bafa+ bsBs + ...+ buPn
v=3b, untukb; € E.
s

karena «; basis dari E atas F maka

by = ajjou + agon + ...+ agoy

b= Zaijai untuk a; € F dengan tunggal

i=l
sehingga
Y= biB1 + baf2 + B3Pz + ...+ bufPm

y= (a0 + a0 + ... +8n00)B1 F ...t (@m0 F 22m0 + ...+ ApOin)Pm

Y= i(iaij“ijﬁj

=\ il

y = > a;(a;B;) dengan a; tunggal di dalam F.

ij
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Jadi ruang vektor K = [{a;B;}] atas F dengan {o;f;}adalah basis dari K atas F,
(1=12,...,n)dan (j=1,2,...,m). Jadi [K:F] = [K:E] [EF] =m.n

Dengan demikian jika F; adalah suatu lapangan untuk i =1, 2, ..., r dan
Fi+1 adalah perluasan berhingga Fi, maka F, adalah perluasan berhingga dari F,

dan [FoFi]=[FiFo] [FraFeal... [F2Fil

Teorema 3.1.9

Misal E adalah perluasan aljabar dari F, maka terdapat elemen-elemen
o, O, ..., Oy € E sedemikian sehingga E = F(a;, oy, ..., o) merupakan ruang
vektor yang mempunyai dimensi berhingga atas F, jika dan hahya jika E perluasan
berhingga déri F.
Bukti:

(=)Misalkan E = F(ay, oo, ..., 0n) dengan oneE . Akan ditunjukkan E
perluasan berhingga dari F. Karena E perluasan aljabar dari F maka oy, 0, ..., Oy
merupakan aljabar atas F, maka jelaslah bahwa o (i = 1,2,...,n) merupakan aljabar

atas setiap perluasan dari F dalam E , akibatnya

F(ou) = perluasan aljabar atas F
F(as, o) = perluasan aljabar atas F(a;)
F(o, 02, o3} = perluasan aljabar atas F(a, o)

F(ouy, oz, ..., oy) = pe,rluasan aljabar atas F(bcl, o2, ..., Olpa1)
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Sehingga E = (F(ou, 02, ..., 0n1)) () = Flou, oy, .., Op.1, On)
| (m,) : dimensi
(F(ou, 0, .. O 2)) (01} = Floty, O, .oy an_lj
|. (my.1) : dimensi

(F(ou, oz, .., 0n3)) (OCn2) = Fou, o, ..., Obn-zj

(F(os, @2)) (03) = Foi,om0)
| (m;): dimensi
Flow)) (o2) = F(ou, o)
| (my): dimensi
(Fow)) = Fau)
| (my): dimensi
F = F

Karena o, = aljabar atas F(a, o, ..., On-1), schingga

[Flay, 0, .., On-1,00) - ( Fot, G2, ..., 01)] = M
[Fou, 0z, oy Ona1) 2 (Flow, 00z, ..., Ow2)] = My
[F(ou, o, .., dnz) 1 (F(ou, ag, ..., 0ns)] = Mg
[Fow): F] - m,

menurut teorema 3.1.8
[F(o, 02, ..., o) F] = [Flotg, 0, ..y Ou1,00) & ( F(al, 02, -ry On1)] -
[F(at1, 02, ..., 1) : { F(ot, 02, ..., 0a2)] . [Flou, 02, ..., @) 2 (Flo1, 2, ...,

G.n.:-,')] e [F((I]) : F]
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[Fou, o, -, On) - Fl=my . My mpp .. mp . 1y <00,

[EF] = mp.Mmyp.Myp... M. MmMy<oo,
Sehingga E adalah perluasan berhingga dari F.

(<) E perluasan berhingga dari F, maka E berdimensi hingga atas F.
Jika [E-F] = 1 maka E =F(1) = F, tidak ada yang harus dibuktikan.
Jika E # F, ambil sembarang o, € E, a;&F maka {F(a) : F] >1 (sebab F(a.1) # F).
Jika F(a;) = E, maka tidak ada yang harus dibuktikan.
Jika F(oy) # E, ambil o € E, oy # Floy), maka {F(ai, o) : Flay)] > 1
(sebab F(ay,a2) # F(a)).
Jika F(ou,02) = E, maka tidak ada yang harus dibuktikan
Jika F(a;,02) # E, ambil o3 € E, a3 ¢ F(ou, a2)

: dan seterusnya

maka karena [E:F] < o« akan di'dapat oL, Os, ..., 0t 3 Flay, a, , ) E.
E merupakan perluasan berhingga dari F maka diperoleh indek n a&alah

befhingga.

Jika E perluasan dari F dan o, € E adalah aljabar atas F, maka a3,

of, o-f dan o/ aljabar atas F dengan  # 0.

Teorema 3.1.10

Misal E suatu lapangan perluasan dari F , maka
F, = {o € E | o adalah aljabar atas F}

Merupakan sub field dari E, selanjutnya disebut penutup aljabar dari F dalam E.
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Bukti: (bahwa = F, subfield dari E)
Ambil sembarang o, B € E- Maka o, p merupakan aljabar atas F.

Menurut theorema 3.1.9 F(o, ) merupakan perluasan berhingga dari F karena

F(o, B) perluasan berhingga atas F, maka menurut theorema 3.1.7 F(a, B)

perluasan aljabar atas F yaitu F(o,B) E karena F(o, B) suatu lapangan
a, B € F(a, B) maka a+B, of, a-, o™, B0 & F(o, B) < F .

Jadi F; = subfield dari E

Definisi 3.1.11
Suatu lapangan F tertutup secara aljabar jika setiap polinomial tidak

konstan dalam F[x] memiliki akar di F.

Teorema 3.1.12

Suatu lapangan F tertutup secara aljabar jika dan hanya jika untuk setiap
polinomial tidak konstan f(x) e F[x] dapat difaktorisasi atas faktor-faktor linear.
Bukti:

(=>)Misal F adalah tertutup secara aljabar. Ambil sembarang f(x) tidak
konstan dalam F[x] maka (3 a e F).f{a) = 0. Menurut akibat 2.3.4 (x-a) adalah
faktor dari f(x) sehingga f(x) = (x-a) g(x).

Jika g(x) = c (konstan) maka f(x) = c(x-a), ceF maka bukti selesai.
Jika g(x) # ¢ (konstan) maka (3 b ¢ F) g(b) = 0.Menurut akibat 2.3.4 (x-b) adalah

faktor dari é(x), sehingga g(x) = (x-b) h(x).
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Jika h(x) = d (konstan) maka g(x) = d (x-b), deF sehingga fix) = (x-a)(x-b)d,
deF. Jika h(x) # d (konstan) maka (3 ¢ € F).h(c) = 0, sehingga h(x) = (x-¢) ((x} ....
dan scterusnya. Proses ini dapat diteruskan dan karena derajat f(x) berhingga
maka proses ini berhingga, sehingga didapatkan f(x) = (x—a)(x—B)(x—c) .. (x-d) k
dengank € F. |

(<) Misalkan f(x) adalah polinom tak konstan di F[x] dan dapat
difaktorkan dalam faktor linear. Jika (ax-b) e F[x] faktor linear dari f(x) maka
b/a € F merupakan akar dari (ax-b), sehingga b/a akar dari f{x).
Maka (V f{x) # konstan € F[x] ) (3 b/a € F) . f{b/a) = 0. Jadi F tertutup secara

aljabar

3.2 Lapangan Berhingga
Lapangan disebut lapangan berhingga jika lapangan tersebut memiliki

elemen yang banyaknya berhingga.

Theorema 3.2,1

E adalah perluasan berhingga dengan derajat n dan F adalah lapangan
berhingga dengan q elemen, sedemikian sehingga [E:F] = n, maka E memiliki
q" elemen. |
Bukti:

Karena [E:F] = n maka E dapat dipandang scbz;igaj ruang vektor atas
lapangan F dengan dimensi n. Misal {o, &2, 0,..., a,,}zidalah basis dari ruang
vektor E atas F, maka V acE terdapat dengan tunggal b;, i = 1,2,..n € F

sehingga o = by, baoty, ..., byotn. Karena untuk setiap b; dapat diisi oleh q elemen
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dari F maka banyak kombinasi linear yang berbeda dari d;, O, O3,..., On adalah
|E|= q" elemen. Jadi E terdiri atas ¢" elemen.
Sehingga jika q adalah bilangan prima maka F lapangan berhingga dengan

n elemen sedemikian sehingga [E:F] = n maka E memiliki q" elemen.

Definisi 3.2.2
Misal G grup terhadap pergandaan, a elemen sembarang dalam G. Order
clemen a adalah bilangan bulat positif terkecil m sedemikian sehingga a™ = e,

dengan e adalah elemen identitas dalam G, dinotasikan O(a) = m.

3.3 Perluasan Separabel
Definisi 3.3.1

Misal F suatu lapangan dengan penutup aljabar (algebraic closure)
F, {f(x)/ iel} koleksi dari polinomial — polinomial dalam F[x]. Suatu lapangan
E < Flapangan pemisah dari {f(x) / iel} atas F jika E adalah sub field terkecil
dari F yang memuat F dari setiap £(x), untuk ie I. Suatu lapangan E < F adalah
lapangan pemisah atas F, jika E < F adalah lapangan pemisah dari himpunan

sembarang polinomial — polinomial dalam F[x].

Contoh :
Q(~/2,/3 ) adalah lapangan pemisah dari f(x) = x* — 5 +6 sebab
f(x) = (- 2)(x" - 3)

= (x+ V2)(x- V2 )x+ VB)x- 43)
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Teorema 3.3.2

Misal f(x) € F[x] polinomial tidak konstan dalam lapangan F dan
E lapangan perluasan dari lapangan F. o € E adalah akar g:;nda dari f(x) jika dan
hanya jika o adalah akar persekutuan dari f(x) dan f'(x).
Bukti

(=) Misal o akar ganda dari f(x), dan misalkan m adalah banyaknya o
dengan m > 2 dan f{x) = (x-a)"g(x), dimana g(x) poiinomialj atas lapangan F
sedemikian sehingga g(o) = 0, sehingga

£00=m (x-0)™'g(x) + (x-0)"g (x)

() = m (o)™ 'g(0r) + (0-0)"g (@) =0,
Karena m > 2 dan f'(c) = 0, maka o adalah akar persekutuan dari f{x) dan fl(x).

(<) o akar persekutuan dari f(x) dan f(x), maka o adalah akar ganda dari
f(x). |
Andaikan o bukan akar ganda dari f{x), dalam hal ini f{x) = (x-o)g(x), dengan
-g(x) polinomial atas lapangan F sedemikian sehingga g{c) # 0, maka

i) = (x-o)g'(x)+ gx)

fl(o) = (a-o)g'(x) + glo) = glo) £ 0.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa o bukan akar persekut_uah dari f{x) dan fi(x),
terjadi kontradiksi, maka pengandaian harus diingkar. Jadi o adalah akar ganda

dari f(x).
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Teorema 3.3.3

Misal f(x) polinomial tak tereduksi atas lapangan F, maka f(x) mempunyai
akar ganda dalam lapangan perluasan jika dan hanya jika fi(x) =0.
Bukti

(=) Misal f{x) polinomial tak terduksi atas lapangan F dan o akar ganda
dari f(x) dalam lapangan perluasan E atas F, sedemikian sehingga o adalah akar
dari f'(x) (teorema 3.3.2). Karena f{x) polinomial tak tereduksi yang memiliki
akar o dan f'(x) polinomial lain yang juga memiliki akar o, maka f(x) adalah
pembagi dari fi(x). Jika fl(x) # 0 , maka deg f'(x) < deg f(x) sehingga berakibat
f(x) tidak bisa membagi f'(x). Oleh karena itu £'(x) = 0.

(¢=) misal f(x) polinomial tak tereduksi berderajat n atas lapangan F
sedemikian sehingga f'(x) =0
Misal E lapangan pemisah dari f{x) atas lapangan F, maka:

f{x) = c(x-0u }(%-012)... (X-0n)
dimana 01,05, ...,0 adalah n akar dari f{x) dalam E dan c elemen tidak noi dalam
| 8
sehingga
f'(%) = o[(x-0)(X-03). .. (X-CnH(X-0L (X-03). .. (X-0n ) ... H(X-00)(X-012)..(X-Otp1)
F(en) = (0t -02)( 0% ~3)-...( 0 -G+ (0t ~0r)( 05 -083)... { O -G .. (06 -011)

(o -0z)... (0 -0tpe1)]

o) =c [l —e)#0, Vi=123,..n

j#i
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karena ou,0,...,0n Semuanya berbeda, padahal f(x) = 0 maka salah satu dari
akar-akar o;,00,...,0,, harus merupakan akar ganda dari f(x). Oleh karena itu f(x)

mempunyai akar ganda dalam E.

Teoréma 3.34

Tidak ada polinomial tak tereduksi atas lapangan dengan karakteristik nol
yang mempunyai akar ganda dalam lapangan perluasannya.
Bukti:

Misal f(x) = ap + a;x + apx’ + ... + a,x" polinomial tak tereduksi dengan
derajatn > 1. atas lapangan F yang memiliki karakteristik nol.

Maka a, # 0 dan f'(x) = a; + 2ax + ...+ nax"". |
Karena F lapangan dengan karakterisitik nol dan a, # 0 maka na, # 0 dan
fix) = 0.

Jika mungkin misal f(x) mempunyai akar ganda, sebut o dalam lapangan
periuasan E atas F, maka o juga merupakan akar dari f'(x). Karena f(x)
polinomial tak tereduksi yang memiliki akar o dan f!(x) polinomial lain yang juga
memiliki akar o, maka f(x) adalah pembagi dari f'(x). Jika f'(x) » 0, maka
deg f'(x) < deg f(x) sehingga berakibat f(x) tidak bisa membagi f!(x). Oleh karena
itu f'(x)=0.

Akibatnya o bukan akar dari fl(x) dan o tidak bisa menjadi akar ganda dari f(x).
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Definisi 3.3.5

Polinomial tak tereduksi f(x) dalam lapangan F adalah separabel dalam F
jika semua akar-akar dari f(x) dalam lapangan pemisahnya adalah simple, yaitu
jika f(x) tidak mempunyai akar-akar ganda dalam lapangan pemisah.

Denéan demikian |
(1) Sesuai dengan definisi separabel dan teorema 3.3.3. mengakibatkan
bahwa polinomial tak terduksi f(x) disebut separabel jika dan hanya
jika fi(x)=0
(i)  Sesuai dengan definisi separabel dan teorema 3.3.4 mengakibatkan
bahwa untuk setiap polinomial tidak nol yang memiliki karakteristik

nol adalah separabel.

Definisi 3.3.6

Misal E adalah suatu perluasan aljabar dari F, maka o € E dikatakan
separabel atas F jika polinomial minimal untuk o atas F inerupakan polinomial
separabel yaitu semua akar-akarnya berbeda. Jika o tidak separabel, maka disebut
inseparabel.

Contoh:

Q(+/2 ) merupakan perluasan aljabar dari Q. f(x) = (x* — 2)_merupakan polinoinial
separabel atas Q, sebab f{x) = (x +4/2 )(x - 4/2).

Definisi 3.3.7 |

suatfu perluasan aljabar E atas F dikatakan separ:abczel jika untuk sétiap
elemen dala;m E adalah separabel atas F, jika tidak mak:a E disebut perluasan

inseparable.
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3.4 Lapangan Perfect
Definisi 3.4.1
Suatu lapangan F dikatakan perfect jika semua perluasan berhingga dari F

adalah separabel.

Teorelma 3.4.2

Setiap lapangan dengan karakteristik nol adalah perfect.
Bukti:

Misal F adalah lapangan dengan karakteristik nol dan E adalah perluasan
berhingga dari F. Kemudian untuk menunjukkan F adalah perfect, maka harus
ditunjukkan E adalah separabel, yaitu dengan menunjukkan bahwa untuk setiap
elemen dalam E adalah separabel atas F atau polinorﬁial minimal untuk tiap-tiap
elemen dari F atas E adalah separabel yaitu mempunyai akar-akar yang berbeda.
Misal o sembarang elemen dalam E dan

f(x) =ag+ a;x + ...+ a,X" dengan a, # 0 adalah suatu polinomial minimal

o atas F, maka
fi(x)=a, + 2a3x + ...+ na,x""
Jika f(x) memiliki akar ganda dalam E maka dari teorema 3.3.3. telah ditunjukkan
bahwa f(x) = 0, yaitu
| a;+2ax+ ...+ na X" =0=0x+0x* +.. .+ o™
yang berarti bahwa
2,=0,2a,=0, ...,na,=0
Tetapi F adalah lapangan dengan kafakteristik nol dan hal mi élapat terjadi jika

a,=0,a2,=0, ..., a, = 0, yaitu jika f(x) adalah konstan
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Hal ini kontradiksi.

Karena polinomial minimal o atas F tidak memiliki akar ganda, schingga
daﬁ definisi 3.3.5 maka o adalah separabel atas F.

Karena o adalah sembarang elemen dalam E, maka untuk setiap elemen
dalam E adalah separabel atas F, sehingga E adalah perluasan separabel atas ¥

dan F adalah perfect.

Teorema 3.4.3

Suatu polinomial tak tereduksi f(x) atas F dengan karakteristik p > 0
adalah inseparable jika dan hanya jika f(x) adalah polinomial dalam x".

Bukti:

Misal f{x) =ag+ a;x + apx’ + ... + a,x" polinomial tak tereduksi dengan
derajat n > 1 atas lapangan F sedemikian schingga a, # 0, dan
fi(x) = a; + 2a;x + ...+ nax"".

(=) Akan ditunjukkan bahwa f(x) adalah polinomial dalam x*

Pertama kali akan ditunjukkan bahwa polinomial tak terduksi f(x) adalah
inseparabel jika dan hanya jika fi(x) = 0. Asumsikan f(x) adalah inseparabel yaitu
f(x) setidaknya mempunyai satu akar ganda sebut o dalam lapangan pemisahnya
atas F, maka menurut teorema 3.3.2, o juga merupakan akar dari f'(x).

Karena f(x) polinomial tak tereduksi yang memiliki akar o dan f'(x)
polinomial léin yang juga memiliki akar o, maka f(x) harus membagi f1(x). Jika
fi(x) # 0, maka jelas bahwa deg f'(x) < deg f(x), sehingga f(x) tidak dapat

membagi f'(x). Oleh karena itu f'(x) = 0.
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Selanjutnya jika f'(x) =0 dan E suatu lapangan pemisah dari f(x) atas F,
maka: |
f(x) = c(x-01 )(X-Ciz).... (X-Ctn),
dimana 0(,0s,...,0, adalah n akar dari f{x) dalam E dan c elemen tidak nol
dalam F.
Sehingga
£1(x) = o[(x-02)(X-0t3). .. (X-0p)+ (X0 )(X-0t3). .. (K-l F ... + (X-Ou H(X-012).... (X-0ta-1)]
(o) = c[(0t -02)( 0t ~03)..- ( 0 -G} * (0 001 )( 0t ~043).... ( 085 ).+ (0t ~0t1)
(o -02)...( 04 ~0tn-1)]

filo)=c [ (&, —0)#0, Vi=123, .n

i
karena 01,00z,...,0n SEmuUanya berbeda, padahal fltx) = 0 maka salah satu dan
akar-akar o.,0tz,...,0, harus merupakan akar ganda dari f(x). Oleh karena itu f(x)
mempunyai akar ganda dalam E dan f{x) inseparabel atas F. |
Sehingga f(x) inseparabel < fix)=0

& ap +2 agx+... +nax"! =0

< a;=0,2a,=0,...,na,=0
Sekarang jika karakteristik dari F adalah p # 0, maka masing ~masing elemen
tidak nol memiliki order p. Jadi untuk sebarang k, 1 <k < n,‘ kay=0dan ac=0
= p adalah pembagi dari k
Akibatnya jika ka, = 0 maka (i) salah satu ay = 0 atau p adalah pembagi dari.k

(ii) salah satu a, = 0 atau a; # 0 maka k = k;p untuk

k; bilangan bulat positif.
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Sehingga jika terdapat a,x* dalam f(x) sedemikian sehingga a, = 0 , maka dapat
dituliskana, X" =a, (xp )k‘ sedemikian sehingga

fix)=ag+ax+ax + ... +ax"

fx) = a, +a,,x +a, x" +_ +a, x5

k

n

L
f(x) = a, +akﬂ,(x")kl +ak2p(x") : +...+ak"p(x")

f{x)=a, + atlp(x")1 +a2p(x")2 + ...+anp(x" )“

f(x) = by +bxP2x™+  +buX™ , untuk m bulat positif, dimana
b; = a;p. Jadi jika f(x) adalah insparabel, maka f{x) polinomial di xP
(<) f(x) adalah polinomial di x* maka f(x) adalah inseparabel

Misal f(x)=be +byxP+2x%P+ . +b,x™ adalah polinomial tak tereduksi atas
lapangan F. Asumsikan bahwa f{x) separabel yaitu f(x) tidak memiliki akar géndta
dalam lapangan pemisahnya. Andaikan o bukan akar ganda dari f(x), maka

(o) = bo + byat? + byo®P + . Abo™P =0

£ (o) = pbyo®! + 2pbyo®! + . +mpbgo™!
Karena p adalah karakteristik dari f(x) maka

o) =0+0+..+0=0
Sehingga diperoleh fa) = 0 dan f'(o) = 0, maka terjadi kontradiksi, sehingga
pengandaian harus diingkari, oleh karena itu o. merupakan akar ganda dari f(x).

Maka f{x) inseparabel.
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Teorema 3.4.4

Suatu lapangan dengan karakteristik p # 0 sedernikian sehingga untuk
setiap elemen dari lapangan itu berbentuk pangkat p dari elemen — elemen lain
yang berbeda adalah perfect. .
Bukti:

Misal F adalah suatu lapangan yang memiliki karakteristtk p # 0
sedemikian sehingga untuk setiap elemen dari lapangan itu berbentuk pangkat p
dari elemen — elemen lain yang berbeda. Kemudian untuk menunjukkan F adalah
perfect maka harus ditunjukkan bahwa setiap perluasan berhingga dan F
merapakan perluasan separabel atas F. Misal E perluasan bérhingga dari F. Untuk
menujukkan E adalah separabel atas F, maka harus ditunjukkan bahwa untuk
setiap elemen dari E adalah separabel atas F, hal ini cukup ditunjukkan bahwa
untuk setiap polinomial tak tereduksi atas F adalah separabel. Tetapi dari teorema
3.4.3 telah ditunjukkan bahwa hanya polinomial-polinomial yang inseparable atas
F dengan karakteristik p = 0 adalah poiinomial—polinomiai dalam x*. Tetapi jika
kita telusuri ada beberapa polinomial — polinomial dalam x” atas F yang memiliki
bentuk

fx’) =apt a;x’ + ...+ apx"F, m adalah bilangan bulat positif

Menurut hipotesis yang diberikan, terdapat hubungan antara elemen-
elemen ag a;__an dengan b by, |

ap=b", a1 =b/", ..., an =Dbu
sehingga

f(xP) = b + bPx® + byPxP + .. +byPx™

=be? + {b,x)° +(b2x2)p ot (bmx'“)P




= (bo + bix + bax + ... +bpx”)

karena f(x®) tak tereduksi, dan tidak ada polinomial tak tereduksi atas F yang

inseparabel maka f(x®) separabel schingga terbukti F adalah perfect.

Akibat 3.4.5

Setiap lapangan berhingga adalah perfect.
Bukti

Misal F adalah lapangan dengan karakteristik p # 0.
Menurut pemetaan ¢ :F >F¢x)=x"Vx eF

¢ merupakan pemetaan homomorfisma sebab

d(xry) = (x+yF

=P yP

= 0(x) + ¢(y)
o) = (x 9

= XP .y

=$(x) . ¢(¥)

& merupakan pemetaan satu-satu untuk
¥x) =)
= 00 - §() =0
= 09 - $7) =4(0)
= () + () = $(0)
= 9(x+ () )= 0(0)

= $(x-y)= 6(0)
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= (x-y)P=0°

= x-y=0

= X=Y
Sehingga ¢ adalah pemetaan monomorfisma dan onto. Akibatnya untuk setiap
elemen dari F memiliki pangkat p. Sehingga menurut teorema 3.4.4. F adalah

perfect.






