BABII

MATERI PENUNJANG

Pada bab ini dijelaskan beberapa materi yang dapat menunjang materi
pembahasan pada Bab 11 antara lain ring, homomorfisma ring, ring polinomial dan

faktorisasi dalam ring polinomial

2.1 Ring:
Definisi 2.1.1
Ring <R, +,.> adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner penjumlahan
(+) dan penggandaan (.) yang didefinisikan pada R sedemikian sehingga memenuhi
aksioma-aksioma sebagai berikut:
R.1.<R;+> merupakan Grup komutatif yang memenuhi sifat-sifat;
(i) Teftutup'a-‘\' b=c V& b ceR
(ii) Assosiatif: (a + ) +c=a+ (b +¢),Va b,c R
(111)Ada elemen netral 0 & R sedemikian sehinggd untuk setiap ¢ € R
berlaku 0 +a~a+0=a
(iv)( Vi € R) terdapatlah - -é éR sedemikian sehingga -a + a=a + (-a)=0.
Elemen (-) disebut invers penjumlaban dari a.
(v)Komutatif :a ¢ b=b1 a VabeR
R.2. < R,> merupakan grup komutatif yang memenuhi sifat-sifat
(i). Tertutup: ab=c,V a, beceR

(ii). Assosiatif: ab.c=abc,Va, b,ceR




R.3.<R+,> distributifitas
(i). a(b+c)y=ab+ac, ¥V a,b,.c € R disebut distribusi kanan

(ii). (b + €)a = ba + ca, ¥ a,b,c € R disebut distribusi kiri

Definisi 2.1.2

Suatu elemen aeR disebut pembagi nol kirt (left divisor of zero), jika dan hanya jika
dapat ditemukan elemen beR dimana b # 0 di R sedemikian schingga ab=0,
Pengertian pembagi nol kanan (right divisor of zero) didefinisikan analog.

Jika ada @ = 0 dan b # 0 sedemikian sehingga ab = ba = 0 maka « disebut sebagai

pembagi nol (divisor of zero).

Dalam setiap ring, elemen netral tethadap penjumlahan yaitu 0 merupakan
pembagi nol, sebab 40 = 0a = 0 dengan « # 0. Apabila R mempunyai elemen satuan

e, maka e pasti bukan pembagi nol sebab untuk setiap b, berlakulah eb ~ be — b.

Defiitisi 2.1.3
Suatu pembagi nol a disebut pcﬁlbagi nol sejati (proper divisor of zero) jika dan
hanya jika a # 0 dan b # 0 sedemikian sehingga ab = 0 atau ba = 0.

Selanjutnya pembagi nol sejati disingkat dengan p.n.s.

Definisi 2.1.4
Ring R disebut lapangan jika R adalah ring komutatif, memiliki elemen satuan, dan

setiap elemen yang tidak samadengan 0 dalam R mempunyai invers penggandaan.




Definisi 2.1.5

Jika R dan R’ adalah ring, maka ring homomorfisma dari R ke R’ adalah pemetaan
6 : R— R! sedemikian sehingga

(i) 6(xt »)=6(x)+60)

(i) @ (ry) =0(x).00))

untuk semua x,y dalam R.

Misalnya 6 homomorﬁsmé dari ring R ke R’ jika 6 injektif maka 0 disebut
monomorfisma, jika 6 surjektif maka © disebut epimorfisma dan jika € bijektif

(injektif dan surjektif) maka & disebut isomorfisma.

Definisi 2.1.6
Dalam ring R, jika terdapat bilazjgan bulat positif terkecil » sedemikian sehingga
n.a=0, V'acR maka R dikatakan memiliki karakteristik #, jika tidak demikian maka

R dikatakan memiliki karakteristik nol.

Teorema 2.1.7

Jika R merupakan ring komutatif yang memuat elemen satuan, maka R memiliki
karakteristik » > 0 jika dan hanya jika » bilangan bulat positif terkecil sedemikian

sehinggan.1 =0




2.2 Ring Polinomial

Definisi 2.2.1

Barisan tak berhingga f{x) = (E q,.x'] dengan a; € R dan indeterminate x dikatakan

t=o
polinomial atas R jika ada bilangan bulat non negatif » sedemikian sehingga ;= 0,
Vi> n, selanjutnya a; disebut sebagai koefisien dari polinomial f{x).

Untuk penulisan selanjutnya R[x] adalah menunjukkan himpunana semua polinomial

atas R dalam indeterminate x.

0(x) adalah menunjukkan polinomial dengan seluruh koefisiennya adalah nol
dan disebut sebagai polinomial nol (zero polinomial). Koefisien dari kuasa tertinggi
dari x dalam f{x) yang tidak sama dengan O disebut koefisien pemimpin (leading
coefficient).

Ji.ka R mempunyai elemen satuan e dan koefisien pemimpin dari fx) adalah ¢

,maka f(x) disebut polinomial monic.

Definisi 2.2.2
Dua polinomial f{x) = ap + apx + ax’+...+ a,X" dan g(x) = by + byx + b’ + ..+
byx" dikatakan sama dan ditulis Ax) = g(x) jika untuk setiap bilangan bulat non

negatif i, ¢; = b;

Definisi 2.2.3
Jika flx) = ag + ax + ap’+.. + ax” dan g(x) = by + bx + b +..+ by,

keduanya dalam R maka didefinisikan penjumlahan dua polinomial sebagai




Ax)+ g@) = o+ x4+ e el
Dimana untuk setiap i, ¢; = a; + bs.
Sedangkan untuk penggandaan dari f{x) dan g(x) didefinisikan

fx)gx)=co+cx + e’ + . et

Dimana ¢; = Zajbk amtuk =123, ...

Jk-i

Definisi 2.2.4
Jika fx) = ap + ax + ax’+.. + ax" +0x"™ 1+ ... polinomial atas ring R sedemikian
sehingga @, # 0 dengan @; = 0, ¥ i > »r, maka polinomial tersebut dikatakan

polinomial berderajad », ditulis deg (f(x)) = n.

Theorenia 2.2.5

Ditehtukan ring Rdanf g € R [x}, x5,... x,) , maka berlaku

(i) deg(f* g < max(degf, degg)

(ii) deg (fg) < deg/+ degg

(iii)}ika R tidak nmémpunyai pembéigi nol sejati , maka deg ( fg)=degf+degg
(iv)Jika n = 1 dengan koefisien tértinggi dari fatau g dan R tidak mempunyai p.n.s

maka deg (f.g) = deg f+ deg g.

Theorema 2.2.6
Jika R daerah integral, maka
(i) R[x] juga merupakan daerah integral

(i) R[x] bukan lapangan




Bukt:

(i) Misainya R daerah integral dan flx) # 0, g(x) # 0 dimana f{x),g(x) didalam R.
Karena R daerah integral maka: deg(Ax).g(x)) = deg fix) +deg g(x). Sehingga tidak
mungkin jika f{x).g(x) =0, kare;na R[x] merupakan daerah integral.

(i1) Misalnya f{x) € Rix] dan deg f(x) > 0. Karena derajat dari polinomial identitas 1
adala}h 0, maka tidak terdapat'g(x) e Rfx] sedemikian sehingga deg f(x) + deg
g(x) = deg 1 = 0. ehingga tidak ada polinomial berderajat tidak nol yang

mempunyai pergandaan dengan inversnya dan R[x] bukan merupakan lapangan.

Theorema 2.2.7(Division Algorithm)

Misalnya R ring dengan elemen saj:uan dan f{(x), g{x) € R[x] polinom — polinom yang
tidak nol sedemikian sehingga koefisien pangkat x tertinggi dari  g(x) adalah unit
didalam R, maka terdapatlah dengan tunggal polinom-polinom g(x),r(x} € R[x]

sedemikian sehingga f{x) = q(x).g(x) + 7(x) dimana #(x)=0 atau deg r(x) < deg g(x).

Akibat 2.2.8

Misalnya R ring dengan elemen satuan e dan f{x) = Za,.xi e Rx], untuk ceR, maka
i=0

terdapatlah dengan tunggal q{x)eR[x] sedemikian sehingga flx)= ¢(x} (x-c) + fl¢).

Akibat 2.2.9
Jika F lapangan , maka ring polinomial F[x} adalah daerah Euclid , dengan  F[x]
daerah ideal utama dan dacrah faktorisasi tunggal dengan unit-unit di dalam Flx]

merupakan polinomial konstan yang tidak nol.




2.3 Faktorisasi Dalam Ring Poliﬁomial

Definisi 2.3.1

flx) e Flx} disebut polinomial tak tereduksi (jrreducible polynomial ) atau prime
dalam F jika f{x) mempunyai derajat positif dan f{x) tidak dapat difaktorkan sebagai
hasil kali dua polinomial-polinomial g(x)4(x) dengan g(x),h(x) e F[x] berderajat
positif.

Jika f(x) bukan polinomial tak tereduksi maka f{x) disebut polinomial tereduksi.

Contoh 2.3.2
A = x 1+ 1 e Rix] tak tereduksi di Rx], karena flx)= (x-i) (x+i)) = 0

dimana x=xie¢ R

Conioh 2.3.3
flx) = P2 +lecC [x], tereduksi di C[x], dengan faktorisasi f{x) = (x-i} (x+i) =0

dimanax=%+ie(C

Definisi 2.3.4
Misalnya f{x) merupakan polinoinial dalam lapangan F. Jika ceF sedemikian

sehingga f{c) = 0, maka c discbut akar dari f{x) dalam F.

Contoh 2.3.5
Polinomial f{x) =x™+1e Clx].
Dari definisi diketahui f{x) merupakan polinomial nol jika fx) = (x-)(x+i) = 0,

schingga x =t i.
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Jadi titik yang menyebabkan fx) merupakan polinomial nol adalah % i, dimana

+iel.

Theorema 2.3.6
Misalnya F lapangan danf(x) € F[x], maka ce F adalah akar dari f{x) jika dan hanya

jika (x-c) membagi f{x).

Theorema 2.3.7 (Theorema Faktbr)
Polinomial f{x) atas lapangan F’ mempunyai faktor (x-¢) dalam F[x] jika dan hanya

jika ce F adalah akar dari f(x).

Theorema 2.3.8
Misalnya f{x) polinomial atas lapangan F yang mempunyai derajat positif » dan
koefisien pemimpin c. Jika aj, a..,a, adalah akar-akar yang berbeda dari f{x)

dalam F, maka f(x) = c(x-ap(x-az)...(x-a,).

Definisi 2.3.9

Misalnya f{x) polinomial dalam ldpangan F. Sebuah elemen oce” merupakan simple
Zero dari f(x)jika (x-a) |#x) tapi (x-ct)* L Ax). Akar kelipatan lebih besar dari 1

disebut akar ganda atau akar berlipat.






