BABII

TEORI PENUNJANG

2.1  Matriks
2.1.1 Pengertian Matriks
Definisi 2.1
Matriks adalah sistim angka atau bilangan yang dis.usun dalam empat

_pérsegi panjang yang ukurannya dinyatakan dalam banyaknya baris atau kolom.
Suatu matriks dinotasikan dengan Agmn = (aij) , 1 =12,..m dan j=1,2,...n,
dimana m dan n masing-masing menyatakan jumiah baris dan kolom matriks,
sedangkan (mxn) adalah ordo (ukuran) matriks. |

an &2 ... dn \

a1 A2 ... &

A(mxn) =

kam! amz ... amn—/

Angka atau bitangan dalam matriks disebut sebagai elemen matriks.

Contoh 2.1
l A(2X3) = 5 1 4
21 3

Elemen matriks Aqys adalah
an= 5 a;™ 1 a;z= 4

a1= 2 az— 1 dz3= 3
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2.12 Beberapa Jenis Matriks

a _Matriks Persegi (Bujur Sangkar): yaitu matriks yang ukuran baris dén
‘kolomnya sama. Barisan elemen aj), az, ..., ann disebut diagonal utama dari
matriks bujur sangkar A.
Contoh 2.2.

A= [ i ; ] adalah matrks bujur sangkar berukuran 2

b. Matrks Simetris: matriks yang transposenya sama dengan dirinya sendiri,
dengan perkataan lain bila A = A' atau a; = a;; untuk semua 1 dan j. Jelas

‘bahwa matriks simetris adalah bujur sangkar.

Contoh 2.3
120

2 31 1 20

A= | o9 1 1 A= |2 31

011

¢. Vektor Baris : adalah suatu matriks dengan satu baris dan n kolom.

‘Contoh 2.4
A= (au iy - aln)
d. Vektor Kolom: adalah suatu matriks dengan m baris dan 1 kolom.

Contoh 2.5




e.  Matriks Hessian (H(X)) : adalah matriks bujur sangkar dari fungsi f (X')

yang elemen-elemennya merupakan turunan parsial kedua dan - berbentuk

o' f o' f o' f
ox’  Ox, Ox, ox, Ox,
o' f o' f o' f
HX)=|ox, 0x,  ox, ox, Ox,
az' f az' f az' f
| ox, &x, o, O, &x”

£ Matriks Jacobian (¥) : adalah matriks bujur sangkar yang nonsingular dari
sembarang fungsil g=(g, &2 ..., &n Y dimana elemen-elemennya

merupakan turunan parsial pertama dari g terhadap variabel dependen

X=(Xj, X2, ..., Xn) dan berbentuk
0, % %, |
ox, Ox, ox,
g, 08, g,
=1 ox, 0Ox, ox,
| Ox, Ox, |




2.1.3 Perkalian Matriks
Déﬁnisi 2.2
Misalkan matriks A = (z;) berukuran ( p x q) dan matriks B = (bij)
berukuran (q x r), maka hasil kali matriks A dan matriks B: ditalis AB adalah
suatn matriks C = (¢;) berukuran
(pxr), dimana :
| cii=apbyy +apby +... +ayby
untuki=1,2,...,pdanj=12,...1
Dari definisi matriks dapat dilihat bahwa :
1.‘ Perkalian matriks AB dapat didefinisikan , jika banyak kolom matriks A
sama dengan banyak baris matiriks B. | |
2.: Hasil kali dua matriks AB adalah suatu matriks C dengan banyak baris
matriks C sama dengan banyak baris matriks A, dan banyak kolom matriks
C sama dengan banyak kolom matriks B.
Pada umumnya matriks tidak komutatif terhadap operasi perkalian,
AB # BA, meskipun BA terdefinisi untuk operasi perkalian.

Contoh 2.6

{1 3 (5 709
A= d -

[2 4} an B [6 8 0]
Maka C = AB adalah

i)zes)
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_| 23319
34 46 18
Sedangkan untuk C = BA tidak terdefinisikan.

2.1.4 Transformasi Elementer pada Baris dan Kolom Suatu Matrks

Suatu matriks dapat diubah menjadi matriks lain melalui serangkai'an
éperasi terhadap baris atau kolom matriks. Operasi ini disebut sebagai
transformasi elementer pada baris atau kolom matriks, dan meliputi :
(a) Penukaran baris ke-i dengan baris ke-j ditulis Ri(A).

Penukaran kolom ke-i dengan kolom ke-j ditulis Cjj (A).

Contoli 2.7
31 4 2 11 3 41
A= 2 11 Rip(A)=| 3 1 4 | Ca(A)=| 2 1 1
3 01 3 01 310

(b) Mengalikan semua elemen baris ke-i dengan skalar A # 0, ditulis Ri*(A).

Mengalikan semua elemen kolom ke-i dengan skalar A # 0, ditulis Ci*(A).

Contoh 2.8
Dari contoh 2.7
31 4 3 2
2 ay—| -4 -2 -2 Qa1 2 21
Ry™(A) 300 Ci(A) P
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(c) Menambah baris ke-i dengan A kali baris ke-j, ditulis Ri*(A).
Menambah kolom ke-i dengan A kali kolom ke-), ditulis C i_i”'](A).
Contoh 2.9

Dari contoh 2.7

0 31 4 - 3 7 4
Ry (A)=| 2 11 Cas™(A)=| 2 -1 1
6 | 5 3 2

2.1.5 Rank Matriks
Definisi 2.3

Rank baris matriks A adalah dimensi dari ruang baris matriks A, dan rank
kolom matriks A adalah adalah dimensi dari ruang kolom matriks A, dimana
dimensi menya_takan banyaknya vektor-vektor baris atau kolom yang bebas limer,
dan apabila rank baris matriks A sama dengan rank kolom matriks A, maka rank
matriks A adalah harga rank baris yang sama dengan rank kolom dari A.

Un;cuk mencari rank déri suatu matriks digunakan transformasi elemeﬁter
dengan mengubah sebanyak mungkin baris/koloin menjadi vektor nol. Nilai rank
matriks A dinotasikan dengan r(A).
beﬁnisi 24

Himpunan vektor (X, X2, ..., Xm ) dikatakan bebas linier jika persamaan
vektor kix; +koxs +... + kX, =0 hanya dipenuhi oleh ki=k,= ...=k, =0, dan
dikatakan tidak bebas linier jika terdapat konstanta k;, i=1, 2, ..., m yang tidak

semuy nol yang memenuhi kix; +kpxa + ... +kpXm=0.




L1

Contoh 2.10

Misalkan terdapat vektor x,= (23,1), x,=(2,1,2), x3= (4,4,3)

Jika diambil x =(0,0,0) maka:

ki(23.1)+k (2,12)+ ki(4,4,3)= (0,0,0)

Penyelesaian yang diperoleh adalaly —ks = ko= k;.Sehingga x, x,, dan x; tidak
bébas linier.

Contoh 2.11

Apabila matriks A disusun oleh vektor-vektor xi= (2.3,1), x, = (2,1,2), 3= (4.4,3)

maka,

S

Il
oo
o=
LUS I8 S8 P

Selanjutnya rank matrks A dapat dicari sebagai berikut :

(2) 1)

ad 2 31 lifl 2 31 Cf“i 2 30

" 2 1 2 (_3) "‘2 “5 0 '2 '5 0
R

4 43 3 2 50 000

Perhatikan baris ke-3 dari hasil transformasi elementer baris pada matriks A,

terlihat adalah vektor nol. Oleh karena itu r{A) =2,

2.1.6 Determinan Matriks
Definisi 2.5
Minor (M;) dari elemen aj adalah determinan svatu matriks A yang

dihilangkan baris ke-i dan kolom ke-j.




Definisi 2.6
' Kofaktor (A;) dari elelmen a; adalah (-1)"7 M.
Definisi 2.7 |
Minor (M;; ) dén kofaktor (A; ) adalah suatu skalar.
Definisi 2.8
" Determinan dari suatu matriks = jumiah perkalian elemen-elemen dan

sebarang baris/kolom dengan kofaktor-kofaktornya, dengan perkataan lain :
TA|= 'ZIGU-A,.J.= anA; +aphp T ... T apAy dengan i sebarang,
J=1
- disebut uraian baris ke-i.
|A'| = ia,}.Aﬁ .= ajA; + agjAgit ... +agAy dengan sebérang,
i=l

disebut uraian kolom ke-j.

Contoh 2.12
S 2 31
Diberikan matriks A= | 2 1 2 |, hitunglah |A|
4 4 3

Disini katakanlah akan diuraikan menurut baris 1.

an=2,ap=3,ap=1

A= (1) My =+

)

2
=2

| 2
A]l == (-1)1+2|Ml2| = l4 3]
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: 2
Ap= -1 M| =+ 4

1‘
:4
4

Jadi [A| = apn A +apAn + apAp
= 2(-5) + 3(2) + 1(10) =0

Secara analog dapat diterapkan untuk penguraian secara kolom,

' | 2.1.7 Invers Matriks

Definisi 2.9‘

i Sebuah matriks bujur sangkar A berukuran n disebut mempunyai invers
bila ada matriks B, sehingga AB=BA=l, dan ditulis dengan B=A" yang
merupakan matriks bujur sangkar berukuran n.

Teorema 2.1
Invers dari matriks bujur sangkar A berukuran n bila ada adalah tunggal.
| Bukti :
Misalkan selain A ada invers lainnya, yaitu B. Maka berarti bahwa :
BA -1
BA=A"A
BAA'=ATAA
BI- A"l

B=A" _ =




Definisi 2.10
| Suatu matriks bujur sangkar A disebut singuiar jika Det.A = 0, dan disebut

l}onsingular jika Det. A5 0.
Definisi 2.11

Matriks yang nonsingular mempunyai invers, sedangkan matriks singular
tidak mempunyai invers.
Definisi 2.12

Matriks transpose dari kofaktor (A;) disebut matriks adjoin dari A dan

ditulis adj.A,dengan :

Adj.A= Al A .. Ags
Ayt A Ap
Aln Azn . Ann

Definisi 2.13

Matriks invers dari matriks A = (a;) adalah A” dengan A™ = Adj.A/Det.A.

Contoh 2,12

i 4 -
Akan dicari invers dari matriks A = 4 6 -l
-1 1

Kofaktor dari kesembilan elemen matriks A adalah sebagai berikut :
Ap=3 Ap=-3 A2 Ay=-3 Ap=12

A23= -1 A_';]: 2 A32= -1 A33= 2




’

Dapat dicari bahwa Det.A = 1, sehingga invers dari matiks A adalah :

Al=Adj.A/DetA=

15




2.2  Sistem Persamaan Linier
Definisi 2.14

Bentuk a;x; + amxz +... + apX, = b disebut persamaan linier, dimana
ai{(i=1,2,...,n) disebut koefisien persamaan, b disebut konstanta dari persamaan,
dan x; (i=1,2,...,n) disebut peubah atau variable dar persamaan.
Definisi 2.15

Sekumpulan harga dari peubah  (variabel) vyaitu x; = k;, dengan
i=1,2,....n, disebut solusi (jawab } dari persamaan a;x; + a;Xz +... a,Xn =b, apabila
terpenuhi aky + axks +... agky = b, dan jawab tersebut dapat ditulis dengan notasi
vektor (ki ko, kp ).
Contoh 2.13
Persamaan 2x; +3x; +x3 =3, dengan harga-harga x,=0, x»=1, dan x; =2 adalah

solusi, karena 2.0+3.1+1.2 =5, dan dapat ditulis : (0,1,2).
Definisi 2.16

Pandanglah m buah persamaan-persaman linier den‘gan n peebah :
a X+ apXy . ragXx, = by
a91X) + apXy +... tagXy = by

+ .+t =
amiX1 +amX2 ... TampXp = by
dengan a; dan bi (I =1,2,....m ; j=1,2,...,n) masing-masing adalah koefisien-

koefisien dan konstanta dari persamaan linier di atas.
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Persamaan linier di atas dapat ditulis sebagai AX = B, dengan :

(&11 a2 ... A

) a2 ... 2y
A= Co ; disebut matriks koefisien.

kam] dmz amn-/

Kremudian X=(x1, X2,.... xn)T dan B =(by, b,,.... b“)'[' adalah vektor-vektor kolom

peubah dan konstanta.
Susunan persamaan linier di atas disebut susunan persamaan [imier nonhomogen.
Téorema 2.2

| Suatu susunan persaman linier akan mempunyai jawab (consistent) apabila
rank matriks koefisien sama dengan rank matriks lengkap atau bila (A) =1(A,B),

dengan matriks lengkap (A,B) adalah :

aj; a2 ... b[
a4 A ... dn by

@nl @m2 ... 3mn b

/

Bukti ;

Persamaan linier nonhomogen di atas dapat ditulis sebagai :

Ap_q + A +... +tApxy = B, dimana Ay, A,, ..., A, adalah vektor-vektor kolom
dari A. Yang manjadi persoalan apakah ada x3, xs, ... , X, yaitu skalar-skalar yang

memenuhi persamaan A;X; + Asx; +.. +Aux, = B . Kalau ada haruslah B




merupakan kombinasi linier dari A;, As, ..., A, . Dengan kata lain banyaknya

vektor-vektor kolom yang bebas limier antara Ay, Ag, ..., A, sama dengan

banyaknya vektor-vektor kolom yang bebas linier antara A, A,

harus diruang kolom matriks A. Jadi r(A) =r (A,B).

Contoh 2.14

Apakah susunan persamanaan : 2x, +3x; =7
4x; +6x,=13

punya jawab ?

dari susunan persamaan tersebut diperoleh :

oS

Il
'S
I
o
e/

4
[
PN
o O
-/

£

=

o~

s

it

karena kolom 1 dan 3 tidak kelipatan maka r (A,B)=2.
Jadir (A) # r(A,B), maka tidak ada jawab.

Definisi 2.17

ey Ap ,B,afau B

Susunan persamaan linier dengan r{A) = 1(A,B) akan mempunyai jawab

unik (tunggal) jika r = n dan akan mempunyai banyak jawab jikat <n, dengan n

adalah banyaknya peubah (variabel).
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Definisi 2.18
Untuk mencari jawab dari susunan persaman linier nonhomogen yang mempunyai
jawab tunggal (r = n ) dapat digunakan aturan Cramer sebagai berikut:

Untuk susunan peersamaan linier nonhomgen AX = B, maka x; =Dy/D, dimana:
4@ .- &} bl... A
d21 822 ... A b2 ... @n
Dg= Det.| - Coi '

dm1 Amz ... amnE bm <. dmm

dan D = Det. A (determinan matriks koefisien } # 0.

Contoh 2.15
Tentukan solusi dari persamaan linier: x; +x; +X3=3
X; 2% tx3=4

Penyelesaian :

Berarti 1(A) = 2.

(AB)<| 1 1 |3 w[ 1 0 OO]z!: oo oo}
1 2 1 4 1 1 01 0 1 00

berarti r (A,B) = 2. Karena r{A) = r(A,B) maka persamaan tersebut punya jawab.

Karena diketahui r < n maka menurut definisi 2.17 susunan persamaan diatas




mempunyai banyak jawab. Dengan syarat x, tidak boleh diambil = 0, sebab jika

demikian berakibat sisa persamaannya menjadi r (A) # v (A,B) (tak punya jawab).

Jika x; =0 maka x;= 1 dan x3 =2 dan solusinya( 0, 1,2 ).

Jika xa=0makax;=2danx,=1 dan solusinya(2,1,0).

Dan lain sebagainya tergantung pengambilan x; dan x5

Untuk mempermudah memaharni sistem persamaan linier, akan diberikan

ringkasan skema susunan persamaan linier, sebagai berikut:

SUSUNAN PERSAMAAN LINIER

/\

HOMOGEN NONHOMOGEN
AX=0 AX=B, B=0
/ TAK PUNYﬂ\
SELALU ADA JAWAB HAWT(AB) PUNYA JAWAB
JAWAR JAWAB JAWAB BANYAK
TRIVIAL(NOL) NONTRIVIAL TUNGGAL JAWARB
T=n r<n r=n (CRAMER) r<n

Gambar 2.1 Skema Susunan Persamaan Linier
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2.3  Ekstrim Fungsi
2.3.1 Fungsi Berharga Riil
Definisi 2.19
| Jika untuk setiap vektor Xe R" terdapat suatu bilangan tiil /' (X) yang
tunggal maka f(X) dikatakan fungsi berharga riil dari X,
Definisi 2.20
| Suatu fungsi A(X) dikatakan kontinu pada Xy jika untuk setiap € > 0,
terdapat suatu 3 > 0 sedemikian sehingga || X - Xp || <& berlaku :
| f(X) (%) <, dimana || X -~ Xo P = = (Xi —Xo )’ ; Xo, X e R", dengan
i=12,...n.
2.3.2 Derivatif Parsial dan Vektor Gradien
Definisi 2.21
Misal (Ax)"=(0 0 0 ... 8x ... 0 0)vektor dalalﬁ R" dengan semua
komponennya nol kecuali yang ke-j yaitu 3x;, maka derivatif parsial dari f (X)

terhadap komponen x; dari X didefinisikan sebagai

SO +Ax) - F(X)
lim P

o

dan dinotasikan dengan ——
ox

Vektor yang komponen-komponen terdiri dari n derivatif parsial dari f(X)

dikatakan gradien dari (X) atau dapat ditulis :

PR /A .
Grad/= (V1) [ax, ox, 6,\"}

n




" Definisi 2.22
Jika /" (X) mempunyai derivatif parsial yang kontinu terhadap masing-

masing variabelnya, maka dikatakan memiliki turunan.

2.3.3 Deret Taylor

| Misal /(X ) fungsi begharga riil yang mempunyai turunan dua kali dalam
R® dali misal X+AX adalah suatu titik persekitaran dari X dalam R", dimana
(Ax) = (Bx1 Axz ... Byj ... Oxn ) dan (XHAX) =(x1 + SxiX2 + 8X2 ... xj - X F
Sxn).
Deret Taylor untuk fungsi f(X) dengan n variabel di X* dapat ditalis :

JOx* +8x0% + 052, oy xjy o Xo® T O3 ) =S 0K, 0K, kg %)

+(d‘xlgxi+&2§xi+---+&j—gx—f—+---+5xn%)+
1 2 f

J L

X X

x, o, S 3
dimana R ( X*, AX) >0
Dalam bentuk vektor dapat direduksi dan ditulis menjadi
FOC + AX ) =F(X*) + (AX) VAXH) + 1 (AXY VX (AX)
Untuk | Ax; | yang kecil, % (AX):rvzf(Xi“)(AX) memiliki order Ax’, sehingga
persamaan diatas dapat pula ditulis dalam bentuk
FOX*+AX ) =F(X*) + (AX)VAX*) + 0 (AxD)

Dari persamaan diatas dapat didefinisikan matriks Hessian n x n dari fungsi /(X))

2 *
yaitw: H(x®)=vxny=|2LED N im0 a
O, Ox;
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2.3.4 Nilai Ekstrim
Definisi 2.23
| Fungsi f{X) dikatakaﬁ mempunyai nilai minimum lokal di X = X* jika

terdapét persekitaran N ( X*%,S) yang memuat X* sedemikianisehingga
%) = £(X*) untuk semua X dalam persekitaran N (X* , 8 ), |
Deﬁniéi 224

Fungsi /' (X) dikatakan mempunyai nilai minimum global di X =X* jika
AX*) < fX), untuk semua X e R™
Teorema 2.3 |

Jika 1 (X} mempunyal titik ekstrim di X = X* dan jika derivatif pertama -

dari fO() ada di X*, maka

FU)_F_ e,

el

Ox, ox, - o

Atan VAX*)=0
Bukti :
Misalkan derivatif parsial pertama yang ke-i, i=1.2,... n tidak hilang di

X*, dimana X* € R"sehingga dengan menggunakan deret taylor diperoleh :

j(X*+AX)—-f(X*)+Z§x af(X) +R (X*, AX )

l

Yaitu :

7+ 8%) %= 38, L4 (x5, 4%

i
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Karena untuk AX; yang kecil suku sisanya mendekati nol sehingga dapat

diabaikan maka tanda positif ateu negatif dari f (X* + AX; ) — f(X*) ditentukan

oleh 5x,-§—f .
X

Diketahui f (X) mempunyai titik ekstrim, misal minimum di X* (untuk
maksimum analog ). Karena f(X) minimum di X* sehingga menurut definisi 2.24

FX* + AX;) = f(X*) 2 0 untuk 8X; > 0 dan

FOX* 4+ AX;) — f(X¥) < 0 untuk §X;<0
dari hipotesis f (X) mempunyai turunan parsial di X*, sehingga dari persamaan
oleh definisi 2.24 diatas diperoleh :

L JUCRA) O XA O
c‘bci—>0+ &, &, —07 &, .

0

Sehingga dari persamaan yang diperoleh dengan deret Taylor diatas diperoleh :

*
Qf;—Xl ~Oatan VAX* =0 untuki=12, ...,n. m
X,

i
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24  Bentuk Kuadratis
Definisi 2.25
Suatu polinomial homogen berderajat dua :
SO =caxi” + CaXa® + ... + CpnXn + CiaXiXz + CisXIXs + Coa¥oX3 F -,
' ¢ eR, ij = 1,2,...,n, disebut bentuk kuadratis dalam n variabel x;, %3, ... ,Xn.
Jik;a disubstitusikan aj; = ¢;i, untuk i = j, dan a; = a;;= 1/2 ¢y, unttﬂc 1#], dimana
¢ji = &; + aj, maka bentuk kuadratis dapat ditulis dalam bentuk

F(X)=a 1X12 + 3223(22 + ... F2apx0 Papxas t L.

= iia,.jx,.x ;= X" AX, dengan

i=l j=1
dimana X = (x1, X2, ... ,Xn ) adalah vektor kolom dan A merupakan matriks.

simetris orde n, dengan A :

an a2 . ain
A= ay an a2
dmi Az . dmn
Contoh 2.16

Diberikan suatu bentuk kuadratis
JFX)= Xi2+ %o +X3° -2X1%2 + 4X1X3-6 XoX3

Ubahlah bentuk kuadratis tersebut menjadi bentuk matriks
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Penyelesaian :
Deari bentuk kuadratis diatas maka :
an=1 , ap=1, an=l, a=ap='2cp=-1, ap=l,

ay=a=%c;3=2, ap=an=Y203=-3

dan matriksnya
1 -1 2
A= 11 -3
23 1

Sehingga dapat ditulis dalam bentuk :

1 "1 2 Xl
f(}Q=XTAX=[ X1 X2 X3] L3 X2
23 1 ||

Definisi 2.26

Suatu bentuk kuadratis X' AX dikatakan semidefinit positif jika X' AX >0
untuk  semua X dan ada X # 0 sehingga X'AX= 0, dan dikatakan definit positif
jika XTAX> 0 untuk semua X dimana X # 0. Suatu bentuk kuadratis dikatakan
semidefinit negatif jika X’AX < 0 untuk semua X dan ada X # 0 sehingga
XTAX= 0, dan dikatakan definit negatif jika X' AX <0 untuk semua X dengan
X # (. Bentuk kuadratis yang tidak definitif positif (semidefinitif positif' ) atau
tidak definitif negatif ( semidefinitif negatif ) dikatakan indefinitif
Contoh 2.17
Bentuk kuadratis f (X) = (x; — x2 )* + 4xs* merupakan bentuk kuadratis yang
semidefinit yang positif, karena selalu bernilai positif untuk X = (x;, xg, x3) yang
masing-masing tidak sama dengan nol, dan ada x;= % # 0, x3 = 0 sehingga / (X}

bernilai nol.
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Bentuk kuadratis £ (X) = - (x; — X2 )* - 2xs* merupakan bentuk kuadratis yang
semidefinit negatif, karena selalu bernilai negatif untuk X = ( xy, %2, X3 ) yang
masing-masing tidak sama dengan nol, dan ada x;- X, # 0, x3 = 0 sehingga f (X)
bernilai nol.
Bentuk kuadratis £ (X) = -x;* -2x,> - 3x;° merupakan bentuk kuadratis yang
definit negatif karena selalu bernilai negatif untuk X = (x;, X, X3 ) yang masing-
masing tidak sama dengan nol.
Bentuk kuadratis £ (X) = 2x,* + 2x)X; + X, merupakan bentuk kuadratis yang
definit positif karena selalu bernilai positif untuk X = (x|, X,) yang masing-masing
tidak sama dengan nol. |
Definisi 2.27

Andaikan nilai eigen dari matrks simetrik yang bzerukuran nxn
dinotasikan dengan A;, dimana j =1,2,... n, maka bentuk kuadratis X" AX :

(1 ) Definit positif apabila ; > 0, untuk semua 2.

(ii) Definit negatif apabila A; < 0, untuk semua A;.

(iif) Semidefinit positif apabila A; = 0, dimana sclain A;>0, ada A; = 0.

(iv) Semidefinit negatif apabila A; < 0, dimana selain ;< 0, ada A;=0.

Contoh 2.18

Unﬁlk bentuk kuadratis :
7x12 + 10:n(22 + 7X32 - 4ﬁ1xz + 2%1X3 — 4X2X3.
A=l 7 21

-2 10 -2
I -2 7




Maka nilai eigen dapat diperoleh dari akar :

A7 2 -1
2 A10 2 =0
-1 2 A-7

A -2427+180 A -432=0
(A—6Y (L-12)=0.
Sehingga diperoleh Aj= A= 6, dan A3 =12

Berdasarkan definisi 2.27, maka bentuk kuadratis diatas adalah definit positif,

Teorema 2.4
Kondisi yang memadai agar titik stasioner X* merupakan titik ekstrim adalah
bahwa matriks Hessian H yang dievaluasi di X* adalah :
(i) Definit positif ketika X* berada di titik minimum.
(i)  Definit negatif definit ketika X* berada di titik maksimum
Bukti :

Berdasarkan deret Taylor, untuk 0 <9 <1,

JX*HAX) — fIX¥) =AX ¥ VAX*) +(1/2) AX "HAX
’ X*+@ AX

Karena X* merupakan titik ekstrrim, berdasarkan teorema 2.3, yaitu vektor
gradien

VAX*) = 0. Jadi

FK*HAX ) - fAX*) = (1/2) AX "HAX

gAY

Anggaplah X* adalah titik minimum, maka berdasarkan definisinya,




AXF+ AX) > AX¥)
untuk semua AX yang tidak nol. Ini berarti bahwa agar X* merupakan titik

minimum, haruslah

(172) AXTHAX >0
gAY

Tetapi, kontinuitas dari derivatif parsial kedua menjamin bahwa ekspresi

(1/2) AX "HAX harus menghasilkan tanda yang sama ketika dievaluasi baik di

X* maupun di X*BAX. Karena (1/2) AX "HAX mendefinisikan bentuk
X+

kuadratis, ekspresi ini (dan karena itu (1/2) AX THAX ) adalah positif jika
X*eg AY

dan hanya jika H|c definit positif. Ini berarti bahwa suatu kohdisi yang mermadai
adalah titik stasioner X* merupakan titik minimum adalah bahwa matriks Hessian
yang dievaluasi di titik yang sama itu adalah definit positif. Bukti serapa daj)at
diterapkan untuk kasus maksimisasi untuk memperlihatkan bahwa matriks

Hessian yang bersesuain adalah definit negatif. -






