BAB II
PENAKSIRAN PARAMETER

2.1. Penaksir,

... Dengan.statistika kita. berusaha untuk menyimpulkan. -
populasi. Untuk ini sifat populasii dipelsjari berdasarkan
data yang diambil baik secara sampling ataupun sensus.

Dalam kenyataannya mengingsat berbsagai faktor, untuk

keperluan tersebut diambil suatu sampel yang representatif,

lalu berdasarkan pada hasil analisa  tetrhadap “data sampel,

1;késimpﬁlan"mengenai,populasi -dibuat.- -8ifat--populasi- yang —

akan ditinjan disini adalah mengenai parameter populasi, dan
sampel yang digunaksn adalah sampel acak. Data sampel
dianalisa, nilai-nilai yang perlu yvaitu statistik, dihitung

dan dari nilai-nilai statistik ini disimpulkan bagéimana

sifat parameter. Cars pengambilan kesimpulan tentang
parameteyr vyvang sakan dibahas adalsh sehubungan dengan
cara-carsa menaksir harga parameter. Jadi harga parameter
vang sebenafnya, tefapi..tak dikefahﬁi akan ditaksir

)
berdasarkan statistik sampel yang diambil dari populasi yang

bersangkutan.

o Taksiran‘ini_dapaﬁiberﬁpa‘takéiian_ ti£ik“_ataum,dapat‘
berupa taksiran selang.

Yang akan dibahas disini adalash taksiran titik, dan
étatisﬁik yaﬁé digunékén ﬁdtuk mémperdleh tﬁksiran titik.ini_

disebut penaksir.




Suatu penaksir pada sebuah parameter populasi adalah
nilai tunggal pada sebuah statistik yang berhubungan dengan
parameter tersebut. Lebih Jelasnya, jika X sebuah variabel

random dengan distribusi = probabilita . f(x), . .mempunvai

X

2, 4. "

. parameter € yvang. tidak diketahui,.dah Jika Xi, X
sebuah sampel random vang besarnfa n dari X, maka statistik
5 = h(Xi,Xz,..., X“) vang berhubungan dengan €6 disebut
pénaksir 8 dan dinotasikan 5. Penaksir é adalah sebusah
~variabel random, karena penaksir tersebut -merupakan - sebuah -
: fﬁhggi'daﬁgrsampgiJf" o o _ o o _
'Penaksir'yang baik adalan penaksir vang dapat memberikan
hasil sedekat mungkin ke'parameter vang ditaksirnya. Jadi

Jelas sangat dikehendaki 6 = &, wyaitu bisa menyebutkan

harga © yang sebenarnya. Kenyataan yang bisa terjadi adalah

&, menaksir & oleh @ terlalu tinggi, atau

b. menaksir & oleh 5 terlalu rendah.

2.2. Kriteria Kebaikan Suatu Penaksir

Kita mengenal beberapa kriteria kebaikan suatu
‘penaksi? seperti Konsisten, Tak Bias, dan Mean square Error.
-wTetapi-untuk-keperluan~pémbdhasanrpéda-bab~selanjutn&a,“yang“"
akan dibahas di sini .adalah kriteria Tak Bias dan Mean

Square Error.




2.2.1. Tak Bias (Unbiased)
Definizi 2.2.1

Suatu pensaksir titik € disebut pensksir tak bias untuk

.8 3iks

Kriteris ini menyatskan bahws rats-rats semns hargs é vang

mangkin akan_sama dengan ©.

Sementara itu pensksir yang tidak tsk biss disebut pensksir
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Contoh 2.2.1
Misal X berdistribusi Uniform dsalawm interval (8,8
dengan fungsi densitas 7 E

1

& , B ¢ x < B
I(xi8y = .
@ - - % lainnys
: - L :
Akan dibuhtikan bsahwa X = o n Xi merupsksn penaksir
izl
bias untuk ©.
, e . . B 4
E(X] = [ x f(xi8) dx = [ x —— dx
(v O
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- Terlihat biasnys sdelah B(8) = ==
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Definisi 2,2.2
Penshsir vang memberiksn variansi vang psliing kecil

dibandingkan sewmua pensksir vang mungkin, disebut

penaksir vang peling efisien.

Mzksudnva sadsalsh jiggrﬁ su&atu penaksir untuk & atas sanpel

random Xi, Xz, C s Xrl darn 8i adzlah pensaksir uantuk 8
selain B,' make & disebut sebagal pensgksir yﬁng paling

efigien jika Var(s).= Var(Bt).
Defini=si 2.2.3

Penaksir yang tak biss dan bervariansi minimum disebut
'penékSir terbaik. -
Sustu penaksir bervariansi minimum jiks memenuhi ketsksamasan
batas terendsh Cramer-Rao stau disebut juga CRLB (singkstan
déri"Cramer—Réd quef Bound ).
Lebih jelasnya jika 6 pénaksiri g(8y ysang didasarkan atss

sampel random Xi, Xz, e Xn deng&n densitas f(Xi2) maks




 Minimom VYsrisnce Unblssed Estimstor).

Var(€) shean minimum Jiks

. [g'(e)1®
Var(8) = 2
a
o E[ In fme:-]
ac
Jiks é_penaksir_tak biss untuk & maks g(&) = 8 dan
a
gi(8) = —g 9 =1
Sehingga € disebut pensksir terbaik untuk € Jjika
1. EfB] = 8 dan
o .
o Var(dy B e

2

n E[ 8 In f(XlS)]' v
. os

Penaksir terbsasik disebut juga BUE (singkatesn dari Best

Unbiased Estimator) stsu UMYUE (singkstan dari Uniformly

2.2.2. Mean Sguare Error {MSE>
Pefinisi 2.2.4
Jiks & adslsh sustu pensksir vntvk & vyang didasarkan

atas sampel random Xi, X < Xh maks Mesn Square

2)

Error didefiniziksn sebagsi:
MSE (@) = E [(a - 9}2]
atau jika dituliskan dalam bentuk lain

MSE (8) = E [{é.- E(8) + E(8) - @ ]2]




= E [[é ~ E(8)1% + 2 [(8)-E(8)] [E(8)-6]

+

[E(B) - & ]z]

= E [8 - E(8)]% + 2 [E(B)-E(8)] [E(8)-8]

2

+

[E(8) - 8]

= E[ 6~ E®) 1° + [E(8-8)1°

= Var(ey + [(B(e)]?

Jadi Mean Squafe Error atsu Rata-rats Error Kuadrat sams
wdengﬁn'varian“ditambah'biaS“kuadrat: Jika”é“adal&h"ﬂ%buaﬁ“““““"
pensksir yang tak bias, maka Rata-rats Eror Kusdrat sama
dengan varisnsinys.

Mean Sguare Error merupsakan susty kriteris vang

renting untuk perbandingsn dus buah pensksir. Misalhan 81

dan €, adalah duva buah penaksir untuk 6 atas ssmpel random

£, X, .., X; darn missalkan HB3E(B dan HBSE(8 )

~

berturut—turut_MSE dari 81 darn 92 maka efisiensi relstif 91

terhadap 62 didefinisiksn sebsgsi berikant:

A HSE(®,)
erce_,8 3 = ——1_
MSE(8,)

.atau jika'Bi dan Bz keduanys merupakan penahksir vysng tsk
biss maka
Var(ei}

erd 82 ,81) = -
Yar(e, )

Jika efisiensi relatif erCBZ,BJ)_lebih kecil dari sastu dspst

disimpulkan bshws 91 adalah sebusah éenaksir vang lebih
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efisien untuk 8 dibasndingksan 82, dalam arti bahws pensksir

~

61 mempunyal ratas-ratas error kusadrat vyeng lebih kecil
dibandinghkan éz, atau Jjiks éi darn gz kedusnya penzhksir tak
biss msks pensksir ;1 mempunysai varisnsi vang lebih kecil
dibandingkan 6, .

Sementara itu, éuatu penaksir 5* yéng mempunysi rata-rata
srror husdrat kursng dari stan sams dengan rata-rata error

kuadrat pads beberaps pensksir lsinnyve, untuk seluruh nilsil

parameter € disebut pensksir optimal 8.

—-Sebagal -contoh;-misalkan-kita-ingin-memperkiraskan -rats-rats - -

_ u_sebush populssi. Kits mempunysi sebuah sampel random n

observasi Xi, Xz, e Xn ‘danr  kitse ingin membsndinghkan

dua pensksir vang mungkin untuk 4, yaitu rata-rats sampel X

dan sebush observasi tunggal Xi dari sampel tersebut.

E(Xi) = M untuk semus i=1,2,...,n dan

E[X] = E[ —%— T O%. ]

:‘..}J-

Ternyata X; dan X keduaﬁyar penaksir tak biss untuk w,

kongsekuersinys rata-rats error kuadrast kedus penshsir asdslsh

‘varisnsinysa sendiri.

_ _ 2

H.

MSE(X) = Var(X)

1 n
V&r{ ’——n—"‘E X ] b
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1 1}
_2 Var(Ki}

i=1

1t

= n o

=

" Selanjutnysa efisiensi relatif E terﬁadap Xi'adalah

- Var(X) & /n n
er{¥ X 3 = = - =
i Var(Xi) o n

Karena (1/ny < 1 untuk sampel vang besarnva nZ2, kita dapat

‘menyimpulkan bahwa rats-rata sampel X adslah penaksir yang

‘lebih baik untuk u daripadsa abseivaéi‘tﬁﬁégal'xi]' o
2. 3. MHetode Penaksiran

Kits mengensl beberapas metode untuk mensksir sustu

parameter, seperti metode Momen, wmetode Maksimum Likelihood

dan lsinnva.

Yang skan dibshas disini adalah metode Msksimum Likelihood.

Z2.3.1. Metode Maksimum Likelihood

Ketode Makesimuow Likelihood wmerupakan wmetode vyang

paling populer untuk mencari penaksir psrameter.

Definisi 2.3.1

Misalkan Xi, X

> v
2

independen darl populasi dengan densitas f(x}8), maks
fungsi Likelihood didefinisikan
I ;
L(8) = f(xile)'

i=}%

Xn adsalah sampel ‘random_
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Penskair Maksimum Likelihood atau disebut HLE (singksatan
|
dari Maximum Likelihood Estimator) dari € yang dicari sdalsh

nilai © vang mewmsksimumkan fungsi Likelihood L(&).

Jadi Jjika L{(&) = f(xi,..., xhia} maks mnilai 6 vyang
dicari hsrus memenuhi
f(x;,..., the} = max £(x,..., x,16)

Bils fungei Likelihood didifferensialkan ke Bi, 5%— L(gy,
"

maks calon MLE ?ang mungkin adalah penaksir vang mewmenuhil
o, |  ;___ij
Cap L8y =8
Lee.
Dari persamaan ini akan dipérdleh pensksir untuk fi?,L
selanjutnys untuk wenunjukksn bahwa pensksir yang diperoleh

sdalah MLE untuk ei maks dicek dengsn turunsan hedus ysitu

.4 \

a

B - R

a0

1

 Hargs-hargs € yang memaksimumkan L.(8y, jugs skan memsksimam-

kan iogaritma Likelihood, In L(8), tetapi karens fungsi
logaritma.  Likelihood wmonoton usik, maeks digunskan turunan

pertams

B e .
: :98— in L(s) = @

1
dan bentuk Persamaan Likelihood :

L nneey =8
28,
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Selsnjutnys dengan menyelessiksn Persamaan Likelihood sakan

diperoIeh penaksir mesksimowm Likelihood untuk Bt'yaitu Si.

Contoh 2. 3.1
Misalksn X varisbel w»andom dsri distribusi Bernoculli.

Fungsei probabilitasnys adalah

PX(I—P}lux ontuk x=9,1
f(xlp) =
%] untuhk x lainnys

p adalsh parameter yang akaﬁ_di;aksir.

‘Fungsi Likelihood sebuah sempel yang besarnva n .

151 b 1—xi
L{p) = N p (l-p7
i=4%
in n—in
= B (1-p>

Logaritma Likelihood

Exi n—2oX, =
In L(p) = In [ b v o(1-p) j

51 . It
= L Xy Inp + {(n-¢ X y In (1-p)

iz=1 i=1

Haks
T n
. E x. - ( no— 2 X. )
g U, S | 1” . ‘ _”_mi:l.l e
— In L(p) = —————— -
dp B (1-p>

Untuk mencari pensksir . maksimom Likelihood wmaka harus

dipenuhi ah in L(p) = @ vang disebut sebsgsi Perssmasn
a.p i - .
Likelihood.
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Jadi pensksir
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T X, {(n - L X.
. i=1 b j=1 b
@4 = = - =
P (1-p>
1 11
T x. (n ~ 5L %X, 7
=1 ! iz1 T
o (1-p)
I ~ 111
¥ ox. ] = {(1l-p) L x.
=1 * i=1 *
T 1 -~ i1
Lx. = X -p ¥ %,
j=1 * i=1 ? j=1 *
o
np = % X,
$=1 1
-
- 1
p= — L x
143 i=1 1

meksimum Likelihood untuk p adsalah

n
_ 1
- .E Xl

L S|

14






