BAB II
MATERI PENUNJANG

2.1 Integral Tak Wajar

Definisi 1
b , b

[ £0x) dx = limit [ £(x) dx (2.1)
- a — - o '
0 b .

J £ dx = limit [ F(x) dx (2.2)
a. b —r a : .

Integral tersebut dikatakan konvergen Fiks 1limit russ

kanan ada, dan Jjika 1limit itu tidak ada dikatakan

divergen.
Definisi 2
o ‘0 :
Apabils f f(x) dx dan f f(x) dx | konvergen, maks
—-00. . , 0
0 |
dikatakan = [ f£(x) dx konvergen dengan nilai
o Lo : a2
J x> dx = [ f£(x) dx + J f(x) dx (2.3
-0 -0 : o .
Definisi 3
1. Jika f(x) menjadi diskontinn pada titik x = a dari’

interval a £ x £ b, maka
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b b :
J £ dx = limiz [ f£(x) dx (2.4
[+ E P at+E
Apabila limit pada ruas kanan ada, maka integral
ruas kiri konvergen, jika tidak ada maka divergen.
2. Jika f(x) menjadi diskontinu pada titik x = b dari
interval a £ x = b,:maka
b | b~g
J £(x) dx = Mimit [ £(x) dx | (2.5)
a £—r0 a
Apabils limit padsa ruas kanan ada makse integral
ruas kiri konvergen, jika tidak adamaks divergen.
3. Jiks f(x) menjadi diskontinu pada titik x = X, dari

interval a £ x £ b, maka

b .xo - b
J £ dx = limip [ % F(x) dx + limip [ £(x) dx
>O p:4
=]

a e :a & +&

(2;8)

2.2 Teori Fungsi Kompleks
Definisi 4

Bilangan L disebut 1imit fungsi | f{z) untuk =z

mendekati 2o dan ditulis lim f(z) = L, pada
. z—> ZO

setiap £ > 0 yang ditentukan, terdapat & > 0, demikian
sehingga untuk semua =z dim?na 0 < |z -z | <& berlaku S
[f(z) - L| < £. Jadi untuk harga-harga 3z disekitar z.,

dengan Jjari-jari & kecusli di titik itu sendiri, hargsa

f(z) ada disekitar L dengan jari-jari e.
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Theorema 1

Jika fungsi f anslitik di dalam dan padas kontur

tertutup C, dan z, sebaraﬁg titik di dalam C, maka :

(=)

flz)) = = $

27

- dz
c & "oz,
Rumus (2.7) disebut rumus integral
menunjukkan bahws suatu ‘fungsi yang
suatu daerah yang dibatasi oleh konft

harga fungsi di seluruh daerah itun

(2.7

Cauchy, vang

analitik dalam

ditentukan oleh

harga~harganya pada C yaitu pada perbatasan daerah itun.

Bukti : Y

Diketahui ling-

karan Y, [z - z_|
= r, dimana ra -

dius diambil cu-

kup kecil sehing~ O »- X
ga Y terletak di
dalam C. Sehinggsa akan diperoleh
£(z) F(z) =
§C Z - 2z, dz = v 2 " 2, dz (2.8)
F(z)

Karena fungsi - analitik pada C

z - [v)
daerah diantara kedua kontur tertutup

persamaan (Z2.8) dapat ditulis

dan Y dan dsalam

tersebut. Haka

Lur  tertutup C,-
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£(z) dz £(z) - £(z,)
éc = zo dz = f(z()) §Y mo + §Y - zo dz.
| (2.9)

Untuk setisp r positip:integral vang pertama pada ruas
: E
kanan dari persamaan (2.9) mempunyai harga 27i. Jadi

$ zdf > = 271 untuk . semua lingkaran kecil Y vyang
C o |

berada di dalam C dan beréusat di z.
Karens f analitik di z,, maka f kontinu di z_, sehinggs
jika diberikan sebarang £ > 0, teréapatlah s > 0
sedemikian sehingga berlaku
|£¢z) - £(z,)| < & apabila |z - =z | < 6, sapabila

diambil radius r < &, ﬁaka ketidaksamasn itu berlaku

untuk semua 2z yang terletak pada Y, dan

f(z) - f(zo)

YZ—ZO

dz £ % 2rRr = Z2ne .,

Jadi harga mutlak dari iﬂtegral vang | terakhir dalam
persamaan (2.9) dapat dibuat kecil assl 1 diambil
cukup kecil. ERarens dua integral vyang lain dalam
persamaan (2.9) harganfa tidak tergantung kepada r,
maka integral itu harus juéa tidak tergantung kepada r.
Sehingga integral itu harus berharga nol, dan persamaan

(2.9) akan menjadi

£f(z)

o -z, dz = 2mi 'f(zo'}.

Jadi terbukti rumus Integral Cauchy.
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Thecorema 2

Jika £(z) analitik untuk rg =z -z ] = r ., maka untuk
setiap z dimana r, < |z - z,| < r,, £f(z) dspat ditulis
dalam deret pangkat suku-suku pangkat positip dan
negatip dari (z - zo).
o © b _
£(z) = ) a (z - 20" + ) . (2.10)
n=o nS1 (z - z_)
O
. £egy dé
dimana I — (n =0, 1, 2, )
‘ (aff - zo)
(2.11)
5 ¢y d&
bn = nr P, : - __h+1(r1 = 1, 2, )
Lzrf - zo)

(2.12)
dengan C, lingkaran |{ - z_ | = r,  dan ¢, lingkaran
IE - zol = rz‘ :

Deret pada persamsan (2.10} disebut dengan Deret -

Laurent.

Bukti

Karena f analitik Y7
dalam daerah tertutup
vang dibatasi oleh Ci
dan C2 dan =z suatu
titik interior dari
daerah i1tu, menurut
rumus integfal Cauchy
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f{=z) =

) { F(Z) d F(E)
C

2mi
1

Dengan menarik penggal_garis vang meng

z - zol: C =z - z,

d¢
(2.13)

hubungkan titik A

pada C1 dan titik B pada Cz dan seluruhnysa terletak
dalam daerah einecin diantars C1 dan Cz, makg
terbentuklah suatu kon%ur’tertutup.
Diketahui 1 .
. . z -z, (z - %o) (z - 2,7
E-zzf-z+ 'Z+- + >n + n
o (Z-z_ ) (L-z_)> &~z 3 (§-z)

dengan menukar ¥ dan =z :pada persam

(2.14)

pan (2.14) akan

diperoleh
n—41 n
s _ . . £ -z . . £ - %o) . £ - z)
E -2z z-gz (z-zﬁkz ; (z—zotn (z-2_ )" (2-%)
| (2.15)

Dengan mengalikan kedus ruas dari persamasan (2.14) dan

£(Z)

(2.15) dengan T

dan Cz, dan kemudian dijumlahkan, maka

(2.13) akan diperoleh

k+1

n-1 (
£(z) = E { 21 : :
k=0 C;(E'— Zo )

o]

"tz -zt ey dg
z { 2rj § -k+1} + Qn
k=0

C,(Z - z)

O

£(§) df

C,(z - zo)“(f -z

(z - 20)h

2T

dimana Ph =

z - 20" . £ dg }
- _— +

dan  mengintegralkan sekeliling C,

dari persamasan

dan

),
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oz -z 7" FCE) dE
Qn = 27l 5 : - o
C,(8 -2, (z -&)
Sehingdga berdasarkan persamaan (2.11) dan persamsaan
(2.12) diperoleh E
La - | k : n bk
f(z) = z a, (z - zo)- + Pn + 'z — Qn
k=0 L k=g (B~ %o}
' E
Misalkan |z - z | = r dimana r, <r < §1.

Akan dibuktikan bahwa 1lim 0

n—>

P
n

Jika M harga maksimum dari |f£(£)| untu

untuk harga ¥ ini berlaku

k £ pads C1, maksa

| £¢€) = M, & - 2] =;r1_dan
(£ -z] 2 |& - 2| - fzg - z] = ¢, - rs sehingga
- £CE)  dE o
1Pl = i - < o o 27,
Cl& -~ =z 2 (& - z) (r, - rir,
M L Lm
i " (_Fs.)
ri

Karena 0 =< % < 1, maka dsri ketidaksamsan tersebut

1

untuk n —» o dapat dipéroleh P —— 0.

Jika M harga maksimum dari [f(£)| untuk

£(g) dE

¢ pada C,, maka

-n ? -n H
|in = i:;_ : -n = ZE:E‘ —nzﬂr
C, (& - z.) (& - 2) (r - ror,
Mr rom
_ z =z
T r - r ¢ r)
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sehingga Qn — 0 untuk n = o, karens diketahui bsahwa

Y2

= < 1. Dengan demikian:terbukti theorems Laurent.

Definisi 5

Residu suatu fungsi di titik singular terasing 2

dinotasikan Res(f,z=z,) adalah harga ;2= § f(z) dz,
| i 9P,

dimana C sebarang kontur tertutup 'sekeliling Z,
sedemikian sehingga f analitik di dalsm dan pada C

kecusli di Z,

Theorema 3 (Theorema Residw

Jika fungsi f di dalam ‘dan pada konthr tertutup C,
: | |
kecuall dititik-titik singular yang banyaknys berhingga

» 2_di dalam C;, maka

Bao Zar o n
n .
$ f(z) dz = 2Zrmi ) Res (f,z=z) (2.18)
C = . J
Bukti :

Dibuat lingkaran Ci,

Cz, Ca, ... dengan
titik pusat Z, 2,
Zas vang

terletak seluruhnys

di C. Sehingga dapat

diperoleh : d
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£(z) dz = § £(z) dz + § f£(z) dz +
86c gsc Sﬁc

1 . : Z

=Y § (=) dz (2.17)
J=1 ci :

Menurut definisi 5 diperoleh

2+

Res(f,z=zj) = oaT

$§ f(z) dz (2.18)
c.
J

Sehingga dari persamasn (2.17) dan (2.18) diperoleh :

n

§ £(z) dz = 2ni ) Res(f,z=z,). Terbukti.
C \]

T4

Definisi 6

Pads penderetan Laurent disekitar titik singular

terasing z_ dari fungsi £, vaitu

b b, bm
f(z) = 2 5t L, o * -
o (z - z) (2 -1 z,)
@
™
+ ) a(z - z) (2.18)
nZo :
untuk 0 <z - z < r dimapa r suatu bilangan positip dan

- f
bm # 0, maka titik singular z, dinamakan kutub tingkat

n dari fungsi f. Untuk m = 1 dinamakan kutub tunggal.

Theorema 4

Diketahni fungsi f, terdapat bilangan Qulat positip m,

b
i
|
|

sedemikian sehingga fungsig:
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$(z) = (2 - z,)" f(z) ada dan analitik di z_, dsn

%(z,) # 0, maka f mempunyai kutub tingkat m di z_, dan
residu fungsi £ di zbjmempunyai rumus
§(1"!‘1-1)(20)
Res(f,z=z ) TG oD untuk m > 1 (2.20)

= lim (z - 2z ) £(z) untok m = 1  (2.21)

Z—PZ
Q

Bukti

Misal z, kutub tingkat m dari fungsi f. Dibentuk fungsi

8(z) = (z - z,)" £(z), untuk 0 < |z -lz_| < r, (2.22)

ol
vang didefinisikan pada suatu sekitar dari Zy
kecuali di Z, sendiri. Mengingat |[penderetan dari
fungsi f di sekitar kutub z,, maka # dapat ditulis :

€(z) = b_ + b, (z - z2,) + .... + b(z - zo)m_1

-

e . '

+n-Z,'a“ (z -~ 2,)""" ", dimana b_ # 0. (2.23)
Didefinisikan §(zo) = bm,.maka persamaan (2.22) menjadi
berlaku seluruh sekita? dari Z> termasuk Jugsa Zgyo
vaitu untuk {z - z_ | < r, sehingga dapat didefinisikan

Zm——3Z

@(z,) = lim (z - 20" £(2) = b_ . (2.24)

Karena b_ = 0, maka dari persamaan (2.24) dapat dilihat
I
bahwa f{(z) menjadi besar tak berhingga jika z mendekati

kutub Zg sehinggs

lim [£(z)] = o o (2.25)

Z—rZ
O
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Dari persamaan (2.22) maka &(z) mempunyai titik
singular di Z, dan Q(zo) = 0.

Berdasarkan deret Taylor dan dari persamasn (2.249

diperoleh
§(I‘n—:l.)(ZO) |

% G T | (2.26)
m - H )

vaitu residu dari f di kutub zZ, dari tiingkat m. Kalan
m =1, yaitu jika ‘zb kutub tunggal dari £, maka
berdasarkan persamsan (2.24) diperoleh
b1 = §(z°) = lim (= ~'zo) f(z) (2.27)
Z—>rz
° .
Dari persamaan (2.28) dan- (2.27), maka theorema 4

tersebut terbukti.

Pefinisi 7

Suatu fungsi disebut meromorfik pada suatu domin jika
' E

singularitas fungsi dalamzdomin itu haﬁyalah kutub..

Theorema 5

Jika fungsi f memenuhi SVarat—syarat

(1> £(z) meromorfik di setengah bidang atau y > 0,

(2) f(z) tidak mempunyai kutub pada sumbu riil,

(3) z £(2) — O uniform, untuk [z| — @ dan 0 £ arg z < n,

[0 ] fes)
(4> [ £(x) dx dan J £(x) dx keduanya konvergen, maka
—€X) (2] .
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w

J f(x) ax

-0

2ni ¥ R

. + .
dimana I R merupakan jumlah semua res

idu dari f(=z)

14

(2.28)

di

kutub-kutubnya yang te?letak di setengah bidang atas.

Bulcti :
Dipilih kontur tertutup C yang terdiri
(i) Bagian sumbu x da?i -R sampsai R,
(ii) Setengah lingkarsn CR di setengah

pusatnya 0 dan berjari-jari R, dan

besar sedemikian: séhingga kont

dari H \.

ur

bidang atas yang

R dipilih Qukup

tertutup C

melingkupi semua kutub dari f vyang terletak di
setengah bidang atas.
Menurut teorema residu;diperoleh
fﬂ:f(x) dx + fcnf(z) &z = 2ri L R°  yang berlaku untuk
semua R yang cukup besar. Kalau R — |®, maka menurut
syarat (4) diperocleh | |
o _ ;
J fGo dx + lim f, f(z) dz = 2z £ R :
~00 R—#00 R ;
Menurut syarat (3) jika:diberikan € >| 0, terdapatlah
X > 0, sedemikian sehingga.untuk semua |z] > A .dan
0= arg z < n, berlaku |z £(2)| < .
Jadi untuk R > X\ dan z pada C_ berlaku ||z f£(z)]| < e,
Untuk =z padé C,» dapat ditﬁlis z = Re“g (0 = & £ n) dan

i

dz = iR &€ ds, sehingga
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° de|

| J

C

R

Y- :
t(z) dz | = | [ £(Re ") iR e
5] .

T
<

Jika R > A, berarti bahwa lim [, £(z

LA m
Jo 1z £¢z)] de < [

£ de

y dz

1o
(z) de|
ne
0.

Berdasarkan theorems diatas untuk kutub-kutub vang

terletak di setengah bidang bawah akan

-0
[ f(x) dx

a.o]

2ri ¥ R

H

R

diperoleh

(2.29)
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2.3 Fungsi Gamma
Fungsi Gamma yang dinyatakan dengan I'(z)
didefinisikan oleh
© s :
F(z) = f e ¥ ¥ dx; dengan Re {z} > O (2.30)
fa :
Sebuah rumus rekursi untuk Fungsi Gammg adalah
w _ M _
F(z+1) = [ e ¥ x® dx = lim [ e ¥ F dx
s ) o

MmO

M M

= lim {k-e*x) x° -z lim f (—e{x) =t dx } :
M—3 00 0. M-~ O [
|
T =M z M -% z—1
= lim [(—e )M —D]+zlimfe X dx
M—r0 M3 (D o |
© a4
=z f e x° dx
o _
= z T'(z) ﬁ (2.31)
untuk z = 1 maka
@ oM __ M
F(1) =f e dx= lim fe *dx = lin [ -e I
O M= Lo I M—>CD
= lim [1 - e ™M] = 1
M—»0
Jacdi untuk z = 1 maka (1) = 1.
Jika z=n merupakan bilangan bulat positip yang

berada di dalam '{(n+1) = n I'{n), maka

r¢zy = ir¢t) = 1.1 = 1{
F(3) = 2r'¢(2) = 2.1°(1) = 2.1 = 2!
F(4) = 3r(3) = 3.2M(2) = 3.2.17(1) = 3.2.1 = 3!




Fungsi damma 17

dan seterusnya, sehinggé f(n+1) = n!.. Maka Funggi
Gamma kadang-kadang dinamakan fungsi faktorial yaitu
F(n+1) = n! | o (2.32)
Dari persamasan (2.31) Jjika =2z ‘adaslsh bilangan
riil dan positip, maks Ffz) dapat digeneralisasikan
sebagail Fungsi Gamma untuk 0 < z < 1 (pecahan), dengan

mengubah persamaan (2.31) sebagai berikut

- F(z+l)

F(z) - (2.33)
Jika z = —% , maka dari persamaan . (2.33) dapat
diperocleh
re-% + 1)
1, _ 2 _ et
D= = -7

Sekarang akan dihitung FQ? terlebih dahulu.
' [

-1.-2

rely - © _x
(E) = f [ b4 dx
a

Substitusi x = y° — dx = Zy dy

batas-batas integrasi : x = 0 —— y = 0
‘X =0 — ¥y = @
. 0 _yz . : © _ 2
re = foe v 2y dy = 2.foe Y dy.

Diambil F(%) dengan variabel lain, misalkan

1 [+ 4] _u2
F(;& = 2 I e du maka
o]

5 z o0 — ﬂnzﬁ
{rcz)} =4 [ [ ™™ dy au
o O Co

Substitusl v = r cos €, dv du = r dr de€

3] r sin €
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Batas-batas integrasi

[
H

0 ——> &8 = [}

<
"

[l—-—-——-:»@:n‘/_‘z "

) T2 “Ez o ) o2 - -
:z-'[ode[qe-]o —gfode:g[ea]o =1
frof -
2.
Jadi MY = ¥ w (2.34)

Rumus Asimptotik untuk I'Czd

Jika n bessar, maka kesukaran perhitungan vyang
merupakan bagisan dari‘pérhitungan F(z)| akan kelihatan

nyata. Dari persamsan (2.30)

w m .
Pzl = [ e %% dx = [ ™7 4y L (2.35)
0 Rs :

Fungsi z In x mempunyai sebuah maksimum relatif untuk
z = x. Substitusi x =; z+y maka persamaan (2.35)

diatas menjadi : . | ;

-1
N

3
=t
1!

w 3 8]
- ziniz+y)— -z zlnz+zlnid+y - z-vy
e f e Y Y4y = e f e 4 dy

-z : -z

w
= -z zZlrd+y . zr—
=z e f = ; Y dy

Diketahui bahwa ln (1+x) = x - f +

v
dengan x = ; , maka
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T(z+1) =

0 2/2 . 3/3 Z
z 4 -~y b4 Z = s s
Z e f e ;

-z

dy

18

Dari persamsan (2.38) dan perss

diperoleh persamaan sebagsai berikut

e - 27

Sehingga untuk z yang besar terdapat h

z+a-1.-2
'{z+a) = 2

a-b

Fla + 2)
X 2

(b + =)

Fungsi Gamma merupakan fungsi

kutub sederhsna pads z = 0, -1, -2, -3
n merupakan bilangan Bulat positip

persamaan {(2.31) dapat diténtukan

I'(z+n+l) = (z+n) F(z+n);
F(z4+n) - iz+n+1)

{z+n)

maan

meromorphic

Misalkan y = v ¥ 2 maks dari persamaan diatas _akan
_diperoleh
0 - 2 3
r.,(z+1) - zz e-—z _{—21 J‘ e—V 2 v /B')/;‘— .o dv
-z
Bila = beéar maka aproksimasi yang dekst adalah
-4 - (X) -vz/z
F{z+l) = 2° ¢ « z [ e dv
-
o - 2 ‘
= 2% e F ¥z f é~(v/f?) vz d(v/¥Z)
-0
=z e " ¥z Y2 Vw
F(z+l) = z° &% + zrz (2.38)

(2.31) dapat

ards pendekatsan

(2.37)

déngan

Hisalkan

terkecil.  Dari
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Maka diperoleh I'(z) sebagai berikut

~ M(z+n+1)
F02) = STy . e
Untuk menghitung | residu pada sebuah
sederhana, misalkan z = ~:n + £, maka residu di
tersebut adsaslah
. . Ne+l)
r¢- =
Jl,2 e = Lin e e
— R NeY
(-ny(-n+1)(-a+2y...(=2)(-1)
_ _(=1)"
- n(n~1}(n—2)(n~3)...2.1
_-1)"
T on!

Cont.oh soal :

1. Hitunglah setiap inﬁegral vang berikut

o

2) [ x’e® dx = I'(4) = 3! = 3.2.1 =
o]
[0 2] _3

b)fr'yeydy
8 )
Dengan memisslkan ya-: X, maka in
menjadi . }
oo/ 1.8 -x 4 —2/;3d' 1 (2 iz
f X e ;X _ _x-;_rx

W]
1Y

re

JE—

-X

dx

|3

(2.38)

kutub

kutub

(2.39)

tegral tersebut



Trensformasi Fourier

2.4 Transformasl Fourier :

Transformasi Fourier dari fungsi f¢(

21

x) € L(- », w)
didefinisikan dengan
1 © isx : .
FIf] = — e f(x) dx (2.40)
Yzrr fnm .
F[f] merupakan trgnsformasi Fourier dari f(x)

l

dimana F[f]

L
F(s) dengan s adalah suatu peubah hasil

transformasi.
Sedangkan transformssi invers Fourier dari F[f]
ditulis sebagai
1 © -t .
F(x) = — |  F(f) ds (2.41)
Yz -0 ’
Jika £f(x) merupakan fungsi;genap vang berarti f(x) =

f(-x) untuk semua x maka

a
— [ cos sx f(x) dx

F{f] = f/ﬁ— f f(x) cos sx dx
15? -
' (2.42)
FIfl merupakan transformasi Cosinus Fourier dari
f(x) dan dinotasikan deﬁgan Fc{f]. Pan transformasi
invers Cosinus Fourier dinyatskan dengap
_ : : g
f(x) = Fi{ F[£] } dan didefinisikan dengan
- | 0 _
£(x) = /= [ F.(s) cos sx dx (2.43)
o . .

Apabila f(x) merupakan fungsi ganjil

f(-x) = -f(x) untuk semua x, maka

vang berarti




Transformasi Fourier

al

F[s] =

51n sSX f(x) dx

F{f] = — j

F[f] merupakan transformasi

dinotasikan dengan Fa[f] sehinggsa
z 4]
P = /5]

Sedangkan transformssi invers

F(x) sin SX dx

Fs[f] dinyatakan dengan

E(x) = {F [f1 } =

Theorema 6 ¢ Theorema Pergeseran)

a. Jiksa F{f(x}}

"

F(s) maka F{f(x-a)}

b. Jika F{f(x)}

L}

F(s=) ﬁaka F{f (x+a)}
Bukti

Jika F{£(x)} = F(s) maka F{f(x-a)} =

1 @ Lex :
—— f e F(x) dx

w

1 Tex
— [ e
-0

Fif(x-a)} = f(x-a) dx

substitusi u = x - a maka x = u + a,

-~

X = = — 1

X = 00— u= o

= /2 I

Sinus

Sinus

/ f F (87 sin sx

isa

©

e

i

I

dx

dx

22

f(x) sin sx dx
(2.44)

Fourier ‘dan

(2.45)
Fourier dari
(2.48)

isa

F(s)

—-isa

F(s)

F(s)
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sehingga
£ © isx 1 © islu+al
— [ &7 f(x-a) dx = I f(u) du
Yzt T -0 Y@ -
1 @ isu ia
= A e e F(u) du
Yz -
4 isa ©
= — B f et f(u) du
v2rr -
F{f(x-a)} = e'"% F(s) (2.47)
Jika F{£(x)} = F(s) maka F{f(x+a)} = e % F(s)
1 @ 18X : |
Fl(s] = — e F(x) dx
Yz Imm
1 @
F{f(x+a)} = — [ & f(x+a) dx
2N - ' :
substitusi v = x + a maka x = v - a, dx = dv
X T - @ — ¢ = -
X = 00 ey = CD
sehinggs
i ot i 1 | @® Ls(v-a)
— I e™ f(x+a) dx =i— [ WV £(v) dv
7Yz " - Y2 T -
1 bt isv ~-iga
=— [ €% 1" £(v) dv
Y217 -
' 1 =i © igv
= — e o [ &7 f(v) dv
©oyer -0
F{f (x+8)} = 5% F(s) (2.48)
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Theorema 7

©
Operator integral F[f] = — I e f(x) ax
S T

dimana F[f] merupakan transformasi Foufier dari f(x) e
Lz( -0, w ) operatof tLersebut éiatas bersifat
unitary, mzka :

o8] 2

f |th3

—D

2

m . .
ds = | lf(x)

dx (2.49)

dan invers dari F adalah E* sedemikian| sehingga

F(x) = F*{F[f]}
1 m_, :
£(x) = [ e Fr£] ds
Yzt T -

Persamaan (2.49) dikenél dengan Identitas Parseval.
untuk integral Fourier; dan persamaan yang lebih umum

adalah

o . o
J FIfl Flgl ds = | £(x) g(xJ dx (2.50)

-0

dimana garis diatas ménunjukkan kompleks konjugate

vang didapat apabila i diganti dengan -i.

Bukti :
o] 2 00 2
¥y [ F{f}} ds = | :)f(x) dx
—00 -0
w e o .
I F(f]| ds = [ F[f] F[E] ds
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= [ FIE] — [ e f(x) dx ds
—00 27 =00
. w [as]
~ 1 J  FIOET e!® f(x) dx ds
Yz - -

1 | © | © is '
= 2 [ f£(x) FIf] e ds dx
Y2 Iéw Inm

. w w |
— (x> F[f] e ds dx
Yz J‘-m f—co

. | o o
- f(x) FI[f] e ds dx
vz j—m J"—c:nza

Cb —
I f(x) F(x) dx

[6.2]

mw

I |F[f]

-2

2
dx

2 o : '
ds = [ lf(x):
e

w w 0 —————
¥¥) [ FIf) Flgl ds = [ F(£) 2= [ g(x) ™" dx ds
0 o Yzm T - '

1 | © @ -iex —— “
— [ FIE] [ & g(x) dx ds
Yan -0 ~C0

1 S © -isx
= — ' g e F{f] ds dx
Yzrr f:—co J'—-oo
‘ f © _ - 2 @ -isx
= g(x) — e F[f] ds dx
—00 ﬁ? I—eo
@
= [ a&x) f(x) dx
-0

o

= f f(x) g(x) dx

-0

25
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2.5 Konvolusi
Definisi @8 ' "

Diberikan f(x) dan g(x};adélah dua funggi vang berads
dalam L ( —m., @ ), maka konvolusi untuk f£(x) dan g(x)
didefinisikan dengan
o0
(f * g) (x) = [ f£(y) g(x-y) dy (2.51)

-0D

biasanya ditulis dengan:h(x) = f(x) % g(x)

Theorema 8

© |
Jika (f¥g)(x) = [ f(y) g(x-y) dy

makse invers transformasi Fourier untuk Sf*g)(x) adalah

¢
t

F'{fkgt = vam F (£) F' (g} | C(2.52)
Bukti =
0] .
(fkg)(x) = [ f£(y) g(x-y) dy
—00 !

taxM

- 1 o B -
Fifkgt = — [ (gxf)(x) e dx
Yz -~ f

f e f  fy) gix-y) dy dx




Konvolusi

1!

1 © © -i8x
— | £y [ e g(x-y) dx dy
Yz -0 - -

© ' o
_{—‘—_—; I ERL¢D ﬁ'ﬁ;_f—; S e la(x-y) dx dy
. 21T -

Zn =00 o]

w0 .
{L_ J £(y) AR Fig(x-v)} dy

F114 -

menurut theorema pergeseran

Fr{f(x-a)} = e °° F(s)

iEx

= e F(f)

Maka Fig(x-v)} = e =¥ F*(g)

w . .
FAatkedy = [ £(y) e F*g) dy

-0

»* © ’ ~-isy
F(e)[ £(v) ™ dy
~C0

o |
727 B (g) —J £ e ax

2Tt ~00

Yaw F lg] F ] Terbuktil,

I
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2.8 Persamaan Bessel

Persamaan diferensial

xzy“' + XV + (x2 - pz)y = 0 atan -

2 dzy dY 2 2 . 2

X — +t X —+ (Ax ~v)y =0 (2.953)
(254 ax '

adalah persamasn Bessel dengan derajad v dan parameter
A. Untuk menyelesaikan perssmsaan (2.53), wvariabel

bebas x diganti t, dengén substitusi t = Ax, . sehingga

diperoleh

dv dy aFy 2 dzy
_— A — dan - = }\j >
ax at ax - dt

sehingga persamaan (2.53) menjadi

2 G’zy dy Z 2 P
+ b — + (ET - ¥y =0 {(2.54)
adt

t

at’?

persamaan (2.54) diubahike bentuk

d'y dy :
— * P(t) — + Q(t)y = 0 -
dat dt '
5 £2 - P
sehingda diperoleh P(t) = dan Q(t) = 5
I t B
Diasumsikan deret vang berbentuk
v 2 ) 3
v = t ¢ a, t at + oath o+ at  + ... ) (2.55)
v AT - § v+ v+ 3
= ajt o+ at + a t + a,t +
¢ - v—4i . h'd . w4+ i
N4 = va t + (v+1>a1t + (v+2)azt +

y'ro= v(v—1)aot”'2+v<v+1)ait”“+(v+1)(v+2)azt“ +
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Substitusi ke persamaan (2.54) diperoleh
[v(v-laaot” + v(v+1>a1t*“ + <v+1><v+2)a2t“*z o+
(v+k)(v+k—1)aktv+g+...] + [vaotv + cv+1>alt“” +
- w2 vtk V2
(v+‘d)a2t + + (V+k)&kt:, + ] + [aot +
vk 2 v 2 v+l
o8t ] + [ - via t - vat -
z v+Z z vtk
v azt - - Vgt + ] = 0
Hal ini harus diidentikkan bila dan hanva bila
setiap koefisien dari t vang berpangkat adalsh sama
dengan nol. Otomatis koefisien dari FV adalah nol

|

juga, sehingga v adalah:akar dari persamsan indisial.
Koefisien dari t°™* adalah
z 2 . _ 2
v(v+l)a1+ (v+1)ai- v ai:—‘aiv + zaiv + 8- av
= 2a£v + 8, = ai(ZV_T 1y = @
untuk k = 2, koefisien dari t“"™™ adalah
i ‘ ' 2
(vtk)(v+k-1)a + (vikia, - g , - va = (
: 2 _
ak[(v+k)(v+k—1) + {vik) - v ] +oa =p
z ) 2 : 2 _
ak[v+.2vk-v+k—k+v+k—v]+ak_2-0
z - ' . _
a(2vk + k') +a =0, ak(2v + k) + a, ., = U atan
ak—z
a, = - (2.5B)
k(2v + k)
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Jelas bahwsa 8  harus nol untuk setiap harga dari v,

i

kecusli v = ; dan genapﬂ Diasumsikan a = 0, maka
penyelesaiannya adalah dalam bentuk : -

. .

2 ak tv+k

k=0 :

Dari persamaan (2.56) terlihat bBahwa beberapa
koefisien a, adalzh keiipatan dari koefisien kedusa
dari a,_,- Sehingga mnulai dari a dan setiap

koefisien dengan indeks ganjil asdalah samsa dengan nbl.

Dan vang lainnya, mulai dari a dan diambil

k=2,4.,6, ... dari persamaan (2.56) diperoleh : 8, = 8,
8 By
B 7T T T - 2
2(2v+2) 27 10w+l
a = - &, - ? a, _ %
¢ 4(2v+a) 2% 2(v+2) 2% 21 (vezy(v+1s
gy 2, - go
a5 = - -T2 . =T s .
B(2v+8) 27 3(v+3) 2 3 VHEIN(v+2Z3(v+ 1)

secara umum dapat diperoleh

m
(-1) a,
aZm = Zm ) )
Z mi (v+my. . . (v+23(v+1)
dan a, adalah koefisien dari tvtzm = twzm pada deret

(2.35) dari y, oleh karena itu jika a, memuat faktor

Vv+2m 2m

2 maka penyebutnya adalah 2%, sehingga dapat
ditulis
™m .
— ‘.(_l) AV
azm . v+2m (d 8.0)

2 m! (v+m)...(§+2§(v+1)
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Dimans faktor (v+m) (v+2)(v+1) merupakan bentuk
faktorial. Sehingga dapat ditulis

(-1)" LV .
8, = [2 T(v+1da ]
SR i Cuam Y. (VA2 (v LT (v L) ©
- Diketahui fungsi gamma vi{v) = C{v+1y, maka
pernyataan untuk a, akhirnya menijadi
(—-I)m ) v )
a = - [2 T (v+1lya_ ]
YRR ol C(vemeldy ©
: m
ambil a_ = - 1 sehingga a, = e (-1
2T (v+1) 2 m! I'(v+m+1)
Akhirnya deret untuk y dari persamaan (2.55) jika
_ 1 _ 1
8 ~ v > a, = - vz
2T (v+1) 2 C{v+z)
1
ail» = v+4 .
2 20 T(v+3)
adalah
v 2 3
v{t} = t (a <+ %t+ %t.+agz+ }
z K
- tv[ —:l__“_ + U‘~'—;:;E———— + 0+ vtd : -
2 v+ 2 TT{(v+2) 2 2T (v+3)
© m v+2Zm
_ (-1 t :
2;; 2" ™ mi F(vimel)
it m v+2m
Jadi y(t) = Z . (2.57a)
2 m! I'{v+m+1)
m=0Q :
. ' |
@ m W Zm
- Z “;’ L . diketahni i% = -1
rh_ﬂ.‘Z" 27" m! T(v4m+1)
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tv (DZ (1) Zm
S 20 A 2T il D(vml)
o
_ E v Z -_-'_t‘: 1
- 2 2
oo m!lr(v+m+1)

persamaan diatas merupakan penyelessian

dari perssamaan

Bessel dan dinotasikan dengan simbol Ty,
Jadi untuk t = x
v & i‘. 2n 1
J (x) = [%] Z [-—2’5] (2.57b)
s 7 n! I'(v+n+1) :
Ambil v = -v
m‘: -( l)m t-Vme
sehingga : J_(t) = E:' — (2.58)
v —. 2 VEEM i F{-v+m+1) : '
m=0
Theorema 9
ety
e = z J () 2z (2.59)
nE-e0
Bukti :
1 1 Az o
22 5 -
e e ", e
o i _
X *
diketahui e ::z —37 Sehingga
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(2.80)

o e (3w (2
z 2z
e . e = - - .
jzo gt kz;' k!
X j : k o0k Lk
023 (;) z o (_1> ('z_) P
_j=° ! ; kz; k!
k &, j*k Ik
S:D E (-1) > z
o k%o kig!
ambil n =

(2.60) diatas menjadi

k ,o.2k+n n
i-a(z—:—:) @ ® -1y oz
© - Z Z T kI(n+k)!

berdasarkan persamasn (2.57}, maka pers
dapat ditulis

1 i [+ o)
e ——
7o (z-=)
e

Jn(a) 2" ﬁaka terbukti

LaEiits +]

J - k, dimana ~® < n < o, sehingga persamaan

(2.81)

amaan (2.81)

Berdasarkan TheoremafLaurent, diketahui

J f(z)_
% T e Jo T da no=0,1,2, ...
1 (z-a)
b, = & ffcz (z-2)"" £(2) dz, n = 1,2, ...
01 dan Cé dijalani dalam arah positif terhadap
titik-titik dalamnya. Bila C, dan C,diganti dengan
suata lingkaran sepusat C asntara C1 dan Cz, maka 8_
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dapat dipercleh

. f(z) '
— C -—-——---—-—-—-—-dZ, nrz to,il,iz, B e W (2.82)

an T o2mi rn+1
(z-a)

Jika z # 0, dan diketahusi

1 1 o
(=) n
e = J (&) =z
n
n=—-m
Untuk z = 0 merupakan kesingularan berhingga dari
o |
fungsi e s sehingga fungsi tersebut mempunysai

suatu uraian Laurent yang berbentuk

220 3 o

e = E Jn(a) z
n=-w

dan berlaku wuntuk |z| > 0. Berdasabkan persamaan

(2.82), koefisien dari Jh(d) diberikan dleh

JaG5y
e
o ———— dz
Jn(a) = 2—1?;- C zh-H.

dimana C merupakan kdrva tertutup =sederhana vang

memuat z = 0 di dalamnya.
Diambil C suatu lingkaran yang berjari-jari 1 dan
berpusat di titik asal, yaitu C adalah 2] =1 atan

i
zZ = e , maka

LT TP
Jh(a) = 2L Lint 178, 1€ de
2 e
- 4 'znei.ci sin & ;.tnei 4o

2




Persamaan Besseol

1

2

2 .
1 ] : iooe .
= — f cos{(a sin 8 ~ nf) de + EE'J sin(a sin

27
o] o]

27T

i N
= = J;cos(a sin © - no) de

dengan menggunakan kenyvataan bahwa
27

I = J'sin(a sin € - n@) dg = N
o :

dengan memisalkan @ = zn - ¢

2
1 = [ sin(-a sin ¢ - 2nn + ne¢) de
[»}
ALY
= - [ sin(a sin ¢ - n¢) de
o _
= -1
Sehingga I = - I dan I = 0

zn
. . 1 . .
Jadi J (o) = — j;cos (n® - « sin 6) de

dimsna n = 0,1,2, ...

untuk 2z = o« dan t = & maksa

T
1 .
Jh(z) = E-J;cos(nt - 2z sin t) dt

= Re { :[_ ane nt .~ =z sin L) dt}

o

Ie

114
-tnt - iz sin 1L
= Re { - J;e e dt }

misalkan F(t) = i sin t — F'¢(t) = i cos

14

dimana t = py

[9N)

o -

o

ng) de
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. . T
Diambil t = P maks
oz ) .
1 f —wNFL 2+V) Pt.z Sun (FTTA/2+N) d
o e =) _ v
-T2
-\nrs2 Ts2 . B
e -Lnv t= cos v
= I & -3 dv
3
-T2
=-ints2 -2 . , 2 4
_ € J- e—tnv Pl,z(:.—v s2ZHv 24—
= - =
-,z
Uz-nftr2y 7wrs2 .2 . a4
_ e J~ B-an ef-sz S2HLEV S24—
= - _
~7tr2
2 -
] 2 —zin {1-i)ju
Misalkan v = — atan v T —————
Yz
vaitu u = = (l+idv ¥z
Make integral diatas menjadi :
.. Liz-nrszy o ? z 4
{(1-i)e —a+inurtz - u- ez -
J e €

n¥z _—

dy

atau untuk nilai z ysng besar dan positip adslah

|

t{Z=nTTr 2y

. L(zZ=nTT 2 QL - 2
(1—1)9 J‘ 8_ w d_u
nvYz - =
© _ 2
dimana f e du = ¥7, sehingga
—00 ) .
! . t{Zz-mT-2> 0 2
I & e 8] J e " du= 1-ide
; nYz —co

dan bagian riilnva diperbleh

‘ L { cos {(z - EED + sih-{z - Bgﬁ }
Yz

Diketahui bshwa cos(a - Yy = cos a

YR

Yoz

cos

el

+ sin 8 sin
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{ cos

¥z
Tz
sehingga

2 { cos (z - —*D + gin {z -~ ) }

Ly

37

g + sin a )

L S { cos (z - Eg - g ) }

Jadi

J(x) = { cos (x - — - ——) }

(2.82)

Pari persamasn (2.57). dapat diubah bentuknya

menjadi

[2.0] m 1 : 2Z2m
RPN g
v Lo 2¥m! T(v+m+1)

Jika U merupakan suku ke-n, maka

G 2)*"/ nir(ven+1)

Zn+2

(5 2) /( +1) 1T (v+n+2)

Dari persamaan (2.31) dapat diperoleh

F'{(v+n+2) = (v+n+1)r(v+nfl)

Sehinggsa
U (n+1)(v+n+1)
n
U =4 2
n+i 2z

Dengan v non-integral dan z bilangan
Jv(z} mempunyal titik - cabang pada

menghasilkan faktor z°

(2.82b)

kompleks, maks

Z = &, dan
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2.7 Metode Proyeksi

2.7.1 Ruang Hilbert

Definisi 9

Sebuah ruang linear X: disebut inne% product, Jjika
rada ruang linear X didefinisikan operaéi inner product,
Apabila f,.g € X ( ruang 1in¢ar riil atau kompleks ) ﬁaka
inner product dinotasikan .dengan {f,g) adalah suaty
bilangan nyata, sedemikién sehinggs dipenuhi sifat-sifat
sebagai berikut |
1. Untuk setiap sksalar a}ﬁ <€ F dan untuk semua f,g.h « X

maka berlaku

- (af+i3g,h)

- (h,af+3g)

a(f,8) + B(g,h)
a(h,£) + B(h, &)

i)

It

2. Untuk semua f,g « X (kompleks), berlaku (f,g) = (g,5)
den jika f.g = X (riil), berlakn (f,g) = (g,f).
| .
3. Bersifat definit positif yaitu : :

\
(f,f> 2 0 dan (f,f) = 0 bila dan hanya bila f = 0

Catatan : (f,f) adalsh riil karena (f,f) = (f,fy.
Definisi 10

1. Norm dinotasikan | . ¥ pada ruang! inner product
didefinisikan dengan
IEl = (f,.f)u2 untuok setiap f dalam rusng inner

product.
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2. Hetrik ruang inner product dinyatakan dengan

1.2

d(f,g) = If - g, dimana : If - gl = (f-g , f-g)’2

T
i

untuk semua f,g dalém ruahg inner product.

Definisi 11

Misalnva H suatn ruaﬁg inner product dan {fn} susty
barisan Cauchy dalam ~H . sedemikian sehingga bahwa
barisannyva mempunvai sifat untuk setiip € > 0, vyang
diberikan dapat ditemukan " N(g) sedemfkian sehingga

Ilfh - fmﬂ < £ untuk n,m € N(=) atau dengan kats lain

lim Ff - F 1 =0
™ m

n,m —» @

H disebut ruang Hilbert jika setiap barisan Cauchy

konvergen ke suatu elemen dalam H.

Contoh @

Lz[~m » o}  Rumpulan .semua fungsi-fungsi riil vang
kontinu dan didefinisikan pada (-o , to) &adalah ruang

Hilbert. Karena_untuk sétiap fungsi yang berada dalam

L2[~w , ®], berlsky inner product | vang dinyatakan
dengan
® ;
(f,g) = f £(x) g(x) dx, luntuk semua f(x), g(x) « L, (-, 0]
-0 : ’

A .
Apabila lim [ f(x) g(x) dx ada.
A0 —A o '

Metrik d untuk L [—m,m};dihyatakan dengan

e o] 2 172
d(f,g) = [_[{ F(x) ~ g(x) } dx ] (2.83)
-0 i '
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dan norm untuk f(x) = L?[nm .

o0

J

—

LEexy|®

dx < o,

@],

adaléh

0 2 12
BEE = { [ 1eGo]® dx } .
- ) f

2.7.2 Transformasi Hilbert

Pengdertian Transformassi Hilbert dar

vang berada dalam L,( - , ® )

Hl®l

=

o ¢{u)

PP du
—Q0

Jika

1 fungsi

40

(2.64)

GLK)

dinyatakan sebagai

(2.865)

Sedangkan invers dari transformasi Hilbert adalah

- sebagai berikut

Pixn)

w H{¢(u)]

X - 1
—o0

do

2.7.3 Rumus ekivalen Transfdrmai Hilbert

Rumus

diperoleh

ekvivalen

dengan men

transformasi

substitusikan

persamaan (Z2.B83) sehingga

maks vy u

1

-0 —— Y

b 7 du dy
-0

w

u

Hilbert

(2.66)

dapat

v ke
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. 0 P(x+y)
H{¢] = - ~ j_m 5 dy | (2.87)
Sehingga persamaan (2.87) merupsakan TUnLS :yang

ekvivalen dengan persamé&n (2.85). Sellanjutnya untuk
memudahkan dalam menentukan transformasi Hilbert dari

suaty fungsi digunakan peréamaan (2.87".

2.7.4 Konvolusi Tranformasi ;Hiibert

Dari persamaan (2.85) vaitu

0  ${u)

1
3 X - u
-

1

Hlel du

i
X - 1

=z f P(x} du :
.._w .

w

. 1 1
= [ P(x) * x ]

i

P(x) ¥ —

L4

i1

Jadi transformasi Hilbert untuk ¢(x) = LZ( -, @ )

dapat diperoleh dari kon#olusi $(x) dengan "%ﬁ’ vaitu

1
L4

H{p] = ¢(x) % (2.88)

Transformasi Fourier; dari H[¢] adsalah sebagai

berikut

: L, . ® #(u)
JUGHEEREN| au }




Metode Proyeksi

1.
F{qb(X)*—;!—x}:

vim  Fle) F{

v2r

Flo] —&

27

® OS5 SX + sin sX

1
1P

I

}

15x
w e

dx

H4
-0 X

Flel = J

-

1

24

Fl¢] { f*

o]

COS SX

Karens

@ C0S5 SX

F{H{#]}

Haka F{H{[®1}

d

Sehingga

merupakan fhngsi ganjil,

dx

© . sin sx

Fl¢l i [

-0

1
I3
Ffel i

i Fig] |
Flel (-i m>

n

-

1 Fle]

0 CO0s5 SsX

X

o, sehingga

X

7 untuk s > 0

i sgn s F[¢]

i sgn s

dx
X

dx + 1 f

dx

untuk s < ©

1

; » untuk s >
imana sgn s = {
&~ =1 , untuk s <
F{H[®]}
Fle] Z ——mee— = ~ ] 880 S

W sin sy
dx}
© X
maka
(2.89)
a0
0
F{H[¢]1}

42



Melode Proyekst 43
F[é] = - ¥aw :iF{ - } F{H[$]}
_ F " u
=T R Tax Hled
b 3 _ *® i
F {F{1} = - F.[F{ e Hlg] }_]
P(x) = - { ;x H{¢} } : (2.70)
Jadi (x> = - = [  ——— du (2.71)
-0 X - n
¢(x)> menunjukkan invers dari Transformasi Hilbert.
. Contoh Soal :
Tentukan transformasi Hilbert dari ¢(x)i = cos x
Jawab
o F(x+y)
H{¢] = - = f 5— dv
-0
< 0 cos(x + y)
— ';!'- I“m v dY
® (cos X cos ¥y - sin x sin y)
1
=-17 dy
LI b4
) © ©0S X COS Y . o gin x sin v
:—;_?J‘—-m v dY+ "'n"f_m v dy
; ® sin Y.
7 Sin x . 5 dy




Metode Proyeksi

i .
ESlﬂX-ﬂﬂ

sin x

Jadi transformasi Hilbeft dari ¢(x) = cos x adslah

H[#] = sin x.

2.7.5 Metode Proyeksi

Piberikan sebarang ¢ e Lz( -, %,

maka dapat

. ! :
didefinisikan dua fungsi baru yaitu ¢;ﬂx) dan P_(x)

sebagsai berikut

N|R

#,(x) { o+ i HPl }

i

>1¢ - i H[¢l}

¢ _(x)

Transformasi Fourier dari persamaan
persamaan (2.73) adalah éebﬁgai berikut

1

Fl¢,] = F{ ¢+ i H[¢] }
= 2 { F[$] + i FLH[#1] }
= 2 { Flo] + iisgnéF[¢]}
= 2 { F[#] - sen stf¢] }
FI$,] =0 , untuk s > 0-

= F{¢], untuk s < O
Fl¢d =7 Fl ¢ - i H¢l}

{ Fl#] - i FIH[#]] }

N

{F{¢] - i i sgn s F[#] }

N

(2.72)

(2.73)

(2.72) d

(2.74)
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Melode Proyeksi

= > { Fl¢] + Sgn s F[o] }

Fle¢l =0 , untuk s < 0

= F{é], untuk s > 0

Dari persamaan (2.72) dan persamaan (2.73)

¢(x) = 24 ¢+ i H{e] }
$.(x) =>{¢-iHl} ,
$.(x) + ¢ (x) = $(x) |
dan
¢ (x> = 2t o+ iHl}
#_(x) = 24 ¢ - iH)}
¢, (x) - ¢_(x) = i H[g}
maka : H[¢] = - i { ¢ (x) -~ ¢_(x)}

(

(2.75)

(2.78}

2.77)

dari persamaan (2.74) dan persamaan (2.75) diperoleh

F(¢l = Fle, 1 + Fl¢_1,

sehingga diperoleh persamaan

H

¢
Fl¢]

¢, + ¢
Fle,] + Fl¢_]

(2.78)
(2.79)

vang merupakan efek dekomposisi ¢ dalam ¢, dan ¢ dan
b

.transformasi Fourier daerah asal F[¢] dibagi ke dalam

dua fungsi vaitu Fle,] yangfkosong untuk
dan F[¢_ ] yang kosong untuk'semua 5 < 0O,

Sekarang akan didekomﬁosisikan ch s

+

N dan

dalam dua sub fuang ;yaitu L

3emua S

> _O
Yy ke
yvyang
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Melode Provoksi

didefinisikan dengan

2

t@(x) € L,( ~0, @) | Flg]

LZ

t&(x) € L,( -o, @) | F[e]

Sehingga untuk ¢ L;

0, s >;U'

s > 0}

(2.80)

s < 0} (2.81)

Flo] =
F{H(¢1} = i san s F[e]
FH[pl} = 0 , s > 0
FHISN = - 1 F[8] , s < 0
maka Hi¢}l = - 1 ¢ | (2.82)
dan untuk ¢ e L,
Fi¢l =0, s <0
FH[#J} = i sgn s F[4]
FH[$l} = 0 , s < 0
FH[¢} = i F[#) , s > 0
maks. Higl = i ¢ | (2.83)
sehingga dapat disimpuikan bahwa untuki ¢ e Lf |
maka H[¢] = ¥ i ¢ . i (2.84)
Telah diperoleh gaﬁbaran bahwa ®, merupakan
proyeksi dari ¢ pada L; dan ¢_ merupakan proyeksi P
pada L,. L,{ ~» , ® ) ( :ruang Hilbert) merupakan
Jumlahan langsung dari L; dan L; atan dsapsat ditulis
Lz( -m o, w ) = L; + L;, | maka pads Lz( -0, w )
berlaku relasi sebagai berikut
1. L(-®, w) =1L UL (2.85)
2. {0} =L 0L (2.8B)

48






