BAB 11
MATERI PENUNJANG

Dalam mempermudah penurunan TUmus - ramus
optimalisasi suatu fungsi, maka kita memerlukan beberapa

definisi dan beberapa teorema dasar sebagal pendukung

‘pembuktian. Pada bab ini akan dibahas pula, béberapa

akibat dari teorema yang diperoleh sebelumnya dan beberapa
penjelasan agar lebih mudah dimengerti.

Pokok -pokok yang akan diuraikan di sini adalah
tentang vektor dan matriks, norma. himpunan konveks, dan

téknik'optimdsi.-

2.1 VEKTOR

Definisi 1

Vektor--adalah—kumpulan-—dari—biltangan—real—yang
sejenis. Misalkan X = (KK & s ven s xN)' adalah
" vektor dari N elemen atau Konmponen.
Definisi 2
Misal himpunan V sedemikian sehingga jika X,Y,Z2 € V
daﬁ -§,B -e .R; ﬁaka.“meméﬁﬁﬂi.”ﬁostéiat . sébégai
berikut: = -
Penambahan
.i. k + ¥ é Vv
il X+ Y= Yo+ X




1ii. (X + ¥Y)+ 2 =X+ (¥ + 2}

iv. Terdspat 0O eV, X + 0 = X

v. Terdapat -0 € V, X + (-X) =0
Perkalian

vi. X € V

ii, al X + Y ) oX + o¥

£

i

ix. (a3 )X a (B X))
.x.,.IX=.XII = X
Maka V disebut ruang vektor dan elemen—-elemennysa

disebut vektor.

Definisi 3

Jika X =(x_1-,xz,x3,...;xN) dan Y  =(¥,,¥,.¥gs .- .,¥ )

N

 §@&1&@.§gmbgr§ng_yektor pada RN,_maka_ dot _product

atau hesil kali dalam Euclidis ~ didefinisikan

sebagai:

= ) : 192
X.Y x1y1+xzyz+...+xNYN 12

Jika hasil kali dalam Euclidis dari dua vektor sama
dengan nol, maka dua vektor tersebut  dikatakan

ortogonal.

Definisi 4

"gebuah vektor X dinamakan kombinasi - linier dari
~v¢ktor-vektor.X‘,X“L...,XN jika terdapat bilangan

real o., tidak semuanya nol, sedemikian sehingga:

1

N _ e N
X = %iTLXt,_ diman o ,c,, ..., %, adalah_skalar.




Definisi &
Subhimpunan W dari sebuah ruang vektor V dinamakan
subruang V jika W itu sendiri adalah ruang vektor
di bawah penambahan dan perkalian skalar yang
didefinisikan rada V.
Misaikan W ¢ R sedemikian sehingga
Wo=iX] X o= (x.%,,....x )1},
maka W adalah subhimpunan dari K. Jika X, Y « W, maka:
X+YeW,
X+¥ = (x+Vy,, x2+ly2, :L.,xN+ v, e R

a X

14

(ax 000, ,...,0%5 ) € W, a eR
Teorema 1
Jika W adalah himpunan semua kombinasi linear dari

~XeV ,i=1,2,...,4 maka W adalah subruang V.

.

Bukti :
™M M
Ambil X = ¥ o )'(.L Y = ¢ .f?_L )(.L sedemikian
i=1 ? i=4 : :
sehingga X, ¥ €« W, maka
, M ;
X+Y¥Y =y (a+p )X W
i=d v v
M

?\X:E(?\at)xiew,?\eR
t=1 '

jadi W adalah ruang vektor dan sehingga merupakan
subruang dari V. . . ,' | -

- Definisi 6
cJika X, X, ... , X, adalah vektor - vektor pada
ruangrﬁektqr,v dan Jika maéing—masing vektor,padarv_
dapat dinyatakan sebagai_.--kombinasi~- linear
xi.xz.,.., XN maka dikatakan bahwa vektdr—vektor

Cini membangun V. .
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Definisi 7

Jika V adalah sebarang ruang vektor dan S5 = {
Xi,Xz,..., XN} merupakan himpunan berhingga dari
vektor-vektor pada V, maka S dinamakan basis untuk
V  Jika

i. S bebas linear

ii. S membansgun V

Definisi 8

Jika 8 = { Vi, Vz, Va, __.,VN} adalah himpunan

vektor maka persamaan vektor :

k1V1 + k2V2+ k3V3+ ee. + kNVN= 0 13
mempunyail paling sedikit satu pemecahan, yvakni
_-k1:~0~, k2 =0, kaz 0, ..., kN =0

~jika ini adalah satu-satunya solusi,  maka § -

dikatakan himpunan bebas linear. Jika ada pemecahan

lain maka S dikatakén himpunah tak bebas linear.

Kita akan menggunakan notasi matriks

xi
X = : atau
L=, |
T
X = Iy » X=
[xi R, - xN] untuk menyatakan wvektor (X, 2%, 5o enrX)

. . pada K'. Hal ini dibenarkan karena operasi matriks.

Xi yi Xi yi
o X v X_. +.y_
z
X +Y = : + | 2l =12 2
N Y e ¥ Vn

11




AX =
K,xN

Satu-satunya perbedaan bahwa hasil-hasilnya dinyvatakan

secara vertikal dalam satu kasus dan secara herisontal

untuk kasus vang lain.

B 1Y
. %, Y, -
ambil X =|7 |dan ¥ = . sebagal matrik Nxl untuk vektor
XN yN

dan menghilangkan tanda kurung besar pada matriks 1x1,

maka selanjutnya

Vs
'XTYV_ [ o J i 7¥277 — . T B o V' -
- X_i e * Rq : Z E%’&.‘"szz"" " ""Yxsl‘{w3
Yu
= [ ¥ X ]
= Y X

Jadi, bagi vektor pada notasi vertikal, kita punya rumus

Y - v X

sehingga hasil kali dalam Euclidis dapat dinyatakan sebagai

N

izt
2.2 NORMA DART VEKTOR
Ambil sebarang RN notasi untuk himpunan dari semua

vektor kolom dengan bilangan real sebagai koefisien. Untuk

12




PR . N o .
mendefinisikan jarak dalam K Lkita gunakan notasi norma.

Definisi 9

il fex |

Norma vektor pada R adalah suatu fungsi vang
dinotasikan dengan || - .|| dari ¥ menuju R dengan
memenuhi ketentuan :

x|
x|

0 , untuk semua X = R

v

0 jhi X = ( 0,0,...,00" =0

’ a"'”'x'u',-untuk.setiap-m = R

dan X € R
ive x+Y sl xg+Y| ,.ﬁntuk setiap
XY RN
Definisi 10 |
Norma 1, dan i, untuk vektor X = (x,, x,,....%)"
,ﬁ,”faidefiﬂiéikéﬁﬂaéﬁééﬁfiL ~ﬁ:f B A
o -.N s
i hxg,={z £}
i=1
1 X, = max | x|
Teorema 2 7
Untuk setiap X,Y = R" dan o « R
Lo X .z o,
1. | X f, =0 dhi X =0
i faX = e ] %,
v, ﬂ" X + y_"wusm".x."m_.+ | ¥ "@II'
 sehingga || - ||, adalah sebush norma pada R
Bukti : o | o
Dibuktikan iv. Jika X = ( %, x,...,x )T dan

1 2 N

.Y:(y;,yz,..{,yw) maka

13




X + ¥ = max { x|+ i 1
I e max | =1 + | vl
=max | =] + max | v |
15 N v 15iE N b

Shxly + I Y,
untuk 1,2,3 tak perlu dibuktikan. 1
Teorema 3
Untuk setiap X,Y e R ; dan ¢ = R
i, fixj,zo
i1. | X |,= 0 3h3 X = 0
a5 e X = o | X1,
S N R
sehingga || - ||, adalah norma pada o
 Bukti |
 ntuk sebtap X S nms T dmaen

o R Yt

R
Ix),={x} =0
i=1

dan || X |, = 0 5hj x° = 0 , untuk setiap i=1,2,..,N

Jadi~| X )| ="03hi = =07, dan ketentuan 1 dan ii

terbukti. _ |
Untuk membuktikan iii ,

hoexl,= {2 @xp*} ={x}

., L=4 L= 41

— s -2
dax =@ {2}

= e X,
untuk membuktikan ketentuan iv, kita butuhkan lemna

- sebagai berikut:
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lemma 1

. _ _.T .
Untuk setiap X = ( X, %, s X)) dan Y =
. . T
2 Y
dalam RN,
1.2 172
N N N
Pl < (£} {E)
i=1 =4 L=1
bukti
Jika X = 0O dan ¥ = 0 . didapat kedua ruas sama

dengan nol. Misalkan X # 0 atau ¥ = 0, untuk setiap

A R
N
0=l x-xY =5 (x-Ary)°
i=d
N N 2 N
= Exl—zkzxty + A Zy"
=1 izt i=1
S N N .ZN , .
danZ?\Exty‘tSExt+?\ £y "xll-;-"‘.t"
SR S S B TS A SR

‘selama bagian i dan ii dari teorema'"(éj 'meng—"""””

akibatkan bahwa |} X [[, > 0 dan || ¥ ||, > 0 , pilih

ES!
Y |,
memberikan
llxli IIXII ' .
EAV“IIXII by I =2 x |2
II*II II i, -
'éehihgga

iy ll o
2 Ex SZIIXII— =20 x 1, Iyl
. " e "5 P L
N
Jadi- -ZXY < llx “ "le2 e
1
misalkan X, dlgantl dengan - X meskipun %V, < 0

dan sebut saja sebagal vektor X memberikan

A




vl = X Y = X, Y,

1Y
- 172 1.2
N N 2 N 2
jadi L} =y | = {}: % } {}: v, } N
=1 1= 1=1
pembuktian iv selanjutnya adalah
untuk setiap X, Y € R,
2 N 2 N 2 N N 2
ﬁX+‘1'Hz:E(x_L+y.)=Ex.+22xyt+2y.
i=4 v i.=1L L:iL L=1 :
dengan lemma diatas _ . _ L
2 2 2
Xy f = Uxierz0xl, Iy L+1Yl,

.
=Cfx ), + 0y H,

sehingga | X + ¥ | = | X I+ 1 ¥ {l, |

Teorema 4 (Ketaksamaarn Cauchy - Schwartz)

. Jika X .dan Y. adalah vektor -vektor . pada sebuah . .. -

- ruang hasil kali dalem, maka X" Y < X || | ¥ | .

bukti :
Anmbil sebarang o e R,
N
(aX + Y)T( ot + ¥ ) :ﬁ(otxj+yj)220
=1 : :

2 ol X+ a XY+ Y |2 >0

Pandang sebagai kuadratis dalam o, ini non " negatif
untuk semua harga &, yang berarti bahwa
| o . Doy
(2xX" Y oA x 2y E <o
- RSN B i

Txuiv, o on

1A

Xt vy

Dari téorema' (43, dapat dipergunakan untuk
Mendefinisikan sudut antara vektor X dan Y. Anggap
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bahwa X dan Y adalah vektor-vektor tak nol dalam
V, kita mengambil

T 2 2 2
Xt = b 17 Y

(xT ¥y?
=
AT 2
| o0 Y IS

- T o
X Y

by i
L
X'y
< 1
| x L0y |,

kini jika & adalah sudut yang mengukur radian dari O

< 1 atau secara equivalen

-1 <

hingga # , maka cosinus © mengasumsikan . setiap nilai
‘antara -1 dan 1. Jadi kita peroleh = |
i 0 Yo,

Dalam hal ini, bukan hanyva mencari sudut —sudut diantara -

cos € = 15

vektor dalam R dengan hasil kali dalam Euclidis, akan

tetapi permasalahan utama yang tidak kalah pentingnya pada

semua ruang hasil kali dalam adalah nenentukan apakah
kedua vektor.itu adalah orﬁogonal. ¥aitu,_ apakah _vektor
tersebut mempunyai sudut & = =n/2 diantara vektor-vektor
teréebﬁt. | | o |
-Definisi 11

Jika X dan Y adalah vektor -vektor di ruang R dan
= édéléh sudutrdiantaranya, maké hﬁsil _kali titik
atau hasil kali dalam Euclidis' X.¥ didefinisikan-

oleh




| x LI ¥ ll,cos & jika X # 0 dan Y = ©

b ¢ =
0 ' ‘Jika X = 0 atau ¥ = ©
Definisi 12
Jika X = y" dan Y = ¢ T
ika = (%, X,, Xy an = VsV, y)

adalah vektor-vektor dalam 'Rﬂ, lzdan lm Jarak

antara X dan Y didefinisikan oleh

N 1.2
o
Ix-xl={Eex -} 4.
Ix =Y fy=mx_ [ x -y |

151 N

Konsepr dari Jarak dalam RY Juga digunakan untuk
mendefinisikan suatu limit dari barisan vektor dalam

ruang ini.

2.2 MATRIKS.

Definisi 13

Sebuah matriks adalah susunan segi empat giku—siku
dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam
Susunah tersébut dinamakan entri dé}é@mmatfikéf
.ﬁéfinisi 14 , -
- Matriks A berukuran MxN  adalah susunan bilangan
berbentuk array segiempat dengan M barigu dap“”N
“.koiom, | | |
Definisi 15
Elemen ke-1,j dari matriks A, didefinisikan a
adaleh elemen baris ke-i dan kolom ke-j dari

18




matriks A. Dinotasikan sebagai Aae = L aij]
i=1,2,...,M
3:1,2,-:-,N
Definisi 16
Setiap kolom dari matriks didefinisikan sebagai
vektér. kolom dan setiap baris dari matriks
didefinisikan sebagai vektor baris.

-Notasi X =(x1,x2,x§,.a.,xN)T-adalah vektor kolom

} adalah vektor baris

*

¥ 2y, V00,0 e Y,
Definisi 17
Dua matriks A dan B adalah matriks sama Jika kedua
ukurannyg gama, katakanlah NXM 3 dan jika_ gﬁzbu
untuk setiap i = 1,2,.;.,N dan §j = 1,2,-..,3._
Jika A dan B adalah dua matriks yéng ukurannya
sama, maka Jumlah A + B édalah matriks vang

diperoleh dengan menambahkan bersama—sama entri

vang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut.

contoh C = A+ B dimana c¢.. = a . + b..
tj ij ij
Definisi 19

Jika'ANXM adalah suatu matriks dan A adalah | suatﬁ
skalar, maka hasil kali skalar dari A dan A
dinotasikan AMA , adalah matriks wMxN yang mana
entri-entrinya adalah Kau, i = lfgf"'fN
5?1?2;-;-,M_ A ,
___Definisi 20
Jika A adalah_matriks MXp dan B adalahrmatriks DPXN

maka hasil kali A dan B dinotasikan AB , adalah C

i9




matriks mxn dimana entri-entri c:.Lj diberikan oleh

g i i =1,2 M
" bkj ., untuk setiap t =1,2,...,

I
pr1
o

S
i =1,2,...,N
matriks hasil kali A dan B dinotasikan AB
Definisi 21
Matriks diagonal orde N adalah matriks D = [d.}
dengan ketentuan bahwa dU = 0 , bilamana i = J
Definisi'éé : .__ L o _ o .
A Matriks bujursangkar orde N adalah sebuah matriks
dengan N baris dan N kolom dan entri-entri

a ,az

i1 PIES- . berada pada diagonal utama dari A.

Definisi 23

.. Matriks. identitas -dinotasikan  dengan I, adalah. @ ...

matriks bujursangkar vang memiliki elemen diagonal
semuanya satu dan semua elemen bebas diagonal

adalah nol.
I _ { iﬁ =0 , untuk 1 & 3
. 1, untuk i =3

it

Definisi 24
Maﬁfiks nol adalah matfiks MXN yaﬁg mana sémua
elemennya sama dengan néi:”. R -
Definisi 25
U matriks_NXN.gegitigg”ataﬁ di@apa U ;_[ uu] untuk
setiap.i; 1;2,;;;,s , dan entri-entri u,,
untuk setiap i = j+1,j+2, ...,N dan
L matriks segitiga bawah vaitu L = [1U} | untuk

setiap y = 1.2,...,N dan entri-entri u = 0 . untuk.




setiap v = 1,2,...,i-1

_Definisi-ZG

Jika A adalah matriks bujursangkar, dan Jjika kita
dapat mencari matriks B sehingga AB = BA = 1 . maka
A dikatakan mempunayi invers dan B dinamakan invers

matriks dari A.

Definisi 27

- Determinan dari  matriks bujursangkar T N
dinotasikan dengan | A | adalah didefinisikan.
N
iterasi yang memenuhi | A | = £ m M.
i=1

disini MU' adalah submatriks (kofaktor) dan I%j
didéfinisikan se’b::lgrzul.(—1).L+j suatu determinan dari

submatriks A dibentuk dengan menghapus baris ke-i

~ dengan kolom j , dan dimana determinan dari skalar

‘adalah skalar itu sendiri.

Definisi 28

Matriks A berdimensi MxN dapat dipartisi menjadi

submatriks.

Contoh matriks AMX dapat dipartisi menjadi

N
A = Au A:I.Z
- Azs| A2z
i =z M N . = M N = M % N
dimana Au Ny Aiz 1 N Azz 2 2’
= M'x N M =M M N = N N
A= Mpx N, M =M + M , dan N * Vs

Definisi 29

A adalah matriks - nxn  dikatakan noﬁsihgdlar' jika"
determinannya tidak sama dengan nol. Jika

determinannya sama dengan nol dikatakan singular.
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Defini=i 30
Jika A matriks bujursangkar nonsingular, invers

dari A, ada , didefinisikan sebagai A" adalah

matriks bujursangkar nonsingular sedemikian
sehingga
AAY = ata=1

Definisi 31
Transpose matriks A = [ au]Nxﬁ

dengan AT adalah dicapai dengan penukar baris dan

. . . T .
kolom dari matriks A, yaitu A = [ aﬁ]MxN ’ d;mana
T
a’. = a..
vl Ju

Defini=si 32

» dinotasikan

A dan B matriks nxn dikatakan eguivalen jika ada . S. ..

" matriks nonsingular sedemikian sehingga A = S'B S.

" Definisi 33
A matriks nxN dikatakan simetris Jika A = AT,
dimana auz aﬁ, untuk semua 1 dan J.

Definigi 34

A matriks mMxn maka rank dari A adalah bilangan

maksimum dari baris yang bebas linear, equivalen

dengan bilangan terbesar dari kolom yang _bebas

linear dari.matriks A. Jika rank dari A adalah sama

~dengan minimum {M,N3} , maka A-dikatakan mempunyai -

rank penuh.
Teorema 5
- Jika A adalah matriks NxN - yang memiliki invers,
maka untuk setiap vektor = B yang berdimensi ~,

sistem persamaan-AX = ..B mempunyal - persis satu




Bukti

pemecahan, vakni X = A™'B.

Pandang B = B dan AA ™ = 1

iB = B
(AA™B =B
AA™'BY = B

maka X = A'B adalah pemecahan AX = B,
Untuk membuktikan solusi tunggal, maka anggap Xo
adalah sebarang solusi dan kemudian diperlihatkan

bahwa Xo harus merupakan pemecahah A8, Jika X

[
suatu pemecahan, maka AXO = B
AX, =B
-1 a1
A AXO = A B
”mm-wxﬂ;;fAf4 §t, "
o L
Jadi X = XO-: At B merupékan-solusi tunggal. 'I'

Teorema 6

Jika P matriks transisi dari basis B’ ke basis B

maka

Bukti

a. P vang memiliki invers

b. P ' adalah matriks transisi dari B ke B

Misalkan Q adalah matriks transisi dari B ke B’,

akan diperlihatkan PQ = I sehingga Q@ = P'.  Anggap

bahwa B = (ui, u, , ...,uN) dan misalkan




ol C ... C
PQ = 1t 42 1N
021 CZZ CZN
L Cnt Cnz CNN-
maka [X]B =P [X]B, dan [X]E, = @ {X}B, untuk

setiap X € V. Dimana [X]B menyatakan matriks X
relatif terhadar basis B dan {X}ﬁl menyatakan

matriks X relatif terhadap basis B’ . Sehingga

P X1,, =P QX)
[X], = PQ [X], , untuk setiap X di V
I [X1, = PQ [X]1,
dadi I=PQ atew I=32P° . R

- Definisi 35

Jika A adalah matriks nxy , maka vektor tak nol X
~didalam R’ dinamakan vektor eigen darli A Jika AX
adalah kelipatan skalar dari X ; yvakni

AX = AX ' ' . 17

untuk suatu skalar X. GSkalar A dinamakan nilai
eigen dari_A dan X dikatakan vektor éigen vang
~bersesuaian.
Untuk mencari nilai eigen matriks A, maka AX = AX dapat
ditulis-sebagai-
AX = AIX

atau secara equivalen

(A-AI)X =0 AT

vang mana mengakibatkan matriks (A - AI) adalah singular

Jika » . adalah nilai.eigen dari 4, berarti .=

24




det ( A - A1) O

N N-1 N—-2
A+ cik + czk + ... +

det ( A - A1) =
dinamakan persamaan karakteristik dari A.
Definisi 36
Suatu matriks bujursangkar A dapat didiagonalisasi
jika terdapat matriks

P vang mempunyai invers

sehingga P 'A P diagonal; matriks P dikatakan
mendidgonalisasi A.
Teorema 6
Jika A adalah matriks nxn |, méka rernyataan -
rernyataan berikut equivalen saﬁu sama lain.
a. A dapat didiagonalisasi
" b. A ﬁempunyai N vektor eigen bebas linear
Bukti :"h“%’b";”' | | .
o Asumsi“ A dapat didiagonalisasi, maka .terdapat

matriks yvang mempunyai invers, vaitu

Pya Piz e piN

p21 pzz "t FEN
T R > R - .

Pur  Puz tt T Pﬁﬂ

' sehingga PT'A'P diagonal, katakanlah P AP = D

dimana
A, .. 0
o, o
D= .
=d 0 AN -
maka AP = PD ; yakni




Piy Py Pin [ ki 0 0 ]
Pay pzz pzN O kz 0
AP =

pNi pﬁz Pun Q O A

R 4 L N

Kipii sziz 'kNpiN

_ Kigéi szzz "'lwpzn 198
KipNi kzpuz ANPNN

Misalkan Pi,P2 . ...,PN menyatakan vektor-vektor
kolom P, maka béntuk persamaan (19) kolom-kolom AP
yang berturutap adalah 31?1 . RZPZ,_ffkaPN .
Disisi lain kolom -kolom AP vang berturutan adalah
AP, AP_,...,AP . Sehingga didapat - - -

Api.: kiPi’ APz'z Xsz > ot APN = KNPN ' 20

karena P mempunyai invers, maka vektor-vektor

kolomnya semuanya tak nol. Jadi ki,kz,ka,.,.,h

™
adalah nilai-nijai eigen = dari A, dan
PP P _....,F adalah vektor - vektor eigen yang

“bersesuaian. Karena vektor-vektor kolom A membangun
ruahg kolom,! maka vektor-vektor kolom A bebas
fiiﬁéér; Jédi- A  mémpuh&éi-Aﬂuuﬁéggor .513;5 .5é5ég
linear. |

Bukti b » a

RS VAsumsi A ﬁeﬁpﬁnyai Q V;ekﬁdr._éigeh.lbébas Vlinear;
“maka Fi,PZ,Pg,...,PN dengan nilai eigen = vang .

bersesuaian ARy ahg s A dan misalkan
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p11 piz Tt piN
Poy pzz_ Pon

P =
L pNi PNZ tt T PNN

adalah matriks vang vektor -vektor kolomnya adalah

P PP

. PN . Sehingga kolom—kolom dari hasil

PRI

kali AP adalah AP , AP _,...,AP_ . Tetapi AP = AP,

APZ:AZPZ,APQ: kaP?, , AP = A P, sehingga

_ N
k1P11 sziz "'thiN
AP = K1P21 Azpzz "'KNPZN
1 Pas “2Pnz "KNPﬁN
Py Piz o Pyn A0 0 .
_ Prg Paz -+ Pan 0 kz 0
pNi PNZ - pNN 0 0 KN
= PD 21

dimana D adalah matriks diagonal yang mempunyai

nilai-nilai eigen Ki, KZ, .,.,kN pada - diagonal

~utama, karena -vektor-vektor kolom .dari P . bebas.

linear, maka P - mempunyai invers; Jjadi - persamaan

(21) dapat ditulis sebagai pap "= D yakni A

terdiagonalisasi. . L B L . .

Definisi 37

A matriks"'bujursangkar':dinamakan dapat didiago—

. nalisasi sgoara_ortogonal jika terdapat matriks' P

27




ortogonal sehingga P*AP ( = PTAP ) diagonal;

matriks P dikatakan mendiagonalisasi A.

Definisi 38

Himpunan wvektor { Xi,xz,_..,XN} disebut oftogonal
Jika (xi)T x, = O untuk setiap ¢ # j. Jika ditambah
dengan (XJT gj: 1, untuk semua i,J = 1,2,3,...,N,

maka himpunan tersebut disebut ortonormal.

Definisi 38

P matriks nxn  dikatakan matriks ortogonal Jika

pt= pr,

Definisi 40

~(ortonormal). — —

_ A matriks bujursangkar dikatakan_matriks ortogqnal

{ortonormal) jika kélom—kolomnya' ortozonal

Teorema 7

Bukti

Jika matriks Q@ = [ a, @, 9 --- qN] dan & adalah

T —
ortonormal maka @ Q@ = INXN .

:Ambil matriks @ = Egi q, 9, --- qN] dan & adalah

crtonormal. sehingga

. a,
a2t %9
| 9
-qiq!. tiqz q1qa q1qN
= fqzq1'5q292 rqzqa~"" qéqu'
L 9% A% Y -0 Ry
sesuai definisi (38) dimana (qi)T ‘q, = O untuk




setiap it # j dan (%)T qj: 1, untuk setiapr 1 =
dengan i,J = 1,2,3,...,8. Selanjutnya didapat

1 0 0 ... 0
0 1 0 ...0

Q@ Q

NXN

Teorema &
Jika A adalah matriks mxn , maka pernyataan berikut
eéuivalen satu sama lain |
a. A dapat didiagonalisasi secaré‘ortoganal
b. A mempunyai himpunan dari ¥ vektor eigen

c. A adalah simetrik

Bukti a = b

~§KapenamAldapatw~didiagonalisasimﬁsecararwortogonal;~rw—~~mmmm

maka terdapat matriks P yang ortogonal sehingea
p*ap diagonal, maka N vektor kolom dari P adalah
vektor eigen dari A. Karena P ortogonal maka vektor

— vektor kolom ini ortonormal sehingga A mempunyai

|
M
H
=

e

J

N vektor eigen ortonormal.
bukti b 2 ¢

Pandang A mempunyail himpunan ortogonal dari w~

vektor eigen { Pi,Pz,-..,PN}, maka P ortogonal

sehingga akan mendiagonalisasi A secara ortogonal.
Matriks A ortonormal berarti kolom - kolomnya
'memBentuk himpunan ortogonal dari'vektgr - 'vektor

eigen yvang berjumlah ~. Kita misalkan _bahwa_.D

adalah matriks diagonal D = P 'AP. Jadi A PD P

| atau-kéféﬁa 1 ortogdhal,'maké
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A=PDEP
sehingga A" = (P D P = FD'P
=PDP =A 22
vang menunjukkan bahwa A simetris.
bukti ¢ — a
Matriks simetris Jelas suatu métriks bujursangkar,
maka berdasarkan definisi (37) dJelas bahwa A
didiagonalisasi cleh P secara Ortogonal. - - - B
Definisi 41 | |
Bentuk kuadratik dari variabei' X,

dapat ditulis sebégai

N
_.‘X AX .£ 31 xz Ky oo %] A

N

1

2'+.'.' .2+.. .+ -2 + a o3
417 8,2%2 e aNN‘{N _E_ 'iji xj
i)
dengan A adalah matriks simetrik m~xw,
Definisi 42

Bentuk kuadratik XTAX kita sebﬁt definit positif

. T . .
Jika X AX > 0 untuk setiap X = 0, sedangkan matriks
" simetris A kita sebut matriks definit positif Jika

XTAX- adalah- bentuk kuadratik definit positdif.-
_ 2 -1
conton & = | F 7 |
'VDefinisi 43
A matriks semi definit positif Jika hanva Jika
bentuk kuadratik XTAX =0 untuk semua X dan terdapat

X # 0 sedemikian sehingga XTAX = 0.
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Definisi 44
A adalah matriks definit negatif jika hanya jika -
A adalah definit positif. Dengan kata lain , A
adalah definit negatif ketika <0 , untuk semua
xo e ae [ 4]
Definisi 45
A adalah matriks semi definit-_negatif Jika -A

adalah semi definit positif.

_ -1 1
contoh A= [. 1 -3 ]

"Definisi 46

oA adalah matriks. indefinit - Jikas XTA--XFT -adalah e

positif untuk beberapa X dan negatif untuk X yang
‘ : . ) 1 1 .
lain. contoh A = [ 1 -2 ]
Faktorisasi Cholesky LTL dan LDLT untuk matriks A simetris

e definit positif.

Definisi 47
Faktorisasi Cholésky-dari-matriks simetris definit

dimana L adalah matriks segitiga bawah berbentuk

111

1, .1 o
L = AR 22 s 24

e bt hee d

sedemikian sehingga
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8‘11 axz' ' ‘aiN 111 111 l12' v liN
az1 3‘22' * 'azN - 1}21 lzz 122‘ v 12N
aNi aNz“'aNN lNi 1N2"' 1NN . 1NN
mindci, j) min{i, j?
T
atau a, . = 2 1,17 = 1.1, 25
v k& tk kg ) ik jk

Faktorisasi dapat disajikan Jjuga dalam bentuk A = L D L*
dimasna L adalah mstriks segitiga bawah dan D adalah
matriks diagonsl, D = diag( d1 d2 . dN) vang keduanya

memiliki entri positif, dan A matriks definit positif.

7 Dapat dltulls sebagal ;

1/2 T

N S NSRS | L WS S SR { S

dimana-elemén—elemeﬁ dari p*? merppakan akar  kuadrat
dari setiap elemen matriks diagonal positif D, vyaitu
D = diag ( d, d,...d ), dj> 0, dan L' =adalah matriks

segitiga atas. Kedua representasi dari  faktor ~Cholesky

tersebut adalzh equivalen. Jika D = 'diag( d1 dz..; dN)
matrik diagonal, dijumpal d.<0 dapat diambil konstanta
p051t1f k6011 yang mengha51lkan 'matrik definit p051t1f

K = A+ E, dlmana E adalah matrlks dlagonal nonnegatlf

Definisi 48

Matrlks A 51metris dengan harga elgen semuanya real

dan vektor eigennya berbentuk basis ortonormal
delam RY. Ambil harga eigen dari A berkorespondensi

‘dengah"elémen - elemen matriks diagonal
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W = diag(w1 W_o... wN) dengan himpunan vwvektor

2
eigennya adalah V = LV V¥V ... V.7 dan
didefinisikan
AV, = wVY o, 1=1,2,...,N 27

dan dapat ditulis dalam bentuk matriks
AV = Wy . 28

selama V ortonormal, VW' = I dan persamaan (28)

-menghasilkan A =V W V' dan sehaliknya . VAV =W .

adalah transformasi khusus, atau secara eksplisit
dapat disajikan dalam bentuk
. T

A=X wYyv, ., : 29

. T L
t=1

adalah dekbmpoéisi spektral déri métriks A.

2.4 HIMPUNAN KONVYEKS

Definisi 49

~ konvergen ke X terhadap ndrma -1

Persekitaran £ dari X dalam RN didefinisikan

sebagal himpunan dari semua titik Y dalam Rﬁ

sedemikian sehingga | Y -x |, <=, dimana £ > 0,

& = R.

- Definisi 50

Barisan { Xk }gli.dari vektor dalam i dikatakan

zrjika diberikan

_sﬁatu £ >0 , terdapat bilangan Vintéger N(=z)

sedemikian sehingga || X, - X ||« £ , untuk setiap

kENe).
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Definisi 51
Ambil titik X_, X dalam S € R , himpunan L = { X
| X = (1-2X + AX, }, » € R, adalah suatu garis
dalam R yang melewati X, dan X_

Definisi 52
Titik X = (1-A)X, +AX, , 0 < A < 1, disebut

kombinasi linear konveks dari Xi dan XZ.

'Definisi 53.
Himpunan K é R dikatakaﬁ himpunan kénveks Jjika
setiap kombinasi linear konveks dari dua titik
dalam K adalah anggota K. Dengan kata lain _setiap
Ki;xz-erK,rdan-K e R dimana 0 £ X < 1 berlaku X =

G SN A, e R

Definisi 54

Ambil xfE R dan ambil KL bilangan  nonnegatif

M
sedemikian sehingga L A1 = 1 , maka
L=1
=X +X X+ A X+ .. +0X
i 1 2 2 a3 13 M M

)(_L ,2untuk ¢ = 1,2,...,M,
Teorema 10
.~ Irisan dari dua himpunan konveks adalah himpunan
konveks. - |
Bukti
© anbil k, dan k, dua himpunan konveks, ambil X X.e
kN k, dan diambil |
X=(1- K)Xi + KXZ, 0= A =1

X X €k - X ek
1 2 I S . R 1
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sehingga X . X, € kn k, maka X « kO k. . |
Definisi 35

Titik X dari himpunan konveks K adalah titik

ekstrim dari K jika tidak mungkin untuk mencari dua’

titik X .X  dalam K ., sedemikian sehingga

X:(l-—?\.)Xi+?\X2

1A

. 0= X =1,

- Teorema 11 .

Ambil K himpunan tertutup dalam R , dan titik X_
= K , maka ada hiperpléne , yané disebut hiperplane
remisah yang mana memuat X, sedéﬁikian sehingga K

termuat dalam salah satu setengah ruang vang

dihasilkan dari hipervlane itu. ( CX = a ), X « K,

P
[a]
Bukti

Ambil W titik tunggal dalam K terdekat menuiu Xo

sedemikian sehingga | W - X | 2 | X - X_|. X suatu

titik dalam K. Juga untuk suatu titik X € K,

Y = 2X (1 - AW, 0= n £ 1.

adalah dalam K. .

oleh karena itu, | W - XO|IS'| Y - x0|
atan | W[ €| X+ (L- W - x|

| W =X %= | ¥ - X +rax-W|

M- WX - W) = 28 - X )T(X - W) atau

,ox - W)T(QT; “ 3-;2¢'tx %_*:) 7 o

dimana € = (W - Xo)T adalah vektor konstan sebab X,
ditentukan dan W_adalah tunggal dalam K.

Sekarang ambil X — 0, maka dalam limit




C( X - W )Y 2 0 atau CX =2 CW
tetapi selama € (W - Xo) = CC" >0 , CW > cxo
selanjutnya CX = CW > CXO = o
Jadi untuk sebarang titik X = K, €X > a, wvaitu K
bergantung dalam suatu setengah bidang yaﬁg

dihasilkan oleh hiperplane €X = a. l

2. B TEKNIK OPTIMASI TAK BERKENDALA

Metode optimasi adalah cara mencari nilai optimum -
dari suatu fungsi. Studi kalkulus dari bentuk optimasi
adalah_dasar”untuk.membangun sebagian besar teknik numerik
'défi'apﬁimaSi;'Daiéﬁ;fééélwihi”wdijébgfkéh”"S?éfaﬁiwﬁéflﬁm
dan syarat- cﬁkUp tentanén nilai éptimum"‘aéri fungsi

univariabel maupun multivariabel yang tak berkendala.

2.5.1 OPTIMAST MASALAH UNIVARIABEL TAK BERKENDALA

berikut tentang.minimél lokal maupun global dari fungsi
 univariabel.
Definisi 56
7 | Misalkan f(xi terdéfinisi pada.intefval I, maka
1. Jika x < x, mengakibatkan bahwa f(z ) < f(x;)s
untuk setiap XX, € I maka f dikatakan fungéi

monoton naik pada interwval T.
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1i. Jika x < x, mengakibatkan bahwa f(x ) > £z ),
untuk setiap x .», € I maka f dikatakan fungsi
monoton turun pada I.
Definisi 57
Fungsi £ « R dikatakan mempunyai harga minimum
lokal 'pada w o= x* Jika terdapat persekitaran
N(x*,S) vang memuat x* sedemikian sehingga f(x*) =
f(x) untuk setiap x dalam persekitaran N(x , €).
Definisi 58 o | | |
Fungsi f dikatakan mempunyai hargé minimum global

x* Jika f(x*) % f(®) untuk setiap x & RNJ

pada X
Definisi 59

 Fungsi f e R , gika £(x') .< £(x) untuk setiap -

xeN(x,e), x % x', untuk suatu & >0, maka X'

‘disebut minimum lokal tefbatasi.“

Teorema 1%

Misalkan £ : R ——R mempunyail turunan dengan ords

W+

(n+1O 1 (k) diselang {a-r , a+ r) dan misalkan

ada konstanta M > 0 ‘demikian sehingga berlaku

Jo£7™x)] € M, untuk semua x diselang . tersebut. .

Maka. unfuk -setiap x disélang Itu, f(xz) dapat
-~ diuraikan menjadi bent@k |
£(x) = fla)+ £ (a)(x —.a) + £ (a)(x - a)i/2! + ...
+ ™ (ay (x - a)¥/N1 o+ R S 30
IX" a I<N+1}

dengan | v | £ M —m—— 31
: . (N + 1)1




Bukti

(x) | =M kita tulis sebagai .

{(N+1)

-M=1 (x) = M
Jika semua ruas diintegrasikan dari a hingga x
kita peroleh |
~M(x-a)= VG - £ a2 Mix - a)
Hasil ini kita integrasikan lagi dari a sampai x,
maka didapat

2 .
-M (x - a) (-1 (N-1)

=5 < f (x) - £ (a)

M (x - a)

~ fla)y N (x-a) < =1

- Proses integrasi ini Kita ulang (~v-1) kali lagi dan

. hasilnya sebagai berikut :. . .

. _M (X _.a)(N-Fi) - f f f' ) |
(N + 131 = f(x) - fla) - (a)(x—a) - ...
N {(N+1>
PO 2 N {(X—a) M (x - a)
' (a)(x-a) /2" - £ (a) = < TRy

Jika ruas tengah fx) - f(a) - £ (a)(x-a) -

. B e T N
T (A (x-ay /21 T T ey XTI T Ry

N |

. maka diperoleh. :

£(x) = fla) + £ (a)(x-a) + £ (a)(x-a)’/2! + ..

Ny {(%— )N
+£7(a) =X 4 R
_dengan_ﬂl Re | =M ISR

'Hasil ini kita sebut deret Taylor untuk f(x)

disekitar x = a , dengan R~ sebagai suku sisa. [ |

R
m




Teorema 13

Bukti

Jika fungsi f(x) terdefinisi dalam interval as x =<b
dan mempunyval minimum lokal pada = = % . dimana
a <x <b, dan jika derivatif df(x)sdx = £’ (x)
ada {sebagal bilangan berhingga) pada x = x*, maka

£f"{x) = 0.

:Pandang

P 2 € o T 1 ¢ 4 S
f'{x ) = 1lim y 32

SH5H— o

'_ada, sebagai bilangan tertentu vang mana- akan kita

buktikan menuju nol. Selama x* adalah minimum lokal,

‘kita dapatkan

F(x™) € £(x + 6 ) | 33

untuk semua'harga.dari"é-menuju_nol; R

| O+ &) - f(x)
sehingga 3 =z 0 -Jika & >0
F(x + &) ~ £(x)
- <0 jika & < O

Jadl dari persamaan (33) dengan memberikan limit &

menuju nol memenuhi harga positif seperti

CEE) 20 . | 34
dilain pihak persamaan (33) untuk limit - & menuju
nol memenuhi harga negatif sepertir 7

My o a5

Hatu-satunya yang  memenuhi keduanya (persamaan

34 dan 35) adalah

Il
o
"
[67]

£ (x )




Teorema 14

Bukti

{N—-1> ¥

) H* E
Ambil f"(x > = f£f'(x>y = ... = £ (x ) = 0,
. AN e :

tetapi I (x )y 0 , maka f{(x ) adalzah

i. harga minimum dari f(x) dika f“”(x*) > 0 dan W
adalah genap.

ii. harga maksimum dari f(x) jika f“”(x*) < 0 dan
adalah genap.

{ii.kedua~duanya maksimum atau minimum Jika @ w

adalah ganjil.

Sesuai Teorema Taylor dengan suku sisa setelah w

- suku, kita dapatkan

2

‘ 'f{x*+:'-c5'}3 - f(x*)- + SF! (x*;)...._'_:% £ ¢ (x*) T T

.éNui (N-1) , % néﬂ_i"cﬁmn ®
et C R R o N

untuk 0 < t < 1. ' 37

sejak £/ (x ) = £ (x) = ... = £V = 0,

7 persamaan (37) menjadi
# #* 6” ey, %
fix + &)y - f(x ) = - 7 (x + t8)
Misalkan f“”(x*)# 0 , -terdapat interval vang

. ‘ . (N .
derivatif ke-~n dari f ' (x) mempunyal tanda sama,

katékénlah Baﬁﬁa fﬂn(x*}; Jédi.ﬁnfﬂk seﬁiéb tiﬁik”

X+ & dalam interval ini, "fﬂn(xﬁ+i't57”,mempﬁnyai
tanda sama seperti fﬂn(x*)' . Ketika ~ -adalah
500 _ S
genap . —— adalah positif dengan tak

N!

menghiraukan keadsan & vpositif atau negatif dan

40
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selanjutnyva f(x*+é) - f(x*) akan memiliki tanda

(WY M . #* ..
sama dengan £ 77(x )y . Jadi x akan meminimum

lokal jika f£™(x7) adalah positif dan maksimum

lokal jika fﬂn(x*) adalah negatif.
(NN

Saat N ganjil , herarti tanda dari h berubah

N!
sehingga titik x kedua-duanya tidak maksimum atau
minimum. Dalam hal ini titik x  disebut titik

belok. : N : o o O f

2.5.2 OPTIMAST MASALAH MULTIVARYABEI. TAK BERKENDALA

Masalah tak berkendala dalam hal ini  adalah

“masalah minimasi F{X) tanpa suatu kendala pada X. Berikut -

" beberapa definisi dan teorema tentang minimasi lokal
maupun.global dari masalah tak berkendala.
Definisi 60

Jika untuk setiap vektor X dalam o = Rﬁ, terdapat

bilangan real F(X) +tunggal maka F(X) dikatakan
fungsi berharga real dari X. l
Dinotasiken F:D € R' —— R..
Definisi 61

- F(X) dikatakan kontinu pada X_ Jika untuk setiap -
bilangan — real  £>0, terdapat bilangan n>0,

sedemikian sehingga 77 7 7 7

I X - Xb"2< n. — || FX) - F(Xd)-"2< &

Definisi 82

Misalkan K C.RN”himpunan.konveks, F(X)  terdefinisi- ... . .-




di K untuk setiap XX, €K »~2«R, 0 = » = 1.
Fungsi F disebut konveks Jjika
FOAX, + (1-=2)X, ) = & FX))+ (1-MF(X),
untuk A € R, 0= » = 1.
Teorema 15
Bila F(X) fungsi konveks pada himpunan XK maka F
mempunvai paling banyak satu minimum lokal. Bila
titik minimum adamaka titik minimum itu merupakan
minimal'global rada himpunan konyeks itu..
Bukti :
Misalkan X  titik minimum lokalldari F(X), dan F
fungsi konveks prada K, maka untuk setiap X « K dan.
A eRberbentuk . .
- FC XO)SFf(ljkﬁxo+kX5,.__ ”“”””Bém*;w'
Karena F(X) fungsi konveks maka -
F((1 - MX, + AX ) = (1-2M)F(X ) + AF(X) 39
Dari persamaan (38) dan (39) didapat

F(X)) = (I-MF(X) + AF(X)

atau_ AF(X)) = AF(X) , 0S A < 1.

Khusus untuk A>0 diperoleh F(Xo) = F(X) untuk
_setiap X € K. Jadi F(X) mempunyai minimum global di
Xo..Ini.mengakibatkéh bahwa paling banyak adé .satu
'penyelesaién minimum'lokél;

Misalkan K = {X < K| F mencapai minimum lokal di X }
Akan_ditun.}'ukkanrbeﬂrm;ira—K.jl kon?eks.

Misalkan X, = K1’ Xie-K1 . Z0 nilai minimum F(X),
untuk 05 A = 1 berlaku

Zo S FOUL = X+ M) S (A0 FX) + AFOX)




= (1~ 25, + AL
Jadi F((1 - AM)X, + AX, ) = Z_ untuk setiap O £ X £ 1
Ini berarti bahwa ( 1- K)Xo + in € Ki vaitu K1
konveks. |
Definisi 63
Derivatif parsial dari F(X) terhadap komponen

}% dari X didefinisikan sebagai
) F(x”+_ij) - F(Xy

Iim
szi — O ' éxj
dan dinctasikan sebagai 8 F /63j;
dimana : ij: ro, 0 ,...,6xr e O, 03

3= 1,2,8,...,8

" Vektor yang komponennya terdiri dari'n derivatif ‘parsial =

dari F(X) disebut gradien dari F(X) :

. T
grad F =V F = [ IF IF 8F ... OF ]

fix.4 axz axa 3XN

Definisi 64

Jika FX7 mempunvai derivatif parsial kontinu

terhadap masing masing variabelnyva, maka dikatakan
differensiabel.

.Ambil.F(k) fﬁngsi,differensial berhargé.real dari X dalam

R§.~Ambil X + AX - titik sekitar -X"wdalam-~RN ‘sedemikian
sehingga

AX T

£ 6X1 6}{2 éxa" " éxN]
—_ -~ [ ) . . . . T .
X + AX = X, + éxi 52-.{- éxz 2+ cha_ I 5xN]
Analogi teorema deret Taylor diatas untuk fungsi N

. wvariabel dapat ditulis sebagai
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F(X + AX) = F(X) + (AX)VF(X) + -—%—(AX)TH(X)(AX) +

e (X,AX) |ax |*

dimana e(X,AX) —— O untuk | AX | -— 0 dan
T
a a a
VEOO = [ o e e o ]
1 z ] N
- &°F a*F *F ]
> c
ax, ox ax, ox, dx,
3°F = 2°F &F
H(X) = 6}:25):1 aJ‘:z axz 6'x23xN
3°F *F . ’F
ttT 2
axNagi _agNéxz _ 3xN i

_ Sehingga,dapat.d;definisikan_sebagai berikut:

Definisi 65
" Differensial ke-r dari F, Jika semwa derivatif
parsial dari fungsi F memenuhi orde r 2 1 ada dan

kontinu pada titik X*, maka polinomial

r £ N N N ar' F ( xak- )
dF(X' ) =L L ... 66...6 -
i=4 j=41 k=1 "WJ"'"W‘”"'"k“‘““ax“f“aXj e Oy

disebut differensial ke-r dari F pada X*, -sehingga
ekspansi deret Taylor dari F(X) disekitar X
‘diberikan :

FOO = FOC) + 20 FOO) + 2 Fod™)y + s

. "'+';~iia“ftx*j'+ RN(X*,é)___m__ _ S

1 N+1
N!d

dimana RN(X",&) =

dan & = X - X*_

F(X*+ t5) , untuk O< t <1

- - Syarat perlu dan cukup untuk meminimumkan fungsi 'tersebut
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disajikan dalam teorema berikut

Teorema 16

Bukti

" ntuk t * 0. Selama VF(X™)"6 < 0 dan N(X';¥8) > 0, T

e Pecapema 1T

Bukti

Misalkan F : D € R —R adalah differensiabel

pada x* . Jika vektor & membuat ¥ F(X*)Té < O, maka
terdapat £ >0 sehingga F(X* + 6 ) < F(X*) untuk
tiap - tlap t « (0,2), sedemikian sehingga & adalaﬁ

E 3
arah descent dari F pada X .

Miséikan F differensiabél pada X*, vaitu _
FOC + 86 ) = FOX') + tvFOXMT 6 + g 6 |2 N :t8)

dimana N(X#;téﬁ — 0 , t —» 0. Sehingga

t 3 #*

F{X + té; = FX ) S eroxX™T s 4+ || 6 I N(X";85),
terdapat é}O'sedemikian sehingga

VF(X*)Té + “é": N(X*;té)< 0, untuk setiap t =(0,e).
sehingga F(X*+ t &) - F(x*) < 0 maka

F(X*+,t &) < F(x*)_ _ , |

Jika F(X) mempunyal titik ekstrim (maksimum/

minimum) pada X = X ‘dan  Jjika derivatif parsial

pertama dari F(X) ada pada X, maka

o F(X'y _ e rx"y _ a8 FxXM

atau :v'F(X*j I

Misalkan bahwa ada satu dari derivatif parsial

- pertama, katakanlsh ke-k, yang tidak hilang pada
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~Kesimpulan secara analogi dapat dicapai “Juga gJika

x*,maka dengan teorema Taylor

N *
FOe 8) = FOX™) + § 6 —2EX D | g x* s
' i=t ° e k '
: * * 8 F(X) L2 %
& F(X +8) - F(X ) = ék 5 %, + 2!d F(X + t8)
untuk 0 < t < 1. 41

Selama d°F(X' '+ t5) adalah orde 8%, suku dari orde %

akan mendominasi suku orde yang lebih tinggi untuk

& kecil. Jadi tanda dari F(X + &) —F(X*)_ditentukan

oleh tanda 6k & F(X*)/ax* . Misalkan
9F(X)/9% > 0, maka F(X*+6) - £x™) >0, 6> 0

maka FOC+8) - £(X™) <0, 6< 0

Ini_berarti X?_bpkan titik ekstrim.

kita asumsikah bahwa 6F(X%)/6x < 0. Karena
kesimpulan ini maka terjadi kontradiksi dengan
statemen bahwa X* adalah titik ekstrim, katakanlah

aFfaxk = 0 pada X = X*. : I

Akibat

1

Misalkan F : R — R adalah -differensiabél pada

X", Jika X" adalah minimal lokal, maka VF(X') = 0.

Bukti :

_Misalkan VF(X*) # 0. Ambil & = ~ VF(X' ), didapatkan
VEOC) TS = - PO < o.
méka,ferdapafrs>01sedémikian éehinggar
FX+ t 6) < FOXY) untuk t e (0,s). Kontradiksi
dengan asumsi bahwa x* adalah minimal 1lokal. Jadi
CwEy =00 n
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Teorema 18
Misalkan bahwa F : D € R — R differensiabel
kedua pada X'. Jika X" minimal lokal maka VF(X )=0
dan H(X*) adalah semi definit positif. |

Bukti
Pikirkan sebarang arah &, maka F differensiabel
pada X*, didapat
FO X+ t6 ) = By + 67F0™) s
| + 2 528THOMS + 7] 6 | NOXit8) 42
dimana N(X*;66) — 0, untuk t —— O.
Selama X minimal -lokal, darl teorema (17), kita
dapatkan VF(X*)-= 0. Pefsamaan (42) dapat -ditulis

. dalam bentuk :. -

F(X*+t6)-F(C) _ 1
2 oz

STHX)s + | & 2N ;86) 43
.t

Sejak X* minimal lokal, maka F(X'+ t&) = Fx™),

untuk t cukup kecil. Dari persamaan (43) ternyvata

* *
1im F(X + t6) - F(X ) _ = éTH( x* 6 2 0 44
- 2 2

t— O t

_sehingga H(X) adalah semi definit positif. J§
Teorema 19

- 'Misalkan bahwa F : D € RY - —R differensiabel

kedua padamxf. Jika.Vng*)”:. 0 &anmmH(X*) adalah

definit positif, maka X* adalah minimum lokal

terbatasi.




Bukti

L= (X,

. mengakibatkan bahwa

Pandang F adalah differensiabel kedua pada X*, kita
meski dapatkan, untuk setiap X € R,

FOO = F(X™) + 9FX)T(x - xX™)

+ o X FHOC) (X + - K2 NOX™ 5 66)

dimana N(X*;X - X*) — 0, untuk X — X" _ 45
Misalkan dengan pengandaian, bahwa x* tidak minimum
1bkal-tefbétasi; yéifﬁ. ﬁiéélkah-.téf&éﬁat barisan
{ Xk } konvergen menuju x* sgdemikian sehingga
F(X,) = F(X*), X, = X*, untuk setiép k.

Pikirkan barisan’ tersebut. dengan catatan bahwa

VEX") = 0 dan F(X)S F(X") dan dinotasikan -

S X#)quﬂ X - Xfﬂéﬁn_Persamaan._(45}:;.

LM + NX; X, - X*) <0, V k. 46
Tetapi || 6, ]i,=1, V k; sehingga { X _}, konvergen
menuju &, dimana || 6 ||, = 1. Pikirkan subbarisan

k e XK mendekati w . maka persamaan (48)

mengakibatkan bahwa

sTHX*y6 < 0

..Hal . ini .  kontradiksi. dengan  asumsi.  bahwa H@X?)-

adalah definit positif, sejak || &6 |, = 1. Oleh

‘karena itu X sesungguhnya minimum lokal terbatasi.
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“Bukti-—

2.5.3 METODE STEEPEST DESCENT

Metode Steepest Descent adalah salah satu dari
sebagian besar prosedur untuk meminimalkan fungsi
differensiabel multivariabel. Vektor & disebut arah

menurun dari fungsi ¢ pada X. Jika terdapat = > O

sedemikian sehingga (X + ©6) < PX) , VX € (0,6) , yaitu’
. P(X + £8) - $(Xy
lim | T : < 0,
t —0 ,

maka & adalah arah penurunan. Metode_ Steepest Descent
bergerak sepanjang arah & dengan || & | = 1, vyang
meminimalkan atas limit.

Lemma 2

‘-l-Misalkan-bahwa-¢?:;RN_-——+R--édalahh differensiabel - -

pada X, dan misalkan bahwa V$(X) # 0, maka solusi

optimal masalah meminimalkan ¢ (X,8), dengan ||5[l«<1
v_$(X) -

v ¢ |t

merupakan arah penurunan tercuram dari ¢ pada X.

diberikan oleh d& = -

FX+ £6) - F(OXC)

- = VF(X )" &

& (X;8) = lim —
t —0

- Masalah -dinyatakan mereduksi ~untuk meminimalkan
vr(x™)Ts dengan kendala | & |, < 1. Dengan
pértidaksamaén-Schwértz, - -

vHO0TS = OO 6 = || oo |

Sehingga persamaan yvang meliputi seluruhnva Jjhd

% = - o TPOO
I x5 |
- Dan ini merupakan- arah penurunan tercuram. y |




Algoritma optimal Steepest Descent menghasilkan
barisan { Xk}ili diberikan oleh

Xpg = %+ 9 )

= Xk - th¢(Xk) 47
dimana tk adalah t > 0 terkecil sedemikian sehingga
didapat t: adalah suatu panjang langkah optimal dalam
arah é = — V¢ yang meminimalkan ¢(Xt + t& ), vaitu

. . e S
G+ £,6,) = min X+ ).
>0 _

Metode Steepest Descent mengerjakan aproksimasi dengan
sukses dan menghendaki harga fungsi obektif dan gradiennya

pada setiap iterasi. Namun, dalam pencapaian konvergensi

titik optimum memakan -‘waktu wvang cukup lama. Program

~ /iterasi ini berakhir Jjika dan. ketika selisih .antara. . . ..

‘nilai-nilai fungsi obyektif pada dua buah vektor X yang

berturutan lebih kecil dari@adé suatu toleransi vyang
diperkenankan. Vektor X yang dihitung terakhir menjadi

e
arpoksimasi akhir bagi X .

‘2.5.4 METODE NEWTOM

.Dalam ﬁengaproksimasi fungsi nonlinear sangat
tinggi dengan deriVaﬁif ‘orde 'dﬁa"'kontinu;"mengguﬁakan"”'
apnoksimasi deret.Taylor.: _

Xy = B(X) = P(X, ) +VP(X, yTX - )(k')Jr%()v{—xk )'Tvzq)(xk)(x—xk)
dimana Vz@(xk) adalah matriks Hessian NxN. Selanjutnya
dicari derivatif dari @(X) terhadap (X - X}, diperéleh

system linear
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T 2 ) -
v¢(xk) + ¥ ¢(xk)(X—xk) =0

Titik Xk+ dipilih sebagai titik vyang mengaproksimasi

i
minimal. System linear tersebut bisa mempunyai solusi nol,
satu atau infinit.

Syarat perlu untuk aproksimasi kuadratis @(X) minimal

adalah :

' ¢(Xk+6) - ¢(xk)
V& = 1im -

Al

Q

im  (9HX, ) + V(X )6 ) = 0
S — O L

Jika Vz@(xk) adalah matriks nonsingular maka dapat dicari

" nilai é dan nilainya adalah

. ) .V<b(xk)_

& = -
Vpx,)

'”Aéﬁméikéﬁmvﬁﬁi*iwéWOW&éﬁ"Vzéii*)WWa&éiéh"WdéfiﬁiﬁfwﬁdgiEif”W”W -

pada minimal lokal pada X . Titik - titik pengganti  untuk
meng:—.vprw:)ksimas:'L'){i'E vang meminimal ¢ adalah.
Xk+1 = Xk + &

| o, - |
= X, - VX )T v ) 48

Dalam menerapkan prosedur ini ditemukan beberapa kesulitan

vaitu:

i._melgmgnfelemen_dari“matriks_"Vf¢(¥k) harus .. .dihitung. .

pada setiap perkiraan titik X, .
ii. Jika5vz¢(xk)'singular;'invers natrik V2¢(xg}"tersebut
tidak mungkin diperoleh.

iii. Tidak membedakan antara - titik -minimum, -maksimum,

maupun titik pelana yang berakibat dapat menghasilkan

titik belok_yang.salah._-
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Usaha untuk memperbaharui teknis diatas dilakukan
dengan pembandingan prosedur optimal persamaan (47) dan
(48) . kita lihat hal khusus yang memenuhi keduanya,
vaitu: |

Xt = % — %y Mkv2¢(xk)'
untuk matriks Mk vang cocok. Di daerah vang Jauh dari
lokal minimum, dapat'diﬁilih' tk yang membuat algoritma
Steepest Descent optimal, dan Mk= I. Di daerah yang dekat
minimum lokal, diambil £ = 1 dan M = {Vz¢(X)]_% untuk
mencapai Vpersamaan (51). Oleh AlgBritma Marquardt

. kekonvergenen global untuk titik‘staSioner dapat dijamin

dengan mellhat harga elgen darl V ¢{X ) Pada setlap tlulk

"2= dapatdthitung harga eigen dari ¥ ¢(x Y dan  mengambil

Kk'skalar nonnegatif terkecil sedemikian sehingga ‘matriks
RkI + VZ¢(Kk) vang mempunyal harga eigen lebih besar atau
sama dengan harga penyeleksi £ >0. Ini mengakibatkan

matriks A, I + V (X, ) definit positif.

Langkah Marquardt diberikan oleh

X ., =X -t AT _+. V(,’p()()} vq)()()
dlmana t dipilih untuk meminimalkan atas t 2 0, vyang
memenuhi

. , »
¢{ X -t AL+ ¥ ¢(xk).] ch(xk)}

- dan ini lebih lanjut akan.dibahas dalam tugas akhir ini.

n
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