BAB III
UKURAN INFORMASI

Dalam sistem komunikasi, informasi ditransmisikan
oleh sebuah sumber informasi melalui channel untuk
dikirimkan pada tempat tujuannya. Seorang pehyiar radio
menyampaikan ~ berita  melalui  gelombang = radio . yang
dipancarkan kepada para pendengarnya. Otak méﬁusié sebégai
sumber informasi, menyampaikan sinyal-sinyal perintah
kepada sistem gerak tubuh melalui syaraf-syaraf vang
. tersebar di dalam tubuh.

.. Setiap sumber informasi menghasilkan .sederet -pesan
*peé;ﬁ;.y;ng'dapat"berﬁﬁé'hufuf~hﬁruf abjad, not ﬁﬁéik,
impuis élektrik atau angka-angka. Deretan total dari pesan

- —pesan yang berbeda, yang dapat ditransmisikan oleh sumber

disebut alphabet dari sumber tersebut.

Contoh 3.1

Seorang menteri mengirim surat dalam bahasa Inggris,
maka kandungan alphabetnya terdiri dari huraf a hingga z

dan sebusah spasi.

Conteh 3.2

Instruktur komputerm.memasukkan--bilangan'“binary””B""

digit ke dalam sebuah komputer, alphabetnyas memiliki 27 .

elemen, vaituy

26




000 010 - 100 110

001 011 101 111

Beragam karakter dalam suatu alphabét keluasr dari
sumber dengan membaws probabilitas vang diberikan,

sehinggda setiap sumber dihubungkan dengan suatu ruang

probabilitas. -

Contoh 3.3 :

Sebnah dadu sebagai sustu sumber informasi vyang

mengirim sebuah pesan setiap kali dilemparkan, slphabetnya

dianggsp  seimbang, maka ruang probabilitas vang
berhubungan dengan sumber ini adalah probabilitas biasa

vang menunjuk “é_ untuk masing-masing digit.

wwwwmmRuangmprobabilitas~{0;~ﬂ}wP}myang~berhubungan”“déngan“”“"”"T

suatu sumber {%}, i= 1,_2, ..., h menjadi satu himpunan
kejadian yang merupakan partisi ﬁ.

Bila diambil I(%} sebuah variasbel acak psada ruané
{, #, P} sebagai banyaknya informasi vang diberikan
ketika peristiwa A, terjadi, maka dengan menggunakan
Entropy dapat dihitung jumlah rats-rats informasi yang

diberitahukan oleh sebuah sumber .
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3.1 ENTROPY SEBAGAI UKURAN INFORMAST

Informasi diberikan ketika sumber mengeluarkan sebusah
pesan. Dalam ruang probabilitas {, =, P} vyang dihubungkan
dengan suatu sumber {%}, i=1, 2, ... s N meniadi satu

himpunan peristiws vyang merupakan partisi dari Q.

Definisi 3.1.1 :

Notasi U = [Ai, Ab’ s Ah] atau secara singkat

U = [%j, i=1,2, ..., n mempunyai arti bahws U

adalah partisi vang terdiri dari peristiwa-peristiwa

T

elenen .

Masing-masing peristiwsg AL memiliki probabilitas

kemunculsan vang tidak selalu sams. Bils p, = P(At), vaitu

bagan ketidakpastian (uncertainty scheme) dari sumber

{Ai}, i=1,2, ... ,n
L § 2z An
P, b, n
Ketika sumber memancarkan sebuah pesan, vang
merupakan salsh satu dari peristiwa Ai, informasi

.diberikan~dan-ketidakpastian menjadi "hilang.
Diambil I(At) sebagai  besarnya informasi -yang-
diberikan ketika g.terjadi. I merupakan variabel acak

pada {Q, #, P}, maka
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E(I) = p,I(A) + p,I(A) + ... + p_I(A )

merupakan Jjumlah informasi vang diharapkan terkandung
dzlam bagan ketidakpastian, atau Jumlah rata-rata
informasi yang diberitahukan vleh sumber ketika A benar -

benar terjadi.

Contoh 3.1.1 :

Untuk dadu sebagai suatu sumber'informasi, dua bagan

ketidakpsstian yang mungkin dapat diberikan, antara lsin

{1} {2} {3} {43 {5} {8}

dan

{1,2.3} {4.5} {6}

1 i i

2 a S

Jumlah rata-rata informasi yang .terkandung. . dalam...bagan - - -

pertama
s
E(I) = £ < I({n})
dan dalam bsgan kedus

B(D) = - T({123}) + -+ 1({a5)) + % I((s})

Di sini tidak ada fungsi I yang didefinisikan secars
terperineci. Déﬁgan cara intuisi, semakin tidak pasti suatu
peristiwa di dalam bagan' akan terjadi{'makd'semakiﬁ' besar

informasi vyang seharusnya diberitahukan. Dalam contoh
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3.1.1, bagaimanapun jadinya fungsi T, diharapﬁan informasi
vang lebih besar dari bagan pertama, dari pada bagan
kedus. Seseorané akan belajar lebih bila nengetahui bahwa
{1} terjadi, dari pada bila isa mengetahui {1,2,3} vang
terjadi.
Ide mengenasi ketidakpastian vang lebih besar akan
menghasilkan informasi ‘Qaﬁgruiebih 5eéa£,  juga  akan

diperlihatkan dalam contoh 3.1.2.

Contoh 3.,1.2

Diberikan dua busah bagan ketidakpastian dengan dugm“
ﬂTﬁériéﬁiﬁa  (§aitiéi,fﬁihéf):”fgégan, §é££éma - berhubungan
dengan koin seimbang’, dan bagan kedua berhubuﬁgan dengan

koin yang diperberat salah satu sisinya.

H T H T
1 N dan o .
2 =z Jo .\ =a Y- R

Di sini diharapkan semakin banyak informasi diberikan‘
untuk kemunculan H dari bagan pertamé dari pada Jjika H
muncul dari bagan kedus.

Bagsn pertama dalam.contoh 3.1.1 maupun ‘contoh 3.1.2
di atas, merupakan gambaran dari pads bagan -~ bagan
ketidakpastian dengsn probabilitas sama. Di mans masing -
‘masing = peristiwa di . ”dgiéﬁ ””Bagan ..terjﬁdi‘  déngéﬁ.
prﬁbabilitas vang sama. Hanya sebagsi -maksud- penandaan{

peristiwa - peristiwa partisi dalam bagan - bagan dengan
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probabilitas sama akan ditunjukkan dengan notasi EL, untuk

menggantikan &3 Sehingga bagan mempunyai bentuk

Meskipun variabel acak I didefinisikan pada ruang
Sémpel di'dalam'{ﬂ,.ﬂ} P}, akan tetapi penggunaannya dalam

'teori informasi dibatasi untuk kepentingan ekspektasi dari

bagan ketidakpastian. Oleh karena itu, akan diberikan

istilah baru. Diambil ruang probabilitas {Q, =, P} wvang

dihubungksan dengan sebuah sumber informasi, dan I

. meruPahan“?eb?ﬁhrY?riabelt;ﬁcakt:pada ‘ruang  ‘probsbilitas

tersebut. DipéﬁdaﬁgNSQétﬁ Eaéan

1 z n
pﬁ 2 ph
Fungsi
CUHE A DA = PiI(Az) TR IA) ¢ L.+ p T(A )

disebut Erntropy dari bagsn, vang mérupakan"jumlah rata -
rata informasi yang diberitahnkan ketika ketidakpastian
dihilangkan, yaitu ketiksa diketahui %_mana yang terjadi.
Dalam hal ini H merupakan suﬁtu fungsi dari bagan
ketidakpastian. Karens bagan ketidakpastian dibentuk dari
suatu partisi, maka H berlsako Jika, dan hanya jika

i A?. €-# untuk setiap i

- At_ﬁAJ.zﬁ, untuk i = j




- A VA U . . UA -Odanp +p + ... + p =1
1 4 n 1

3.2 PENGEMBANGAN ENTROPY

Dalam proses pengiriman pesan dari sebuah sumber,

~telah diperoleh ide bahwa ketidakpastian yang lebih besar

akan menghasilkan informasi yang lebih besar. Dari sini
akan diambil beberapa batasan vang beralasan pada variabel
acak I dan fungsi H, untuk mendapatkan pernyataan yang

Jjelas bagi keduanya.

Dipandang dua bagsn ketidakpastisn dengan partisi

‘biner

A A B B
. L dan I ‘
pCA) 1-p(4) pP(B) 1-p(B)
dimana O < p(A) < p(B) < -3-. Bagan kedua mengandung

.ketidakpastian yang lebih besar dari bagan.pertama, karena - - -

lebih sulit untuk memperkirsksn pesan mana dari B dau B
vang akan dikirimkan dari pada..ﬁemperkirakan pesan mana
dari bagan pertama yang akan dikirim. Dari sini diharapkan
H(B,E) menjadi lebih besar dari paéa H(A,K). Di dalam
bagan pertama dimana p(4) < {} < 1-p(A) = P(K),
diharspkan dapat diperoleh informasi lebih dengan

mengetahui bahwa A terjadi dari pada mengetahui bahwg A

" yang terjadi. Déhgén'démikian'pérgjaratﬁﬁmﬁeftAha bagi I

- dan H sdalah




33

ICA) > I(B) jika p{A) < p(B)

1

H(A,A) < H(B,B) jika 0 < p(A) ¢ p(B) < —

Sebagai kesimpulsn singkat pada bagian pertama dari Ri,
Jika p(A) = p(B) maka akan diperoleh jumlah informasi vang
samé dengan mengetahui-pesan~mana vang terjadi. Sehinggs

I(A) = I(B) bilamana p(A) = p(B).

Apa yang telah diperoleh di sini, memperlihatkan
bahwa I(A) merupakan suatn fungsi dari p(a), sehinggs .

dalam bagan ketidakpastian

Ai AZ ba}
pi pz pn

berlaku

ICAY = I(pp
dan .- A e . T - R L T E P
H(A LA, ... sA ) = p ICA ) + P,ICA) + ...+ p, ICA)

=P, I(p,) + p,I(p) + ... + p I(p)
= H(p,,p,, ... ,p )

Untuk menjelaskan pengertian bshwa informasi dibawa
oleh suatu pesan tergantung pada'p:obabilitas pesan yang
sedang dikirim,_diambi}Jyarigbgl‘acgk”X__dgn‘I dalam ruang
saméei dihubunékan dengan percobsaan pelemparan dua buah

dadu vang dibedakan. Jika © = {1, 2, 3, 4, 5, 6

=20 x® = {(r,2)| r,g € D)
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Diambil X(r,g) = r + g . dan I{r,g) =

dasar dari Q beserta probabilitasnya diberikan dsalsam bagan

I(p(r+g)). Peristiwsa

ketidakpastizan
[ 2 3 4 5 8 9 10 11 12
1 2 3 4 =S [+ = 4 3 2 1
IS s 3s aoc j= N =3 3G el IS 3O 3o as
X(2,2) = 4 < X(3,4) = 7 < X(5,5) = 10
_ - E |
1(2,2) = Iteca)) = 1{53]
_ o [=]
13,4 = 17 = 1[52]
UICE,8) = Itbéldi)fi'i[jf}]féﬁr(z,Z)
Karens diharapksn informasi meningkat sebagaimana
‘menurunnya érobébilitas; maka
1¢2,2) = 1¢5,5) = 1[36 ] > 1[36 ] = 1(3,4)

' —ﬁéréﬁéwfma;ﬁvH lebih bergantung pada pProbabilitas

suatu

pesan dari

pada bergantung terhadap pesan itu

sendiri, maka akan lebih mudah Jika menyatakan I dan H

sebagai fungsi dari P, . Sehingga penulisan R1

I(p) > I(q) jika p < q

H(p,1-p) < H(g,l-q) jika 0 < p < q < -~

dan ketika p =

q diperoleh I(p) = I(q).
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Contoh 3.2.1 :

Diberikan 3 bagan ketidakpastian dengan partisi biner
vang berhubungan dengan pelemparan mata uang. Bagan
pertama berhubungan dengsn mats uang seimbang, sedangkan
dua bagan lsinnva berhubungan dengan mata uwang vyang

diperberat satu .sisinya.

H T H T H T

9 = B = & -
1 1 1 2 o 1
Tz Tz a3 10 10

maka

3 1 i A2 ) el o e e Y
H[,._z__ ’_2__,]>H[ —3' ,—-3— ])H[ o 10,J, ,

Dalam suatu keadaan khusus dari bagan dua-pesan atauy
partisi biner dimana salsh satu pesannya, misalkan A,

tidak dapat dikirim, sehingga E-harus dikirimkan. Xarena

_Vﬁwtidﬂk_dapatnterjadi,nmakamgogam:vp‘:Horw_wmmw,‘W“w”wnw,_ e

Pengan demikian
pI(p) = 0 jika p = O

Sebaliknya, karens E—merupakan satﬁ—satunya pesan .yang
dapat dikirimkan, P(A) = 1. Maka tidak diperoleh
informasi apapun dengan wmengetahui pesan vang dikirim,
sehinggs
JRICSEN
Dari éini.Entropy dari bagan
A A

MU =
0 1




adalah
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H(O,1) = 0.IC0) + 1.I(1y =0
Dengan demikian syarat kedua yang dapat ditetapkan untuk
I dan H
pl(p) = 0 jika p = O
RZI . .o
H(0,1) = 0

Jiksa R1 dan Rz digabungkan dengsn simetris dari
H(p,1-p), menunjukkan bahwa H(p,1-p) dapat digambarkan
sebagai suatu fungsi dari p, dimana diharapkan berbentuk

sebuahkurva Seperti’ pada gambar 32 1.

ketepatan sesungguhnya dari kurva tidak dipedulikan. Yang-

dipentingkan adalah maksimumnya pads P

Simetrisnya kira-kira terletak pada titik s}

meningkat dari p

C hingga p

2 2

1
-z ¢ e
= — . Dan ini
dimana meliputi

.syarat yang dikenakan oleh R dan R,.. . . ... ... ..

f

B s

5'/9 .% 7/’; [

»

2 P
TR s Ry sy, i o".-;

Gb. 3.2.1 grafik H(p,i-p! sebagai fuﬁgsi.

dari p
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Untuk mengetahui lebih jauh mengenai H, dipandang

bagan ketidakpastian dengan tiga peristiwa

H(p,,p,,p) = pI(p ) + P, I(p) + p I(p,)
merupakan jumlah rata-féta  inf§fmasi ?éng diberitahukan
ketika diketahui mana dari A, A, dan Al vang dikirim. Hal
ini akan dilihat dari sudut pandang - lain. Dalam
menyelidiki apakah A , A2 atan Aa vang dikirim,pertams
ditanyakan apakah A telah dlklrlmkan __daﬁn Jlka_ tldak

' manakah darl A dan A yang d1k1r1m Dengan' demlklan TH

akan memenuhi

HOAL 8,080 = pI(p)+(1-p ){T(A)

Dengan menggunakan definisi 2.2.1 dan sebagaimana vang

telah diketahui bahwa A < A_i, i = 2, 3, maka

_ P(Ajﬁﬂi) p(Aj) P
p(AjIAi) = - = — =
p(A ) p(A ) 1-p

1

Mensubstitusikan ini ke dalam persamsan H(A A A 3 dan

dltullskan dalam sudut pandang P,: B, dan Py ,» diperocleh :

A(p,.p,.py) = p,I¢p) + .(lwpi){l(l—'pi')




= p,I(p,) + (1-p)I(1-p)

pz pa
’ pzl[ 1—p] ! pal[ 1-p

Persamaan ini dapat dikelompokkan menjadi

H(p,.p,.p;) = p,I(p,) + (1-p)I(1l-p )

P, P, P, P,
1—p1 1—p1 l_pi 1—91

Difulis délamrfﬁhgsi H“

pz p3
H(p,.p,.p,) = H(p, ,1-p ) + (1—pi)H[ » }
E

Dengan menggunsakan persamaan terakhir akan dicari susatu

cBvarat bagi T o e

p,I(p ) + p,I(p,) + p I(p,)

pZ p3
=pI(p ) + (1-p)I(1-p ) + pzl[ ' ] + pal[ ]
l1-p, l-p,

Karena P, + p, = 1 - p,, persamaan ini dapat menjédi

p,I(p,) + p,I(p,)

. . 2 ’ pa
= (p, + p)I(1-p,) +,p21[” ””_] +“p§I[ ]

L] 1

pz[I(pz)—I(l—pi)—I[ . ”+93|:I(pa)-1(1—p1)—1[ . ” = 0

; 1
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Persamsan inil pasti akan terpenuhi jika untuk dua
peristiwa A dan B dengan A <« B, dimana p = p(A) < p(B) = g

P
I(p) - I(q) = I[ — ]
q

Satu fungsi umum dimana fungsi perbandingan dua bilangan

sama dengan selisih dari fungsi dua bilangan tersebut
adalah logaritma. Oleh karena itu, logaritma merupakan
pilihan yang mungkin untuk I.

Untuk mempercleh satu syarat akhir bagi H, persamaan

pZ pEI
H<p1;p21p3) = H<pi’l_—pi) + (1‘?1)H[ 1 3 1 - ]
. -p, -p,

akan diperluas menjadi persamaan dengan lebih dari tiga

peristiwa. Dalam bagdan

A A
1 2z, n
1 z Ph
‘”hxmpunan‘""AQOAQJICTUA;:QiAW'”Han P,¥p,+...+p =1, dan
dibentuk bagan
A n—-4 N
P pn—i pﬂ

Yang dikehendaki adalash entropy-entropy dari kedua bagan
di atas memiliki besar yang sama, karens keduanya

mengandung himpunan pesan yang sama. Dari sini Qiharapkan
_ ““H(pl,pz;..ifpn) = Hlp,p,_,.p)

Dengan menggunakan persamaan H(pi,pz,pa) untuk menyatakan

H(p,p,_,»p ),




Pn—i ph
H(p,,p,,....p ) = H(p,1-p) + (1—~p)H[ » ]

Dinyatakan dalam fungsi I

n r Po_.n P,
L I(p) = pI<p>+<1—p>I<1—p>+pﬁ_1Il J*PJ[
i-p 1-p

1=1
S L . o _ s
Sebagaimana dalam syarat bagi I, bahws I(p)-I¢q) = I[——]

[

bilamana p < q, dan karens P, TP, = 1 - p, makg

P, I:I(pn_i)—l( l—p)] t+ P, [I(pn)—I(l—p)]

e . ph—i}“ . [ pn]
= p Tl + p I .
n 1-p " 1-p

P (P, )+ p I(p > = (p_,+p )I(1-p)

ph"i Ph

P Ilp >+ 2 IC(p > = (1-p)I(1l-p)

n—41
. pn—i oo pn ]
+p I + p I
n-4 l—p ] ‘ ™ [ l_p

Persamaan di atas dimasukkan ke dalsn fungsi I, diperocleh

2

L pllpy = I pIp)+ p _Ip > + pI(p)
i=4 i=a :

=1 n—1

n-2
= I p,I(p,) + (1-p)I(1l-p)
i=4 : : . . :

ph—i - ph
! p“"I[ll—p i p”I[ 1-p ]




41

dan ditulis dalam notssi H

H(p,,p,,-..,p_)

= H(pg,...,p, ,.1-p) + (l—p)H{
¢ 1-p 1-p

Dengan demikian syarat ketiga vang dikenakan pada I dan H

adalah_
P
I(p) - I(q) = I[———] bilamana p < g

H(p,,p,,...up )

™

- H(Pi;--~,Pn_2;l"p.) + (IHP)H

i + =
dimana e, p, + + pn~2

m,wD?EimEﬁ?lﬂﬂﬁénwdimatas,msecaraﬂningkas“akanwdiberikanqupﬂ”www

definisi mengenai I dan H, beserta syarat-syarat vyang

diharapkan dari keduanya. Diberikan suatu sumber informasi

dan. ruang probabilitas vang berhubungan

dengannys,
{2, &, P}. Dibentuk suatnu bagan ketidakpastian
E 3 2 An
p:l pz P N
- dimana  himpunan peristiwa {&j,- i= -1, 2, .’
merupakan suatu partisi dari Q ‘dan np = 1.

Dimasukkan suatu variabel  acak I, vang disebut unit
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informasi, dan mendefinisikan Enﬁropy H sebagai =uatu
fungsi dalam bagan ketidakpastian. Dengan definisi H
adalah ekspektasi dari variabel acak I, besarnya informasi

dalam bagan ketidakpastian, yaitu

HCpop,s - up) = 2 I(p, ) + p,I(R,) + ... + p 1(p. )

Untuk memperocleh ~ ungkapan vang jelas bagi I dan H,
diberikan tiga syarat vang sesual dengan pengdertian

informasi secars umum. Syarat-syarat tersebut adalah

I(p) » I(a) jika p < ¢

R
o ey l-p) < H(g,1-q) jika 0 < p < g = —
pI{p) = 0 jika p = ©
R _
2
H(0,1) = 0
p - - - .
e "‘I (‘p")"‘ _""“‘I"'('q")‘"'“:“""I""[——"']"’“b‘i’l‘am‘an”a"“ "p"""'(“qu"""""“'""""" T 3 S Ty T e
q
R
3
H(pi"pz’ [ ,pn)
ph - 1 pn
= H(p,,...,p_ _,s1-p) + (1-p)H ;
: 1-p 1-p
n—2
dimana L. p» =op




3.3 SIFAT-SIFAT ENTROPY

Teorema 3.3.1 :

Entropy dari bagan

r

A& Az A An 81 Bz ... Bm
_ p; 2 n qil ) _qz e qm
dimana
n m
L b =P dan L g=g9=1-p
. . 3
v=a =1

memenuhi persamsaan

H(p,.p,s 5P, »9,59,, - .,4 )

1

:H<p=,pz;---7pn:Q)+qH q: Poeom ey T

Bukti
Jika m = 2, maka teorema ini memenuhi syarat H dalam

R . Pembuktian teorema ini akan _dijalankan...._dengan - e

menggunakan Prinsip Induksi Matematika.

Jika tecorema benar untuk m = k
H(p, »b, - 0P 59,,0,, . .,a,)

9y 9, 9
:H<pi;p2:~--:anQ)+qH q_.- q )--—,_q

..... 3. 3. f
k
..dimana @ g = ¥ .q. .
j=1 | |
Akan. dibuktikan bahwa teorema benar untuk. m =.k +.1..
_ ) . i N
Diambil m = k + 1 dan diberikan q = b 9,y 9 - Q.
i=1




Karena teorema memenuhi untuk m = k, maka

H(p »p,s - - -5P »49,,Q,5 .59, )

= H(p,,p,,...,P_»q,,2) + aH b

a, a
- H(p:l.*?z"""’pn’q) + qH .__"":I": R

q
_ qz qk+1
+ qH .__,...,——_—— ..... 3.3.2
q g

dimana persamaan (3.3.2) diperoleh dari syarat H dalam

RQ dengsn q = q, + Q.

' Di lain pihak, karena teorema benar untuk m

persamsan (3. 3. 1)

a9, sy
H — R
q d qQ

q, qz qk+1 q, Q
H R 3 eesy———| = H , —1| +
qQ q g qd q

X
dimana q = g, + g dan g = ¥ 4q,
j=1

Persamaan di atas dikalikan dengan g diperoleh

. qi. qz ._.c‘x'k+‘1‘ qiq R .q.z o qk+1._....~
qH| —-, seees 1 =i} —, —| + qH o :

4 s -4 , g q

Pari =sini
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-
qi‘ qz qk+1
HCpi’pz"."ph’Q) + qH _6__3 q LI q J
qd. éj‘ "qz qk+1
= H(pi,pz,...,pﬂ,q) + gH s + gH e
. d Q
q:l. qk+1
HPyswvupa) + Gl | gy, o

=H(p,, .. .uP, b9 - ahgy )
Karena teorems benar untuk m = k + 1, maka teoremsa benar

untuk seluruh me I, n

Contoh 3.3.1 :
Diberikan suatu bagan ketidakpastian

{1} {2} {3} {4y {53 {8}

i i i i 1 1
< oS [=] =] o

~ Entropy dari bagan di atas &gﬁat dihitung dengan

menggunakan teoremz 3.3.1

Teorema 3.3.2 :

- Dalam bagan

A11A12 T. Azm Azi Azz R .-Azm T Ani Anz e Ahm
i 2 : : N
pii Piz e pim pz: pzz pZm pn1 pnz e th

1- 2 n
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dimana
Tt
P, TP, tp,+t ...+ Pim. sehingga .E p, = 1
1 =1
maka

P, TR

Bukti

Dari teorema 3.3.1

H[pii’ Tt ’p'n:l pnz" " "pnm ]
n)

= H[pu,...,ph_mn_i.,ph] el o 5

Karena H simetrik dalam seluruh pernyataannya, maks <

dapat diputar ke posisi vang paling kiri.

H[Pu’ps.z’ st ’pnm .]

nJ
= H[pn’pﬂ."' GRS m z’pn-—:l.]
e
pn-—i i ph—:l m pn:l. pnm
+p__H , — |+p H , , Z
Pr-a P ’ p__, P B P




ni nm
Ral
+pH s
" pY'T pﬁ
= H[pn—i’pn’pii""’pn—a m ’pn—-z]
n—-3
2 Pn-—j 1 pn—j m ;
+ L p R|l—0—p. . ., —— D
o i LR P
Jika proses ini dijﬁlankan untuk seluruhbh i
H[ Pag2Bags v By 5o 0Py P P ]
:l} n
n pi.1 pi.z pi.m_
= H(p,.p,,...,p ) + & pH , -
e e P PR S T
dan teorema terbukti. - : =

Contoh 3,3.2 :

Dengan menggunakan teorema 3.3.2 untuk bagan

[

{2y {3} {4} {5} {86}

{ {1}
1 i 1 1 1 1
s s & & & 5

Entropynys adsiah
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Dengan menggunakan teorema tersebut di atas, akan
dicari suatu fungsi numerik bagi I. Diberikan sustu bagan

ketidakpastian dengan probabilitas sama

Ditentukan Entropy dari bagan di atas

B(=.2,...,2) = Fn) ... 3.3.3

n
Jika masing-masing E_dinyatakan sebagai gabungan dari m
peristiwa dengan probabilitas vang saﬁa, vaitu jika

. Ei._ = Ei.i_UEi.zl'_)'____‘_f VE . dan .P.<.Ei,j) T "};,,1““ untuk _ Selur_gh_.. 3,

 maka menggunakan teorema 3:3.2

( 1 1 1 J
nm * nm * nm
: ) 1 E 1
14 1 1 PR nm n m
m n
- H(A, X Ly + Ly
n ' n? ’n n by 1 P ’ ’ s
i=1 —_— = —
" n n

() FH(E LA LAY 334

m m

Bila persamaan (3.3.4) di atas ditulis dalam bentuk fungsi

F,

F(nm) = F(n) + F(m).
Satu fungsi utams vang mehenuhi persamaan fungsional ini
~ adalah 19Earitma;”Diambi1tF(n).=,log n.
log nm = log n +log m.

'éeﬁégﬁiﬁahé_délam persamaan (3.2.1) bahwa

Hpupys v ) = 2, I(p ).+ p,I(D,) + ... + P I{p >
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maka
H(= o =, =) = 2 1(2) + I
= = I(=)
i=1
= - (I = 10>

‘Dengan memandang persamasn (3.3.3)

1

F(n) = H(Z , L L) = IS

-

maka penetapan F(n) = log n menghasilkan

I(—:») = log n.

Dengan demlklan, plllhan 1og n bagl F(n) memberlkan; ,

suatu ukuran vang bergung’ darl 1nf0rma51 untuk suatu bagaﬁ '
ketldakpastlan dengan probabilitas sama, Hal ini
memberikan suatu arahan dalanm menemukan jumlahan vang
tepat untuk informasi, jika pesan vang akan disampaikan

tidak seluruhnys muncul dengan probabilitas sdma.

RKarena loé n = -log -ﬁ—, maka besarnya informasi vang
diberitahukan  dengan mengetahui mana dari pesan
berprobabilitas samsz EL vang dikirim, sama dengan riegatif
dari probaﬁilitas pesan tersebut. Yaitu

1

ICE) = I(+-) = log n = -log = = -log p(E ).
Hal ini memperlihatkan bahwa suatu definisi yang dapat
dikerjakan dari informasi berupa
I_(.i_s) = -log p .
- dan dengan .ini dapat diperoleh - -

H(p,»p,,....p ) =-E plog p,

L=1
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1

Demikian pula untuk p, = —
1 1 1 n 4 N
H(T,TJ...’T):".E -.;_.logT
=4
= —n({%-log—%—) = log n.
Karena p < 1 maka log p ¢ 0 dan I{p) = -log p > O.

Sekarang akan dibuktikan apakah fungsi pilihan untuk

I ini memenuhi. syarat-syarat Rﬁ Ig dan Ra. Pertama - akan-

dilihat pada svarat bagi I.
Jika p < g
I(p) = -log p > -log q = I(q).

Demikian pula jika p < g

e e o e ... P (P
o ey - ICa) =-log p+ log g = log—" = “log =I5

q
Lebih jsuh lagi, berdasarkan pads metoda anslisis bahwa di
dalam persyaratan bagi informasi ini tidak dikerjakan
suatu asumsi, syarat bashwa untuk p = 0 maka pI(p) = O

merupakan suatu konsekuensi logils dari pemilihan I(p) =

“log PpT Sedangkan dengan menggunakan d Hospital diperolehn

: -log p
lim -p leg p = lim —/——
p->0 pP->0 - /p
.
= lim 1/p2
p—2>0 /p
= lim p = 0.
p->0
Dengan demikian pemilihan I(p) = -log p memenuhi seluruh
persysratan bagil I.
Kemudian akan dibuktikan apakah pemilihan I(p)y - =

-log p memenuhi persyaratan bagi H. =

Karena pI(p) = 0 untuk p = 0, dan karena . log 1 = O,
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maka

H(0,1) = -1 log 1 = 0.
ban R2 dipenuhi. Demikian pula karena pilihan I(p) =
-log p menghasilkan I[—g—} = I(p) - 1I(g), dengan
menggunakan (3.2.f)
H(pigpz;¢¢,,pn>pi”;ga p, I(p)

n=2
= - X plogp -p _ logp ., -plogp

1=1
+ {(1-pllog(1-p) - (1-p)log(l-p)}
n—-2
= - L plog p, -(1-p)log(i-p)

~P,_,l0g P -p log p_ -(1-p)log(l-p)
n-2 '

dimana p = T P, - Karens P, ¥ P, = 1 - p, maka
o i=1 '

P, _,log P -p log p ~(1-p)log(i-p)

T Pnateg R, TR log e ~(p .+ p )log(i-p)

= Qvi[log(l—p)~log pwd] + ph[log(lwp)-log pn]

1-p _ i-p
= pwdlog[ 5 } + p_log [ 5 ]

n—41 lal

sehingga

n=-2 ..

[E plog p, -(1-p)log(1-p >]

L=1
D, - P,
¢ [roatos(525) et0e (12])

il

H(P,,p,s -+ 5P )
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n-2

= L plI(p) + (1-p)I(i-p) +
=1

i

(1—9)[ i:;i I[<it;1 ]+ 1€; I[ 1?; J}

P p
. n—1 ™
= HCp, e e lop) ¢ (e [ Rt 0 )

Pan syarat Ra dipenuhi.’

Untuk menunjukkan bahwa R1 dipenuhi, vwyaitu untuk

membuktikan batiwa I(p) = -log p memenuhi syarat H(p,1l-p)
< H(g,1~q) bilamana 0 < p < g = -%—, dimisalkan suatu
fungsi

dimana 0O < x < 1.

Untuk memperoleh nilai stasioner dari f(x), akan dicari

Fr{x).

£ (x)

I

i -1
X Tlee x —(mx) e

~(-1)log(1l-x)
o meml oz log x4 1k loge (LX)

£
k3

= log

-
X

Dari sini, fungsi f(x) merupakan fungsi naik dalam

intervsal (O,-%w), karena dalam interval tersebut £°(x) > 0

dengan titik kritisnya berads pada x = -—21— .

F(x) =0 & log-i™* -y

X

2

Jika diambil 0 < x < y < % maka f°(x) < f£'(y). Ini

berarti bahwa untuk 0 < x < vy = -%— berlaku
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f(x) < £(y>

H(x,1-x) < H(y,1-y)

Dengan demikian pilihan I(p) = -log p memenuhi ssluruh
syarat Ri, Rz dan Rs vang dikenakan pads I dan H. Karena
I(p) = -log ¢ merupakan satu-satunys fungsi vyang secara

serentak memenuhi ketiga syarat tersebut, maka sebagai

suatu ukuran infoermasi, - log p - adalah tunggal.

Dari keseluruhan yang telah dinraikan di atas, untuk
setiap peristiwa A dengan probabilitas p dan untuk setiap

bagan ketidakpastian

A A R A

T ; n. b

vang didefinisikan pada ruang probabilitas {Q,'ﬂ) P},

berlaku

Definisi 3.3.1 3

I(A) = I(p) = -log p, dan

. p.LI(p.L): —'E p log B, -

n
L=% L=

H(p,.p, . ..,p_ ) =

n
Sifat-sifat lain yang penting dari Entropy H
— Pecabhan Peristiwa,
Diberikan partisi U = [Ai'AZ""’An}' Dan dibentuk
partisi ®=" [B_,B ,A,.. /A ) vang didapat dengan

- memecah peristiwa A ke dalam dua  peristiwa .B_ . .dan

Bb. Bagan ketidskpsstiannys berbéntuk
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dan

dimana-pi =g, +q. Maka berlaku

H(p,»p,,...,p ) < H(a_ .q .P,, ...p )

Bukti

H(p,,p,,...,p ) = -p,log p, -E plog p,

L=2

~ dan

H(e,.qy,p,s - .op ) = -q log q, -q log g, -L plog p, .

L=2
..... 3.3.5
Rarena p = q_ + qbr, maka
n
H(p,.p,s--.,p ) = -(q,+q )log (q_+q_) - L plog p .
i=2
..... ~ _— . e Y A ——

Dari persamaan (2.3.5) dan (3.3.8), serta Jika diberikan
fungsi F(p) = -p log p diperoleh
Ap, e, ..up ) - Flg +q. ) =
HCa,,q,,p,s 5P ) - Fla ) - F(a).
Pengan menggunakan teorema 2.4.1 bahwa
Fla +g,) < F(aq ) +F(q, )
maksa

H(p,.p,, .. p ) < H(a_,q,.p,,....p ) _ _—
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- Entropy Maksimum.

Nilai maksimum dari Entropy diperoleh dari bagan
dengan ketidakpastian terbesar.

1 1 i
< —_ — —_
H(p ,p,s .- osp ) S HO—, — . 0, —)

N

Bukti

H(p,,p,» »P) = - L plog p,
i=4
dan
R fy g Lgegt
H(_h—’“;_‘, :T)— Enlogn

e — log—

= log n.

Dengan.menggunakan_pertidaksamaan (2.4.3), dan mengambil

1 i L n

maka
— e e - : S -

-L plogp, = -F plog— = log nk p, = log n.

i=1 i=1 i=2e :
Sehingga

1 1 4
H(pi"pz""’pﬁ)SH(T’?""’T) w

Sebenarnya tidak ads ketentuan dalam mengambil

bilasngsan  pokok logaritma, baik logaritma umum dengan

bilangan pokok 10 atau logaritma dasar dengan bilangan

1ogaritﬁa deﬁgan'bilangan pokok 2. Dan satuan dari entropy

disebut bt informasi per elemen peristiwa. Bit  merupakan

.pokok e. -Dalam splikasi:logaritma di sini, akan . digunakan. ...




58
kependekan dari binary digit, yang nmempunyai arti bahwa

informasi yang diberikan dalam bentuk bilangan biner.

Contoh 3.3.3

-

Memandang contoh 3.2.2, contoh 3.3.1 dan contoh
3.3.2J‘Dengan.menggunakan--definisi +3.3.1  akan dihiturig

éntrop& dari bagan

i 1 1 1 1 1
L] & S & I Pes
1 1 1 1 1 1
N
= — = - e e Y
= HC S T 6"'25"”3') 3 H( z g D)

= 4CElog, L) - log, ¢ L (202 10, S 1)

= 4(0,43120) + 0,52827 + = (0,48899)

= 2,5884 bit per elemen peristiwa

MO e 2y e
FHC L L S s
= 20-5log, =) - L log, X 4 - (4[- % log, = 1)
= 2(0,43120) + 0,39054 + —- (0,49999)
= 2,5863 bit per elemen peristiwa,
O T T T
= H(¢}<li}-,ﬁ}-).+WHQ€},,§f)m

3(-5-log,2-) + 2(- 2 log 2y

B

3(0,52827) + 2(0,4889%)




‘wmwWVWwWﬁmpﬁrjﬂdimdenganmgrobabilitasmmp@A?AﬁqmzmpQBE1AYQPQA{)_

= 2,5848B bit per elemen peristiwa.

Dan dari definisi 3.3.1,

1 ] 1 i 1 1 - 1 kS
.o 55 5 50 =8(—Flog5)
= 8(0,43120)

it

2,5872 bit per elemen peristiwa.

3.4 ENTROPY BERSYARAT

Ruang probabilitas {Q, &, P} dihubungkan dengan suatu

sumber informasi. Dan diberikan dua bagan ketidakpastian

dari dua partisi ¥ = [A,4,,....A ] dan & = [B,B,,...,B ]

(A & ... A1) (B B ... B
) a9 = B = . "
P1 jo) .. P q q2 C e qm

2 ™ 17
Kemudian dibentuk sebuah bagan ketiga UB dimana elemennya

merupakan pasangan berurutan (AL,Bj), A.L e U, Bj e B

Untuk ringkasnya, ditulis sebagai berikut

H(p,,p,s...,p ) = H(U)

i

H(g,,q,,...,q_)

m

H(®B)

H(p(A,,B,),p(A,,B),...,p(A ,B )) = H(U,B)

Maka dengan menggunakan definisi 3.3.1

n m

HOUB) = -L E p(A,B)log bl ,B)

i=1 j=1 o

- -*E””E””p(BjIAiﬁbéﬁg)Iog'b(BQIAi)ptA;j'm”“

i=g j=4




= -k I p(BlAp(A) [log p(B;|A) + log p(A)]
i=1 j=t1
= - p(4) T p(Bladlog p(B[A)
i=4 i=1
~E p(A4)log p(A > £ p(BfAD
iz j=1

Untuk %_tetap,_peristiwa (A;,EQ' merupakan suatu bentuk

m
partisi dari Al. Karens jg; Bj = Q

L p(A.B))

- m PCALBD =1
E p(BjIAL) = T =
j=1 i=2 © p(A) p(A )
e[ 8.9, B, )] a2 A
= = = = 1
pC(A D : p(A ) p(A )
sehingga
HCU,®B) = ~L p(AD T p(B|AD log  p(B|A)
i= j=1
~L p(A) log p(A) . 1
izd
= -L p(A) T p(BlA) log p(B 4) + H(U).
[y} j:j_
..... 3. 4.1
Jumlahan

i) .
I p(BA) log p(B[A)

i=1

“merupakan bentuk dﬁri“suatu”éntrbpy};déh"dibéfikﬁh'séﬁagai T

ketidakpastian pada B jika diketahui AL vang muncul.
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Dengan demikian Entropy Bersyarat dari B Jjika diketahui
peristiwa L‘kl terjadi
m
H(.‘B|A.L) = -% p(leAh) iog P(BjIA,_) ..... 3. 4.2
=1
Secara langsung dapat dilihat bahwa H(®|A ) merupakan
variabel acak dalam bagan ketidakpastian Y. Dan ekspektasi
dari variabel acsak H(EI%} dengan probabilitas p(A )
p(Ai)H(.‘B]Ai) + p(Az)H(QSIAz) + ... + p(Ah)H(fB|Aﬁ)

T p(A)OH(BA)

i=4

H(B|U)

~adalah Entropy Bersyarat % setelah ¥ dirata - rata, atan

-dumlah rata-rata dari ketidakpastian dalam B ketika
diketahui mana dari peristiwa Ab partisi U vyang telah
terjadi. Jika hasil akhir di atas (3.4.3) dimasukkan dalam

pernyataan bagi H(U,B) pada (3.4.f) diperoleh

TUTTTTH(UL®)Y = H(®|UY Y HUW ' o 37474

.....

Karena pernyataan H(U,B) simetris terhadsp U dab B, dengsan

cara yang sama dapat diperoleh

H(U,B) = H(UIB) + H(B).

Contoh 3.4.1

(1]

Diambil sebuah dadu ' sebagai sumber informasi, dan

diberikan dua partisi dari ruang sampel

_ {i,_zi _{3_} . {4,5,6} e

1 3 1

3 & 2
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dan

%%

1 1 1 i 1

= [ {1} {2} {33 {41 ({5} ({8} }

S S [ =] [~ L3

Dari dua bagan di atas diperoleh tabel p(%!Al)

N\U (1.2 (33 (4,5.6)
. . . . . .
{1} < 0 0
1
{2} . a o
{31} 0 1 D
{43 0 0 =
{61 0 0 =
Entropy bersyarat qariﬁE Jika diketahui A1 = {1,2} vyang
terjadi
[=]
HEBLAp- = —F—p i) Tog, peB; 4D
_ 1 1 1 _
—"Tlogz-;———z—logz—-é—+0+0+0+0
= 0,99998 bit per elemen peristiwa.
[e]
H(fBlAz) = —ji P(BjIAz) ZLu:Jgz p(BJ.]Az)
=0+ 0-1 logz 1+0+ 0+ 0
= D.bit per elemen peristiws.
__H(53|_A3) = 'F P_(leﬂa). 1-.0g2 P(.BJ.!A:_I)

1=4
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1,58481 bit per elemen peristiwa.
Maka entropy bersyarat % jika diketahul U merupakan
ekspektasi dari bagan ketidakpastian % dengan . variabel.

acak H(B[A)

3
HOB|U) = T p(ADH(B[AD

It

3 1 1
7;—(0,99998) + 1;—.0 + ——(1,58481)

1,12573.bit per elemen peristiwa.

Teorema 3.4.1 :

Diberikan dua partisi sebarang. Entropy dalam suatu

partisi dimana padanya diketahui peristiws dari

- partisi ~lain-ter fadiy—-tidak—akan " permah melebTHI

besarnya entropy dari partisi tersebut. Untuk
sebarang partisi sebarang U dan B,

HU|B) =< HOMW)

Bukti
Karena H(U|B) = H(‘H,fBj - H(®B) .maka teorema di atas
akan dibuktikan bahwa
' Sebagaimana diketahui " |

HEM = - T p(A)1og p(A,).




B2
Karens

p(A) = p(a,Q) = p(»Ai,UBj) = T p(A.L,BJ.)
i 3
maka

HU) = - T & p(A.L,Bj)log p(A ).
i
Dengan cara yang samsa

H(B)Y = - £ D p(A,B)log a(B,).
_ . _ e
Jika H(U) dan H(B) dijumlshkan

HA) + H(B) = - £ L p(A.L,Bj){log pCA) + log q(Bj)}
LI

= -5 D(Al,%)log P(At)q(Bj).
i
~ Sementars itu

- HU,B) =

=-LE¢ :S'(’A.L';’B;)lag' p(A, B.).
3
Karena |
-z P(Ai,BQ =1 dan -§¥© p(Ai)Q(BQ =1,
L i
maka menggunakan

pertidaksamsaan

berguna (£.4.3)
S— P, 51 g_amb_i 1_, a{'“"“"-:""‘p (.Ai_m; B;} "‘-ﬂd‘an"mm—b;

dengan
fiﬂﬁfﬁmgjmmmmmmmmm“

<

> p(4 ,B)log p(A.L,Bj) > p(A ,Blog p(4A, )Q(Bj).

Bila pertidaksamaan di atas dijumlahkan untuk seluruh j

- Lk p(A.L,Bj)log P(Ai,Bj) =- Lk p(A.L,Bj)log p(AL)q(Bj)
v} L
H(U,B) = H(U) + H(B®)

H(U,BY - H(B) < H(W).

Dengan demikian terbukti bszhus

H(UIBY = RS
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Teorema 3.4.2 :

Jika dua partisi U dan B saling independen, maka

H(U,B) = H(U) + H(B)

Bukti
Dua partisi U = [AT dan $’ ? ”£3ﬁ“_diséBu£_'sﬁlihE' .
independen bilsg peristiwa-peri=stiuwa %’ dan Bj saling
independen untuk setiap i dan J. Dengan demikian berlaku
p(4 B> = p(4 )a(B,).

Sehingga

L LHALB) = - TE p(A B log CRCAL B

oo RN T A
= - L L p(A)a(B)log p(A; )a(B,)

L.

= - L L p(A3a(B) (log p(A) + log a(B,))
i

=~ Z p(A)log p(A).L a(B;)
i i et e
- - L a(B)log a(B)-L p(4)
1 T

- L p(Adlog p(A)-1 - ¥ q(Bj)log q(BJ.)- 1
i H _ .

HOU,B) = H(U) + H(B),






