BAB III

MODEL AUTOREGRESI ORDER SATU SISTEM KONTINU. ACD

3.1. PERSAMAAN DIFFERENSTIAL MODEL AUTOREGRESI ORDER SATU

Suatu sistem persamaan differensial sederhana vyang
dibentuk dari perssmaan differensial dengan koefisien
konstan merupakan sistem order satu. Bils koefisien
konstan din&atakan dengan & maka persamaan differensial

order satu dapat dinvatakan sebagai berikut,
d X(t)
dt

Persamasn tersebut dapat diartikan sebagai pernyataan

= - o X(t) (3.1)

bahwa kecepatan dari X(t) adalah seimbang terhadap X{t)
dan berlawanan pada tandanyva. Bentuk —aoX(t) bertindak
sébagai suatu tarikan .sistem kembali ke posisi
keseimbangan.

Dalam runtun waktu, respan sistem X(t)} merupakan
nilai perubahan pada saat t dan koefisien konstan o

merupakan konstanta keseimbangan.

Persamaan (3.1) dapat dinvatakan ke dalam bentuk

d X(t) | )
m—df + oo X(t} =0 (3.1=a)

vang merupakan persamaan differensial homogen order satu.
Penvelesaian persamasn differensial linier order n
mempunyail bentuk Jumlahan n eksponensial, sehingga
penvelesaian persamsan (3.1a) mempunyai bentuk

C eut




Selanjutnya untuk memperoleh harga o kita substitusikan

fungsi tersebut dalam persamaan (3.1a).

d X{t :

EEICIN
dt

a (ce

.,..,.._u+ cxo Ceut = D
dt

et o+ &, ce™ = 0o

Gu + ao) cd =

Diperoleh persamazan karakteristik
o+ a =0
dengan akar karakteristiknva adalah o = - o

Selanjutnya, penyelesaian persamaan (3.1) bérbentuk

-t

X(t) = ce% (3.2

Konstanta C dapat ditentukan nilainya dari pengertian
"kondisi-kondisi awal” dari sistem. Sebagai contoh, Jika
X(8) = ¢,
meks mengikuti persamaan (3.2) Q = C0
dan solusi/penyelgsaian dapat ditulis
X[t) = Coe B (3.2a)

Kurva jawaban persamaan (3.2s) diperlihatkan dalam

gambar (3.1) untuk harga-harga o, vang non negatif. —Coao
mewakili kemiringan kKurva padsa permuilaan, untuk
memhayvangksn bhagaimanas cepstnya  Jjawaban turun mendekatil
nol dari kondisi awal Co' Hakin besar harga & s lebih

cepat jawabsn turun mendekatl nol. Untuk hargs o sangat

besar, jawabannva nol dimanapun kecusli pada permulasn.
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Bila harga & makin kecil, jawaban lebih lambat mendekati
nol. Untuk harga o  sangat kecil mendekati nol, Jawaban

mendekati garis lurus ho:isontal.

[s]

X(t) -0

_~

R4

Gambar 3.1. Respons sistem order satu, & =0

‘Persamaan (3.2a) vang newakili penvelesalan

persamaan differensial order satu, dapat' ditulis dalam

bentuk.
-7
x(t) = ¢, = (3.2b)
dengan Tt = 1/a0 yang disebut konstanta waktu karena
mempunysi dimensi waktu. vang dapat dilihat sebagai

. o dX
berlkut = gt dan aox

dalam persamzaan (3.1) mempunvai dimensi sama, selanjutnva

< mempunyal dimensi yangd sams seperti

1 dx (t) 1
. vaitu
X (&) dh waktu

Dari sinli T = 14hx0 mempunyai dimensi waktu.
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Persamsaan (3.2b) dapat juga dinyatakan sebagai

X(t) i} |
e ‘ (3.2¢)

C

o]
Grafik antara t/T dan X(t)/Co diperlihatkan dalam

gambar 3.1.

Kita dapat melihat daril persamaan (3.2b) dan (3.2c) atau

gambar 3.1 bahwa bila t = 7T, jawaban mencapail
-1 _
X[T) =C, e = 0,368 C,
atau
X(7)
= 0,368
C ;
Q
dari harga awalnva ; bila t = 4T jawaban mencapail
_4 _
X{4t) = C e = 0,018 C,
atau
X (47)
= 0,018
C
0

dari hargs awalnya.

XLy
c -
o
1 — —r —
ﬂ
0,082

o ,3c8
AR

0,018 s
4 LT

Gambar 3.2. Karakteristik respons sistem order satu dengan

konstanta waktu v = 1/c<0
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Bila harga wasktu mencapai satu satuan konstanta waktu,
jawaban turun 63.2% (100 - 6,8), saat harga waktu
mengambil empat satuan konstanta waktu jawaban turun 98, 2%
dari harga awalnya dan hampir sampai ke posisi
equilibriumnya. Untuk itu, swuatu perkiraan waktu vyang
layak yang dibutuhkan sistem untuk menjawab adalah empat
satuan konstanta waktu. Sifat-=zifat konstanta waktu 1ini,
gsangat berguna dalam memperkirakan waktu jawaban dari
sistem order satu.

Kestabilan dapat dilihat dari harga o, - Untuk o
positif, sistem secara asimptotik kembali ke posisi
equilibriumnya, seberapa cepat atau lambatnys tergantung
harga a -

Bila oA >0, sistem dikatzkan stabil asimptotik. Bila ao:‘U
siztem tidak kembali ke posisi equilibrum pada senua t dan
sistem tidak stabil ssimpitotik. Sistem berada pada Jjarak
terbatas dari posisi equilibrium. Bila & Z 0, sistem
dikatakan stabil, suatu sistem yang stabil asipmtotik
gselalu stabil tapi—tidek sebaliknva.

Bila a, < 0, jawaban cenderung ke infinit dengan waktu
vang bertambah, seperti terlihat pada gambar 3 untuk harga
t agak besar, jawaban sistem mengalami lompatan sangat
besar. Dalam kondisi o = < 0, sistem dikatakan tidak
stabil.

Jadi, kondisi kestabilan sistem order satu dapat diringkas

sebagal berikut

o » 0 stabil asimptotik {3.3a)




a =z 0 stabil

s}
e < 0 tidak stabil
Xty

0
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(3.3b)

(3.3c)

Gambar 3.3. Respons sistem order satu, &« < 0

Analisa kestabilan yang diberikan diatas,
sistem order satu. Untuk gistem -order satu
karakteristiknya vang terjadi sebagai koefisien

persamaan differensial $elalu riil.

2, 2. FUNGSI DELTA DIRAC

Sifat ﬁ_untuk fungsi yang kontinun didasarkan

model diskrit

3

E(a,ta,t_ij : cfié

Untnk model vang kontinu., mska analog dengan a

diskrit, diberi notasi dengan Z(t). didefinisikan

sifat-sifat

E[Z (t)z [t—u)] = ozé(u)

-

untuk
akar

pada

pada

vang

dengan

5(u) disebut fungsi Delta Dirsec dan didefinisikan oleh

w0 o=

& (v)

i

Ci o= 0
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r
S{u) du = 1 , untuk sembarang T
-

Sifat dari fungsi delta Dirac yang digunakan dalam bab ini
adalah : untuk setiap fungsi kontinu f(t)

o0 o

[ £(t-u)6{u)dn = £ (t) :~o£ f (u)é (t-u)du

-0

Bukti :

“ofomf (t-u}s(u)du = J;Of(tm)é(u)du + J‘Of (t-u)s(w)du +

s

B o)

J £ (t-u)é (u}du

o]
Karena fungsi delta adalah nol di setiap tempat kecusali
pada v = 0, hasil setiap fungsi f(t—u) juga nol kecuali

u =0 yaitu

iwf [t-u)cS (u)du

0 + jof:-‘ {(t-0)6(u)du + O

Q

£ () fjé(u)du

£ (t)

Dengan mengganti t-u = v diperoleh

e (£)6 (6-v)au

-0

£(t)

cjomf (t-u}s(n)du

Untuk merumuskan sistem autoregresl order satu
giaterm kontinu, kita mulail dengan susatn persamasn

differensial homogen.
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d¥X [t ‘
___.Ei + o X[t) = 0
o]
dt ‘ .
vaitu

(D + aO)X(t) =0
dengan

Aal

n - d
dt”

dan mengubsahnya ke dslam sustu persamaan diferensial non

homoger: dengan memasukkan suatu fungsi forcing Z(t} dengan
E{z(t) z(t-u) ] = o) &(u) nenjadi

O+ aJx(t) = z ()

Ef{z(x)] =0

E (z(£)2(t-n)] = o265 () | (3.4)

Pergamaan (3.4) mewakilil suatu sistem autoregresi order
satu gistem kontinu, dan untuk menghindari kata kontinu
setiap waktu ditandai dengan ACLY untuk sistem
.autoregresif order satu sistem kontinu.

Input Z{t) adalah bproses sistem kontinu vang
mempunvai weszn nol dan tidak saling berhubungan pada waktu
vang berbeda. Output X[t] juga suatn proges vang tetap
dengan mean nol karena operatornya linear.

Untuk memperoleh penyelesaian dari persamaan (3.4)
dan untuk menyvatakan hubungan antsra output X(t} dan input
2{t) kita akan membalikkan operator diferensial ﬁada
persamaan tersebut,

-1
KE) = 0 )
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Karena inversi dari operator difference diberikan dengan
suatu jumlahan, vang dinyatakan sebagai- suatu konvolusi
dari input atau fungsi forcing a, dengan fungsi Green pada
sistem diskrit, inversi dari operator differensial
diberikan dengan integrasi, vyang dinyvatakan sebagail
konvolusi dari input Z{t) dengan fungsi Green pada sistem

kontinu vang ditandai dengan G(v). Mengacu pada persamaan

w
X= L Gjat_j pada sistem diskrit kita peroleh
i=o
o0 L
X() = fe@z(t-v)dv = [ G(t-v)Z(v)dv (3.5)
o] -0 )

pada sistem kontinu. Persamaan (3.5) adalah dekomposisi
ortogonal dari runtun waktu X[tj karens Z[t)nya tidak
berhubungan atau independen pada t vang berbeda.
Dekomposisi ini akan menghasilkan karakteristik dari A(1l).
Gambar (3.4) menggambarkan secara grafik konvolusi dari

input Z (t) dengan fungsi Green G (v) pada sistem kontinu.

Z(t) ' H2(L)

a~ L

N o L\
W \J

*M={]

[
Z(t) x(t)
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Gg(t~0)z(o YAV

o~
oy

a(v-Aviz( Av AV

*"\L

e 2

a(1—zAV)=(2AV YAV

1 N

bt
Ll 3

Y
4

L
a( t-3Av )=( 34V ) AV

-4

L]

x(t) = % G{ Lt-kAV Iz kAV)

untuk Av —m ©

o
x(1) = f G t-v iz (v dv
-0

Gambar 3.4. Kornvolusi input Z (t) dengan Fungsi Green

3. 3. DEKOMPOSISI ORTOGONAL

Sifat dassr ortogonal dalam dekomposisi fungsi

dapat menggunakan delta Dirac :S(L'c).
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Persamasn
N« ‘ o0
£{t) = [ £(t-u)sf{u)du = I f (u)é(t-u)du
- : -
adalah dekomposisi ortogonal pada dirinya sendiri, dengan
t kontinn. &}, -w < u <w adalsh ortogonal karena S (u)

independen dalam arti bahws tidak ada &(u) vang dapat
dinvatakan sebagai kombinasi linier dari &(v], v = u, baik
dalam bentuk Jjumlahan atau integral.

& (n) atﬁu disebnt juga unit impulse dapat didekatkan
dengan suatu unit pulse. Fungsi £(t} dapat didekatkan
dalam suatu interval terbatas -T £ t < T dengan suatu
bilangan terbatas dari unit pulse lebar Au, Pﬁu(t)’

terjadi pada t = k An (k = =, £ 1, * 2, ... , =N

T/Au) .

Pendekatan ini bisa dinyatakan dengan

N

= £ £k su) p,, (t-k Au)sn
k=—-N

£(t)

Untuk § —— ®© dan Ay ———— 0, pulse menjadi impulse,
jumlahan di atas menjadi integral, dan akhirnya dengan

T ew— @ kita mewmperoleh persamaan.

o«

£ {t) :—i £{u) &{t-n) dn

Rarena XL acalah Jawaban/output dalam sisten

diskrit, maka dapat untuk memisah-misahkannya dalan fungsi

f . N . . . Z
rendom Gasar @, vang mempunyal impulse diskrit éy dari =
sebagai fungsi korelasinva. Karens itu, jugs dapat untuk

memisah-misahkan Xft}, dawaban dari sistem kontinu., dalam




pAS

fungsi random dasar Z(t), vang mempunyail = impulse kontinu
&(u) dari oi sebagai fungsi korelasinva.
Suatu perbedaan penting antara oi dan o; adalah 02 adalah

varian dari & karens
E(atat_k) = 5koi = _Eﬁf) = Gi
Tetapi, a; bukan varian dari Z(t) karena
. . 2 2
E [Z (t)Z(t—u] ] = é(u]o'; ==> E [Z (t)] = é(O)oz = o

Kazrenanva di bawah ini diberikan grafik untuk

menjelaskan pendekatan fungsi f(t) dalam Interval
~-T <= ¢ < T. '
Demikianlah, varian dari Z(t] adalah infinit {tak

terbatas), yang merupakan terjemahan secara matematlk daril
kenyataan filsika, bﬁhwa white noise tidak ada. Tetapi,
integral dari white noise di atas interval terbatsas,
katakan A, ada, dan pada kenyataannya, mempunyal varian

AU; karenanya dapat diperlihatkan bahwa

t 2
E[ [ z(t) dﬁ] = 207
t—A

Hsl ini diperoleh dari, bila respon X(t)} mengambil
o, — 0., sehinggs
4 x() |
L S ORRI0
dt
meniadi

d x{t)

dt
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X (t) :-itz (v] dv

t-24A

:tI;Z(v) dv + iiji[v] dv + Lgai(v) dv

analog dengan

X = a + & 4+ o +
i i L-1 t—-2

Maks varian dari Z[t] menjadi

L 2
E[ fz{) dv] = of (b-(t-4)) = Ao’
1A ‘

ey : S
Pendekalan {Caau)
ke (&) f(au)
{Co}
{(—al.l)
A la} 2A {5 NAR=T >t
—zau -Au Ay v aAn u=

Gambar 3.5. Pendekatan suatue fungsi dengan unit pulse

3.4. Fungsi Green Model AC1D

Pembzhasan di sini adalah untuk memperoleh fungsi
Green dari operator differensial dalam persamaan (3.4).
Seperti pada kasus diskrit, fungsi Green G(&) adalah
independen dari output atau input. G(v) didefinisikan
untuk suatuy sistem order satu dengan relasil vang

eguivalen,

h{t) (3.6a)

0+ o) x(x)

il

x(e) = @+ o) n(t)
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w

= [ 6 (v)h(e-v)dv (3.8b)

untuk fungéi forcing sistem kontinu h(v).

Untuk mengetahui apakah input atau fungsi forcing
h(t] dalam persamaan (3.6a) akan memberikan fungsi Green
G(t) sebagai output. maka dibutuhkan fungsi h(t) vang
memberikan

wel

G(t) = f G(v)h(t—v]dv
9]
Karensz batas integral persawmaan di atas dari nol sampai
takhinggs, kita dapat mengambil
G{v) =0, v <0
dzn menulis integral diatas sebagail
o0
Gt} = fe(vih(t-v) dv
~'00
Membandingkan dengan sifat
03]
£t} = [ £)s(t-n) du
-0
di.lihat bahwa jawabannya adalah dengan tepat fungsil delta
h(t) = &(t)
dan mempunyszi relasi egquivalen vyang berhubungan ke

persamaan (3.6a) dan (3.6b)

[D + o&o)(}(t) = é[t] (3.7a)
- Co -
G(t) = I G[v)é(t—v] dv (3.7h)
Q
Maka G(v] adalsah solusi persamaan differensial non homagen

(3.7a).
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Persamsaan (3.7a) dapat diselesaikan dengan
menempatkan kembali suatu persamaan differensial homogen
dengan kondisi awal, vang diperoleh dari sifat fungsi
delta. Untuk menentukan kondisi-kondisi awal, akan diamati
apakah persamaan | (3.7a) menvatakan tentang gifat
kontinuitas fungsi G(t). Pertama karena input G(t) adalah

nol sampai £ = 0.
G{t} = 0, £<0

Pada t = 0, derivatif G(t} memuat diskontinu vyang sama
seperti fungsi delta. Fungsi G(t) yvang merupakan integral
dari derivatifnya, memuat diskontinuitas vyang sama pada

t = 0. Tinggi lompatan diskontinuitasnys adalsh satu.
G(o) =1
Hakas perszamaan (3.7a) eguivalen ke persamaan homogen

@+ e et} =0

dengan kondisi awal

G0} = 1
sehinggs akan didapat solusi. dengan C0 =z 1, sebagal
beriknt
o
et} = e = , t 20 (3.8)
= @ . t <0

Dengan menggunakan fungsi Green dari sistewm A(1l),

dapat ditulis persamsan (3.5) sebagal berikut




el -0l v

x(t) = [ e © z(t-v) dv

L —ao(t—v)
= [ e 2{v) dv (3.9)
- 00
Fersamasn 1ini mewakili snatu solusi dari persamaan

differensial non homogen (3.4}, Persamaan (3.4), (3.5) dan
(3.9) untuk sistem kontinu A(1), masing-masing berhubungan

dengan perssmaan (2.6), (2.7) dan (2.3).

3.5. FUNGSI AUTOKOVARIAN MODEL AC1D

Dengan menggunakan persémaan (3.9} kemudian dengan

sifat
. . _ 2
Elz@)z(t-s) ] = s(s)o,
untuk mendapsatkan fungsi kovarian sistem A(1l) adalah sama

dengan cara untuk mendapatkan L untuk model AR(1l} vang

menggunakan persamaan

o t
X, = LGa_ = LG _a
j=o

dan sifat
- 2
E[%@L«] = okoa

Bila kovarian X[t) pads lag s (suatu variasbel kontinu)

ditandai dengan »({s].

g[x [t.)}((t—s:[}

maksa

I

()

E iji; [‘_v-')z(_tuv']dv‘ojmc () z[t—ﬂ~v]dv]
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= ImfmG(v'JG(v)E[Z (t-v") z(t—s-v)]dv dv’ ...(3.9a)

= o';Ofm[ofmG (v )& (v) 6(v+s—v')dv'] dv

oD

2 “
T e f‘[ ]" +&
_ f (r fv ]ir [v.._J:iv
o)

Pads tshap terakhir digunzkan sifat fungsil delta

vyaitu persamsaan

_Ofomf [t—u)é(u)du = £ (t) :__E!;mf (u)s (t-njdu

Akan diperhatikan yang ada di dalam kurung vaitu

L*rwc’ (v 36 ()6 (res-v Jav” |

atan sama dengan

[ oo @revyav Jor)
karena

r G(v’)é(v+s-—v')dv' :Of G[v+s—v’)<5(v')dv'

o]

= G (v+s)
sehingga vang di dalam kurung menjadi
G fv] G (v%s)

Kemndian dengen menggunakan fungsi green  untuk

AC1Y vang diberikan oleh persamaan (3.8), diperoleh

w .
}/{%) = o'i f G [V)f.} (v+.=_:] dv
“o )

Dirac

sistem
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dengan G{v) = e

2 oD —C!ov —O(o(\m-s)
re (‘S] = o, j e e dav
[a]
o - v - OCOV - O!os
= Oz f e dv
o
W -2 v — A s
z o) o
= < f e dv
z .
[a]
- s g 200 v
z o
= ¢ & f e av
=
(8]
-2 v w
-0l s
z o -&
= az € o
Z2 o
o
2
“z &
—_ I=3
_ . =
r(s) = 55— ° .8 =0 (3.10)
[a]

dianggap sistem adalah stabil, yaitu o a.
Pzda kenvataannya, varian X[t) vaitu kovarian pada lag

nol diberikan dengan

2z
[#g

r(0) = 54

(o]

(3.11)

dan selanintnya fungsi korelasinva adalah

r (&)

¥ (0)

e(s)

p(s) = —5——




-0 g

P(S) = g o, s > 0 (3.12)

dengan p(-s) = e(s)

Hubungan e(-s) = e(s) mengikuti dari y(-s) = r(s) vang
dapat diperoleh untuk model A(l), dimulail dengan X[t) dan
X (t+s). Pada wmumnya, hal itu benar karena r{s) adalah

kovarian antara X(t) darn X(tms), dan

r(-s) = E [X(t)X(t+s)] = E [X (t+s)x(t)] = y(s}

Fungsi autokovarian dan fungsi autokorelasi dapat Juga

dinyatakan dalam bentuk

?’[—SJ - '"""2"0‘—— e (310&)
(o]
-, |8
p(s) = @ (3.128.)
sekarang s dapat berubah daril -« sampal .
Dari persamaan (3.10) sampai (3.12) kondisi
kestabilannvs ao>0, hal 1ini dapat diartikan sebagai

kondisi varian finit atauw autokovarian/auntokorelasl yang

menurun, sepertl pada kasus diskrit.






