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ru

berikan H vang menunjukkan ruang linier dari field

bilangan komplek dan diberikan (x,¥) yvang menunjukkan

fungsi

sifat-s

&.

‘b.

dimana

i pada ruaneg H dan dinvatakan dengan :

nilai komplek vang didefinisikan x,v = H dengan
ifat berikut ini
(x,xY =2 0

-0 jika hanva Jjika x.=-0 .

1l

{(x.%).

[l

{(x,v} {y,x)

()g_xi.g.pxz,y) = A(xi,yH;u(xz,Eﬂ

{(x,v) dinamakan perkalian skalar elemen x dan ¥

8

(x.v) = ¥ ¥ v
k=1

Perkalian skalar ini digunakan untuk menjabarkan konsep

- panjang vektor =x

- Jarak antara dua vektor =

- sifat orthogonal dua wvektor

Pandang

vektor x didefinisikan sebagai ¥ (x,x) dan

dinotasikan dengan | 1=t].

20
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Jarak antara dua vektor x dan v didefinisikan :

p(x,y) = ||x-v|| = ¥ (x~v,x-¥)

Beberapa sifat produk skalar (x,y)

1. 1z 2 (x.x)y,v) atau  |(x,v)] = [ 1x]1
|lv]] pertidaksamaan ini  disebut  pertidaksamaan
Cauchy - schwarz.

2. |l=+vl} = | {x|| + [iv]]

pertidaksamaan ini disebut pertidaksamaan tringle.

Bukti :
1. L |® = (x,x)(y, )
2 oo
lx.»)]" =1 x v |
k=1

< (%)= %)

(%X,x) (y,¥}
Jadi | (x,v)]|% = (x.x)(y,¥)

2. {x+vil = 1ixll + v}l

=+l = Y (x+y , x+y)
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[z (xk+yk)2]

k=1
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( X + FVvE + v )
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1/2

| x4 Gy + (v 4 (y,y)]

i/2

1A

(x,2) + 2 |G| + (y,y)]

1A

/7
( Y TR + 7 o9 )2]

1 /2
[ fx,z) + 2 ¥ (x,x) ¥ (yv,v)+ (v,¥V) ]

[f=i + [yl

Jadi Jxevl] < |ixf] o+ [v]]

Definisi 3.1.1:
Suatu ruang linier X dengan perkalian skalar seperti
vang didefinisikan diatas dinamakan ruang Hilberi Jika

svarat-syarat dlatas (and) dipenuhi.

Sekarané..émbil 2(9) ..méhﬁnjukkéh 'fuﬁgsi yaﬁg
didefinisikan dalam sembarang himpungn ® dalam H dan
diberikan w(e) menunjukkan fungsi non négatif vang
didefinisikan dalam © dengan mengamsumsikan sembarang
nilai positif terkecil.

Elemen h pada H dinamakan “Limit fungsi =x=(e)}" Jika
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w(8)—->0 dan ditulis dalam bentuk

h = lim (e atau ditulis
w{(e)->0
w{8y———- h jika w(e®) —— 0

jika untuk semabarang positip < ada suatu positip &

sedemikian sehingga

| x(e) — h || <& untuk 0 < p(&) <&

“Berikut ini lemma untuk adanya sebuah limit .:

Lemma 3.1.1 :

Untuk limit : 1im x(®) ada maka syarat perlu
Wiy —0

dan cukup adalah adanya

1im ¢ m(e°) , x(e°°) = A &< 2 B

YIS Y+ P8’ 7y —0

Bukti :
syarat perlu ( ==> )
Bukti perlunya dimulai dari sifat  kontinuitas

produd skalar. Jika Iim o x(e) maka :
Ys) -——o

lim { x(®”) , %"y = ( h,h ) ...... (3.1.2)
WISy + (O ) —0

svarat cukup ( <== )

Untuk membuktikan syarat cukupnya perlu dicatat




hahwa

| x(e7) - x(0°*) | = ( x(e") - x(8"") , x(&7) - x(8°"))
= ( x(e”)y , x(87)) - ( x(®7) , x(e”7)

—( X(&""),x(e”) + ( x(&”7),x(e” "))

Dalam persamaan (3.1.1) bilangan A adalah nonnegatif.
Karena itu untuk sembarang positip £ maka ada positip 4

sedemikian sehingga | x(e”) - x(e”") | < &* dimana 0 <

w(®")Y + w(®~ ") < &, Sekarang ada barisan {en} sedemikian

‘sehingga 0 < w(a;')' < 1/n dan {x(® )} merupakan elemen

barisan.
Berdasarkan kelengkapan ruang, maka limit lim x(GN}
= h maka

I @) ~h | £ ] h-x(e) | +] x(6) -x(8) | —— O

derigan n — ® Jika w(G;Tm4 ploy —= 0 dengan n —= o

Terbuktilah lemma diatas.

3.2 ORTHOGONALITAS RUANG HILBERT

Didalam ruang-Hilﬁert H dapat dibentuk vektor-vektor

vang saling berhubuﬁgah.” BeﬁﬁﬁEQBéhtuk téféébﬁt dapat'

berupa orthogonal atau non orthogonal.

Definisi 3.2.1:
Dua vektor x dan y dikatakan orthogonal Jjika (x,y) =

0 dan dituliskan sebagai x L y. Dua himpunan A dan B yang
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herada dalam H dikatakan ortheogonal (A 4+ B)Y Jjika setiap
vektor ¥ € A adalah orthogonal pada setiap vektor v € B.
Vektor x dan y yvang orthogonal maka :

2 z 2
| 1w b} = =T + vl

Definisi 3.2.2:

Sebuah subset H' dikatakan subruang jika subset H

adalah linier dan tertutup.

Thecrema 3.2.1:
TUntuk sembarang subruang F dari ruang Hilbert H dan

untuk sembarang vektor x & H maka ada dekomposiesl tunggal

= X+t X, dimana x_ € F dan x  + F.

Bukti :
Diasumsikan bahwa X = R + K

= Xl-‘i + XNi

- L
dimana R » X € F dan Ry » ¥y € N=F B maka
XF B xFi = XN; B XN

Karena x_ -~ x, € F dan ¥, - x, € N maka  dapat

diperlihatkan bahwa
S N )
xp"an'FﬂF = {0}.
Sehingga X = X, dan Xe = Fy
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» sUb ruang F

Gambar 3.1 : proyeksi X vektor x pada sub ruang F

Vektor X disebut proyeksi wvektor X kedalam

“gubruang Fo(Tihstgambar 301y P royeksi X;'” “vektor X T

kedalam subruang F memiliki sifat elementer bahwa Jarak
antara x dan vektor x' vang berada F mencapal nilai
minimum {(d terkecil/terpendek) Jjika hanya Jjika x’:xF.
Dapat_ dilihatr bahwa himpunan_ Senua vektor v vang
orthogonal pada F merupakan subruang dan disebut
dfthdgonél"kbplémen'yaﬁé'diﬁdtésikan.déﬁgén”N.

Jadi &1 adalah orthogonal koplemen pada F vang dinvatakan

dengan
H=zFeN

dimana ® menunjukkan Jjumlahan orthogonal subruang.




27

Relasi diatas dapat dikatakan bahwa ruang H adalah

Jjumlahan orthogonal subruang F dan N.

Persamaan : H = F @« F &» ., . .,&F @&

i i 2 n
dimana H1 dan E; {(k=1,2,3,...) adalah subruang dari H.
Hal ini berarti :
Subruang F, dan F} untuk sembarang ¢ dan i (i®j) adalah
orthogonal dan sembarang vektor x €« H dapat dijabarkan

dalam bentuk

- - » +
BRI, F‘1. + }”2-‘- xa + =T + Xﬁ T
dimana X, € F; untuk n=1.2.... dan H1 dikatakan Jumlahan

subruang F;.

Definisi 3.2.@:

Pandang Jjumlahan wvang berbentuk

dimana : n adalash sembarang integer
», adalsh sembarang bilangan komplek
g < G. untuk k=1.2.3,....n.
Himpunan vang mempunyai jumlahan vyang demikian disebut

Linier Hull dari G. Tutupan linier hull G disebut closed.

linier hull G.

Diverikan G menunjukkan ~himpunan bagian dari——H.



Definisi 3.2.3 :

Diberikan A menunjukkan operator pemetaan linier
dari H kedalam H.
Operator-operator menpunyail norma finite vang dinamakan

dengan bounded.

Definisi 3.2.4 :
Untuk sembarang operator bounded A maka ada operator

bounded A* vang memenuhi relasi
*
(AX,Vv) = (x,A ¥)

. K
Untuk setiap pasangan elemen x,yv dalam H.Jika A = A maka

A dikatakan operator bounded self-adjoint.

Definisi 3. 2.5 ¢

o —mee—-Diberikan -operator-S-yang -memetakan-H--kedalam H-yang -

disebut operator unitary jika operator S berlaku produk

skalar sebagai berikut
(Sx.8vy) = (X,V)

3.3 VARIABEL RANDOM DALAM RUANG HILBERT

Seperti dalam pembahasan sub bab 2.2 dijelaskan
bahwa suatu variabél random { daéat dijabarkan sebagai
suatu fungsi dari kejadian elementer, { = f(u) untuk u =
J. Variabel random ini selanjutnva dipandang dalam Ruang

Hilbert dengan svarat tertentu.
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Definisi 3.3.1%

Himpunan nilai-komplek variabel random { = f(u)
untuk v € U sedemikian sehingga E |{]® < © dinamakan ruang
Hilbert L =L (U.®.P) dari variabel-variabel random ruang
probabilitas {U,&,P}.

Produk skalar dalam I, didefinisikan dengan :
¢ ., m) =EL 7

Norma || ¢ || dari variabel random ¢
Heli=(e]e®)”

Dua variabel random ¢ dan 7 dikataksan orthogoanal Jika :
 ,») =Ef{%n =0

. 2 . .
Kuadrat norma || { ||° dari variabel random real { sama

dengan~~momenw-*orderwkedu-a«' . - T e
hef*=]¢|?

dan Jika E { = 0 itu sama dengan varian.
dika { dan % adalah real dan E { = E'n = QO maka kedua

variabel tersebut ortogonal dan tak terhubung.

Contoh 3

Kita lihat ruang Fuclid R'. Ruang R* adalah ruang

"Hilbert dengan produk skalar misalkan dengan variabel

random £ . n yang didefinisikan sebagai berikut

(5 , n) = E1n1 + Eznz + . . . . . +Emn

nn
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dimana : & = (Ei,fz, . ,En)

3
]

(7}177?2) - . . ,T]h)-

Normanyva dapat ditentukan sebagai berikut

1.2

be ) =cg,¢)

172

(E:+f§+.....+f )

I N

Jika n = 3, produk skalarnva menjadi
& ,m)y=8{n +&{n, +¥mn
dan sifat orthogonalitasnva :

& ,m =fn +i{n +in =0

Definisi 3.3.2 :

Suatu fungsi random nilai-komplek {(8) untuk & = ©
dinamakan suatu fungsi raondom Hilbert jika

2

E| o) |

< e s ® |

2

Fungsi random Hilbert dapat dibawa dalam suatu fungsi

' ?éng'didefinisikah”dalam rﬁéng Hilbert Lg
8 — [(e) = f(e,u) Ih'.

Jika © adalah suatu interval real (a.b) fungsi random
Hilbert dapat diitulis sebagai suatu kurva dalam ruang

Hilbert Lb' Bentuk £ = {(®)Y untuk & < (a.b) adalah
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rersamaan parametrik untuk kurva. Pada sub bab ini kita
hanva memandang fuangsi random Hilbertnva saja.

Misalkan ada fungsi nonnegatif vang didefinisikan
dalam © vyaitu diasumsikan sembarang nilai positip

terkecil.

Definisi 3.3.3 :

Suatu variabel random n € L, dikatakan limit
kuadrat-mean (atau disingkat m.s.limit) dari suatu fungsi
random Hilbert {(©) dengan w(®) —— O jika {(®) —— 7
vaitu Jika untuk sembarang >'O'maka”ada suatu & > 0
sedemikian sehingga :

|2 2

E|ln-{ |"<e

untuk setiap @ sedimikian sehingga 0 < yp(&) < &,

dengan metrik r(e .e), fungsi (o) dikatakan
kuadrat-mean kentinu di titik e, « © jika
E] ¢(e) ~g(e ) |° —— 0 untuk r(e,0,) — O.
DefiniS’i 3.3. 4 :I |

Kovarian B(® ,8,) , dimana ©,,6, € © , dari suatu
fungsl random Hilbert {(®) didefinisikan dengan

B(e,,0) =E (o) [(e)

_=_( C(ei},ffea) I
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Lemma 3.3.1 :

Untuk suatu fungsi random { (®) yang mempunvai limit
kuadrat-mean dengan »(®) —— 0 maka svarat perlu dan
cukupnyva adalah limit lim B(ei,eé) dengan y(e ) + w(ez)
— 0 ada.

Jika syarat tersebut diatas dipunuhi maka :

El»n {®=lim B(e ,e )
w(61>+wc92)—~+o

dimana : w = lim ' (o).
: YSy —s0

Bukti 3

Pada dasarnyva pembuktian lemma diatas ' seperti

pembuktian lemma 3.3.1 hanva saja berlaku untuk variabel

random 7.
- 78Yarat.per luv (, et ,,] e e R e e A a1 11 oAt 2 AR £t AL 7 o okt i 42 et ottt et e e e
Diketahui fungsi random £ (&) mempunyai limit

kuadrat-mean dengan #(®) — 0. Jika fungsi random (&)
dengan limit kuadrat-mean tersebut dimisalkan wvariabel
random n, dan n, maka :

cw, = 1lim . {(e )
1 R
tpieii —0

n, ; lim- C(Gé).
WL ez} —0
Produk skalarnva berbentuk :

(-7} = lim (L) , {(a))
Wy 61) Y 62> —0
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E (mn,) = lim B(ei,ez)
!,u(91> +w<ez> ——0

svarat cukup ( <== )

Untuk membuktikan syarat cukupnya dicatat bahwa :
. 2 _
I €y =Lty |° = (Lo - Lo , {(a) - {(a)))
= (Lo, C(ei)) - ( E(ei} > L(e)

—C (e, 0(e) + ( f(ez),f(ez))

Pada lemma diatas lim ' 'B(e_»i“,ezj' ada sehingga

w(ei>+w<ez)-mwo
untuk sembarang positip £ maka ada positip & sedemikian
sehingga | {(®) - L(e)) | < £® dimana 0 < wie,) + w(e,)
< &. Sekarang ada barisan {®_} sedemikian sehingga 0 <

w(en} < 1/n dan {C(en)} merupakan elemen barisan.

Berdazarkan kelengkapan ruang, maka limit lim C(en} =7

Terbuktilah lemma diatas.






