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STRUKTUR DAN KESETIMBANGAN STRUKTUR

BALOK KANTILEVER

Z2.1. Matriks

Definisi 2.1.1

Matriks adalah himpunan skalar (bilangan riil atau
kempleks) yang disusun/dijajarkan secara empat
persegi panjang menurut baris-baris dan kolom—

kolom).

Skalar—-skalar itu disebut elemen matriks. Untuk batasnva

Contoh
2 3 1 1 ——=> baris 1
= 4 0 o -3 ——=> baris 2
7 [IZ 10 1 ~—=> baris 3
kolom i 2 3 4

Secara umum matriks dinptasikan dengan buruf besar A, B, C

dan lain—-lain.

Definisi 2.1.2

Matriks Qij— berordod m x n adalah matriks dengan

-~ jumlah elemen .baris .m dan elemen kolom n.

Contaoh : Matriks A pada contoh di atas adalah matriks

berordoc 3 x 4 dengan notasi dari elemen—elemen matriks a

adalah aj;, i=1,.3 dan j=1..4




Definisi 2.1.3

Transpose dari matriks A berordo m % n adalah

matriks AT berordo n X m yang didapatkan dari A.

Contoh
r2 a 7
aT = | 3. 0 42 | , dengan ordo dari A adalah ( 4 x 3 )
1 0 10
1 -3

Definisi 2.1.4

Matriks bujur sangkar A berordo n x n adalah matriks

dengan banyak baris dan banyak kolom adalah n.

Contoh
2 4 7 |
A = 3 o {2 , A adalah matriks bujur sangkar ordo
1 o 10 I x 3

.Definisi 2.1.5

Matriks simetris A ialah matriks bujur sangkar yang

i e transposenya  sama dengan dirinya sendiri, dengan

-T
1

perkataan lain A = A’ atau aj;; = ajj, i, = 1l..n.
Contoh
] 1 2 ) 2 4 7
a=12 3 1 dan Al =13 0 42
) o 1 1 A3 o 10

Definisi 2.1.6

Determinan dari matriks A -dinotasikan dengan |A]
Contoh

Sebuah matriks A berordo 2x2, A =

1
nw
a o
[

Detreminannya !é[ = ad - bc




Definisi 2.1.7

Sebuah matriks bujur

211 %12 ---

321 322 ]

A= .o - e
an1 Sn2 9n3

disebut mempunyal 1In
sehingga AB = BA =
matriks A, ditulis

sangkar berordo n.

Contah
Carilah invers dari A =

Penyelesaian

~J

sangkar A berordo n ,

2in

22n

*nn

vers bila ada suatu matriks B,
Iq- Matriks B di sebut invers
_A—l, merupakan matriks bujur
2 1

4 3

a; 22
Misalkan A 1 = , maka berlaku
— 2 17 a; as S
I = . dengan matriks I
4 3 53 34
_ — 1 o 7]
Lot
: o . . 2.31 -+ 33- 2.32 +'a4 1 8]
Bila dikalikan : =
2.a1 + ax = 1
2-32 + 54 = 0]
4-&1 -+ 3-33 = 1
4-62 s 3-&4 - O (2-1)

Dari persamaan




ax = —2 dan ag = 1, sehingga invers A"l
1.5 -0.5
A=l =
- 2 1

Definisi 2.1.8

Apabila sebuah matriks A memiliki matriks adjoin dan

determinan [A], maka invers matriks A memenuhi suatu

persamaan
Adi(A)
8- = e —en
1A
et S
2 1 3 -1
Matriks A = , maka Adj(A) =
4 3 -4 v
Ad3 (A)
dan |A| = 2, jadi ATl = e
1A
i S e . )
-4 2 1.5 -0.5
2 -2 1

Kalau matriks berukuran besar, kadang—kadang akan lebih
mudah bila dikeriakan secara bertahap, dengan membagi

matriks tersebut menjadi sub matriks—sub matriks. Pandang

sebuah matriks bujur sangkar € berordo n, yang mempunyai

invers C+ = D. Partisinya adalah sebagai berikut :
C11 > Diy Dy
{(p % p)| (p x g)| {(p x D) (p = @)
C = | | ——————_—_— Dl = [ —
[ ] c Co [ D D
{g % p) (g x g) {g x p)| (g x g)

di mana p + g = n




karena [C].[ﬁ} = [In] maka diperoleh :

( i ). Cyy.Dyq * Cy2.Dp1 = Ip

{ii ). Cy1-Dyo * Cip-Dpp =0

(iii). Dpi-Cyy Dsnp.Coy = 0

(iv ). Cpy.D3jo + Dpp:Cop = Iq (2.2)
Misalkanr Dso = L°! . bila disubstitusikan pada

(i), (1ii), (1) diperol=sh :

{ii ) D12 = “(Cll-l Clz).L—l
s _ o, -1 ~1
(%ll) D21 = L °(C21 Cll)
(i) C =c,, ! -cy7tege Tt
11 11 11 ==i2-v21

-1 . -1 -1 -1
= C¢yq = (Cyy .012),L .(C21.C11 }
dan bila 022 ubstitusikan ke (iv) s

_ —1 -1 -1

-1
L = 022 - (CZl'Cll )-Clz

o -1
- 522 - 021'(611 -Clz )

Contoh

A=r1 3 3
1 4 3|, Hitunglah A”! dengan partisi
i 3 4

A dipartisikan sebagal berikut

1 3 3
o4 43
— — - —— e, — +—.__...
1 3 ] 4
Berarfi .ﬁll = [ﬁi i-]’ Alz = [:g.},.ﬁzi = [:l 3 J'

dan App = [4]

Dengan .menggunakan matriks Adjoin didapat matriks invers

Q_l




pprnt = (1 3] . [_4 _3]=[1 o7

L =fgp = Ay (A A = 4] - [t 3]

Lt

=t

' _ -1, -1 =1 -1,
D11 = A1y + (A TeRy).L Ta(Agy Ay )

5T e o
__—l 1 0] -
4 -3 3 O 7 -3
P R D N

10

3 -3
D = —{A Ays) .l = - N =
1z 11 12
— -1 -1, _
Dzl - _'L. -(AZI.All ) - [ "'l O ]
=11 _
Dpp = L7+ = [ 17

- dJadi matriks invers C adalah

c = = -1 1 ]
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2.2. Matriks kekakuan elemen pegas

Definisi 2.2.1

Suatu pegas disebut elasitis apabila gaya S vyang
pekerja pada pegas menimbulkan perpanjangan u dan
memenuhni persamaan 3
S = k . u
k adalah konstanta kekakuan pegas.

Definisi 2.2.2

Pegas dikatakan memiliki kondisi ' batas  tertahan,
apabila pada ujung-ujung pegas A, B tidak. terjadi-:
suatu perpanjangan ( u = o ).

Definisi 2.2.3

Suatu pegas elastis vyang dikenai gaya Sy dan So

dengan m351ng2maging"gaya—menimbu&kanﬁpEﬁpanianganﬂur”mWWWTW

dan us memenuhi suatu persamaan i

it

S5 -k 13 Us (2.2.a)

il

di mana k elémen—elemen matriks kekakuan pegas.

Diassumsikan Us = ¢, sehingga persamaan (2.2.a) dépét

diuraikan menjadi,

[52 =k k] u2=CZ] . (2.3

Dari persamaan.(Z.S), Sy = k.ug dan S, = - k.uy .

Hasilnya adalah 5y dan S5 sama besar dan berlawanan arab.




2_.3. Struktur dan kesetimbangan struktur

Definisi 2.3.1

Benda pejal adalah suatu benda padat yang terbentuk
atau tersusun dari bahan-—bahan mineral alam.

Definisi 2.3.2

Struktur adalah susunan dari satu atau banyak benda
pejal vyang dikenmai atau terkena pengaruh - - pengaruh

luar terpakai.

Definisi 2.3.3

Struktur  palok kantilever ialah  struktur = yang

berbentuk balok bulat lurus dengan ujung-ujung "balok

memiliki kondisi batas tertahan. |
Contoh

Dalam sistem rangka bangun, banyak dijumpail suatu

penyambungan antara rangké satu dengan rangka lain ‘dengan
menggunakan balok pejal, di mana masing—-masing ujung balok
dilas atau dicor pada bangunan utama kedua rangka vyang

disambun . . e
9 Va7 L L O

10 Rangka 1

Faglal, | Pook beojamien |

2

77777 RN MR\
Definisi 2.35.4

Titik = titik mati Ty pada balak kantilever adalah
titik-titik - pada ujung balok di mana pergessrannya

.ditiadakan.. .




Contoh gambar

Py
~da Z

~
g
e ]
o _ T
iy —— —

> | - lim

T

Definisi 2.3.5
Kesetimbangan struktur balok kantilever adalah

kemampuan dari pada struktur balok dalam menjaga

kestabilannya terhadap pengaruh-pengaruh luar

terpakai.

Pefinisi 2.3.6

Tegangan o struktur balok kantilever adalah suatﬁ

tahanan dalam pada struktur vyang bekerja di
permukaan struktur balok dengan arah sejajar dan

tegak lurus dengén arah gaya S diletakkan.

Contoh gambar

Defipnisi 2.3.7

vaektor kerja gaya S adalabh sejajar dan berlawan arah

dengan arah vektor kerja tegangan o ‘

- Contoh
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Definisi 2.3.8

Suatu balok kantilever dikatakan memiliki tegangan
maximum OTmpys Dilamana gaya S yang bekerja pada luas
permukaan A balok menghasilkan tahanan maximum.

Definisi 2.3.%9

‘Gaya-dalam P pada struktur balok kantilever adalah

gaya perlawanan darilEtruktur terhadap gaya luar S.
Definisi 2.3.10

Hubungan antara gaya-dalam P dengan tegangan o Vpada
permukaan seluas. A  yang.terkena . gaya S memenuhi

persamaan

Definisi 2.3.13%

Hubungan antara gaya F dan S pada struktur balok vyang
setimbang memenuhi persamaan,

S+ P =0

Dari definisi 2.3.10 dan 2.3.11, nilai dari besaran 5 :

S =-P

Y - e D : .(2f4.)

Selanjutnvya déiam perhitungan gaya, nilai S dari persamaan

f2.4} menjadi :

S = o.A . (2.5)

Definisi 2.3.12

Kesetimbangan gayé pada struktur memenubhl persamaan,




135

£5; = 0 demgan 1 =1 . . n

Pada saat gaya meﬁgenai pefmukaan struktur, maka pada
permukaan struktur akan timbul tegangan - tegangan ¢, yang
meliputi =

1._Tegéngan normal ( oy )

2. Tegangan Beser ( og }
1. Tegangan Normal

Definisi 2.3.13

Tegangan normal oy adalah tegangan yang bekerja tegak
lurus permukaan balok kantilever.

Contoh gambar . -S a

\..,,_,—/——\’-—“

l G, o

Z. Teganganmé;gér ( og )

Definisi 2.3.14

Tegangan geser og adalah tegangan vyang bekeria

sejajar permukaan balok kantilever.

S

Contoh .gambar.

Definisi 2.3.15
Gaya axilal Sp ialah gavya yang bekefja tégak lurus

permukaan balck kantilever.




Contoh gambar

Gaya axial Sg-dibagi menjadi 2 bagian
a. Baya axial tekan Sp.3
b. Baya axial tarik Sp_ o

Definisi 2.3.16

Baya axial_tekan Spa-1 ialah gava axial yang bersifat
meneﬁaguﬁéiék aéﬁ ﬁéaiﬁbulkan péfﬁaﬁjahgad néﬁéfif;
Contoh
Diassumsikan terdapat balok kantilever dengan paniangd L,
dikenai gaya tekan Sp_4>» diassumsikan gaya tekan tersebut

panjang balok menjadi L - 8L, sehingga selisih panjang

balok setelah dibebani dengan panjang balok mula—mdla
adalah :

{ L - 8L) - L

Definisi 2.3.17

Gaya axial tekan Sp._»o ialah gaya axial yang bersifat
menarik balok dan menimbulkan perpanjangan positif.

Cantoh

pPengan assumsi yang sama pada contoh dari definisi Z. 14,
perpanjangan balok setelah dibebani adalah L -+ &L,

sehingga perpanjangan positif balock :

{ L + 8L ) - L = 8L




Definisi 2.3.18
Momen lengkung Mp balEk kantilever ialah suatu
besaran vyang dihasilkan oleh kelenturan balok pada
titik—-titik mati balok yang diakibatkan gaya geser
S;5-

Contoh

Diassumsikan terdapat balok kantilever dengan panjang L

yang diukur dari titik mati balok ke titik di mana gava

geser-SG bekerja. Disini arah kerja gaya geser Sz menekan
balok kantilever dari atas.
| Definisi 2.3.19
Kesetimbangan momen lengkung pada struktur memenghi
persamaan i
Mg =0 i=1. .n

Definisi 2.3.20

balok akibat gaya—gaya S.

Definisi 2.3.21

Regangan € balok kantilever pada balok dengan panjang
L vyang dibebani S , dan perpanjangan yang ﬁerjadi

sebesar SL memenuhi persamaan

Definisi 2.3.22

Hubungan antara tegangén ¢ dengan € memenuhi

persamaan ¢ = E . € , E = konstamta medulus youngd




Teorema 2.1
Gavya éxial Sp vang menimbulkan perpanjangan §L pada
balok kantilever dengan panjang L 3

g = e.A.E

Bukti

Dari definisi 2.3.21
&€ = ————- : (2.6}

Dari definisi 2.3.22 dan persamaan (2.3},

¢ = ——= | | (2.7)
Q -
o

€ = ~— (2.8)
E

- persamaan (2.6) menjadi,

8L = e . L 3

Substitusikan ?ersamaan (2.8) pada (2.%9)

—_ L (2.10)

L = - . L




S = A.E.¢€ (2.11)
2.4. Momen puntir
Sebuah gaya S yang bekerja dengan cara memuntir balok

struktur akamn menimbulkan momen puntir pada balok.

T

Definisi 2.4.1
Tegangan  geser maximum odg_m5, Pada balok yvang

dipuntir oleh gaya S adalah tegangan yang dihasilkan

balok titik-titik terjauh dari titik pusat O.

Contoh

Titik € adalah merupakan titik dimana tegangan maximum

O5-Mgx dihasilkan. Sedangkan Jarak d titik C padsa pusat

g :
d = Og_mMax ~ U =€
Definisi 2.4.2
Tegangan -~ geser. minimum og_mpn -Pada . balok. .yang
dipuntir oleh gaya S adalah tegangan pada titik-titik
terpéndek.dari titik”pusat 0. | 7
Contoh .

d = og-min — 8 = ¥

1]




EENE

Definisi 2.4.3 . i

Momen puntir yang disebabkan gaya puntir § memenubi %

persamaan, ;
Mo =S . & %

dengan p = Jérak T5-MIN K€ titik ﬁusat 0 g

Definisi 2.4.4 :

Distribusi tegangan ¢ pada balok kantilever akibat

gaya S dipenuhi nleh persamaan : - 4

Definisi 2.4.5

Momen inersia I polar dari penampang luas balok vyang

dipuntir dipenuhi oleh persamaan

I = fg-pz.dﬁ

(b BN Rl id

Teorema 2.2

Apabila pada'pada balok dikenakan gaya puntir S pada

permukaan seluas A = fgu . dA , maka mom&n puntir ;
: . :
balok kantilever adalah : E
- "6-MAx ) 4
MP = == fﬁ « H . dA :
L= 3
_ 76-MAx
c
dengan c = jarak dari tegangan maximum Sg-mMax

Bukti

Dengan melihat persamaan (2.3)

H
H

!
!
N SR




S = o . A (2.12)
dan diassumsikan luas permukaan A adalah A = fp - dA.
Dari definisi 2.4.4. Substitusikan o pada (2Z.12) :

S = fy —~=—- . Tg-max - 9P (2.13)

Mp =S T ) (2.14)

Substitusikan S dari persamaan (2.13) pada persamaan

_ (2.14) =

MP = fﬁ bt 'GG"mAX .[,.l-da R e f{_\, . 2. dA (2.13)
. c C

Dari definisi 2.4.5, gantikan I pada fp . p? . dA; cari

persamaan (2.13) sehingga diperocleh :

P5-MAx
MP = =—————= B
— c _ .
~Contoh
Hitunglah o¢og_max pada poros AC dengan diameter g = 10
mm .
Dari gambar_HP maximum adalah 30 N.m dan c = 3 mm { _jari-

‘jari balok )

[ = ——————=mm  m—me—m— e ———— o = 9.82 . 10710 %




k]
)

————— = mmm—m——————— = 153 x 10° - N/m2
1 9.82 x 10710

2.5. Tegangan dan regangan pada koordinat orthogonal x-—-y-z

untuk dapat menguraikan Aberilaku*perilaku | tegangan
regangan, maka diperlukan suatu sistem peletakan wvektor-
~_vék;cr arah dari pada tegangan—-tegangan dan regangan—
regangan vyang timbul dalam struktur balok kantilever
akibat gaya—-gaya luar terpakai. Sistem peletakkgh _yapg _
‘dimaksud adalah sistem koordinat ofﬁhoéon%lmgfy~z:”§ékéé;;m
_vektor arah dari-pada'tegangan—tegangén yang bekerja .pada
Cirisan  kecil balok kantilever dapat digambarkan sebagai

berikut, f} 2%

Uy A

K = tegangan~tegahgan normal

Oxx 3Tyys Tz;

Oy 3Tyxs Tyz3Tzy 10455 T4y = tegangan-tegangan geser

Definisi Z.3.1

Dalam kesetimbangan struktur berlaku suatu rumus

tegangan,

it

Xy ¥y Z




I
'-‘ J

Definisi Z2.5.2

Persamaan sudut geser T3 Yang terbentuk oleh kerja

tegangan geser 7j; berbentuk

Tij
Tiy T T 833
di mana sij = 0 untuk 1 = j .dan
Sij =1 untuk 1 % j‘ dengan
Sij = Konckgr dalta
G = Konstanta keelastisan gesar bélok kantilever

Definisi 2.3.3
Dalam kesetimbangan struktur bérlaku pergeseran kecil
T, di mana T;; = Tjj 1,3 = %X; ¥, Z

?2.6. Perbandingan Poisson

Disamping regangan € yang searah gaya s, sifat penting

5.

Definisi 2.5.1

Regangan lateral € ialah regangan vang vektor
kerjanya = tegak lurus regangan. .axial. €5 akibat gaya

axial Sp.

Contoh gambar

Bentuk akhir
ir

Bentuk akh




hJ
I

Definisi 2.&6.2

Perbandingan Polsscon v dalam hubungan regangan axial

dan regangan lateral memenuhi persamaan

€L
VvV | = ==
€A
Contoh

Tinjaulah suatu pengujian yang dilakukan secara hati-hati

di mana sebuah batang alumunium berdiameter 30 mm diberi

fegangan di dalam sebuah mesin penguji. Pada saat -

tertentu, dengan gaya terpakai 5 sebesar 100 KN, batang

tersebut memuai sepanjanh 0.212 mm untuk panjang ukur 300
mm dan diameternya menyusut 0.01215 mm, cari tetapan
fisis wv.

Penyelesaian

Diassumsikan S¥ﬁ=m0.0000121sﬁm ~ dan diametarnya
b = 0.0S0 m. Berdasarkan definisi 2.3.21, regangan lateral
€ adalah,
81 0.00001215 m
€ = - ——= = - —mmm— e ——— = — 0,000243%
D 0.030 m
& 0.000219. . m
€ = ——— = —mmm———————- =.0.00073
L 3.3 m

Dari definisi 2.46.2 perbandingan Poisson v :
& o - 0,000243
€A S 0.00073

Definisi 2.6.3

Hubungéh' antara konstanta elastis 'éeserl G 'dengén




konstanta

madulus young E pada perbandingan Poisson

memenuhi persamaan

Definisi 2.68.4

Regangan—regangan

sistem koordinat

Uys Uys Uz-

Masing-masing

Uz

normal €,.; € €., yang terjadi

yy?

akibat efek Poisson dipenuhi oleh suatu persamaan
_ Txx vy - Uzz
Cxx = 77777 A -V T T
. U x Tyy Ozz
= - v ——=— + - -y m————
44 E E E
g 4] o
X X Yy zzZ
€2z = 7V 77 - v T tooTTTTT
E E E
i P T e-Persamaan.regangan. - peralihan
Dalam sebuah struktur yang elastis pada koordinat
orthogonal x-y-—z hubungan antara regangan dan peralihan(
perpindahan ) u berkaitan erat dengan sistem - gaya vyang
dikenakan pada titik-titik ujung balok, di mana pada

orthogonal x-y-z terdapat tiga peralihan

U, = ux(x,y,z)
Uy, = uy(x,y,z)
u = uZ(x,y,z)

dari perélihan—pefalihan tersebuat u,, Uy,

adalah fungsi—-fungsi dari.x;'y, z.

Diassumsikan terdapat sebuah struktur yang dikenai gaya S.




Gambaran dari pada hubungan

digambarkan melalui bidang x-y

J
- JAd4

ax
- X,
| BErTuk MulA-MUlA

&

Luas A dari struktur yang terkena gaya S, A=

Diassumsikan pula bahwa akibat gaya 5, struktur

peralihan—-peralihan

X

dapat

BErTUK AR#R
dx . dy

mengalami

perubahan bentuk dalam bidang tarsebut.

Dan karena pengaruh tegangan normai 6N”aah'té§éﬁgéh

geser
vgs perubahan struktur sebenarnya adalah :
by OUg Ay T P PUE g
T
.,ji(___';_ -
| .
E
d
2 - a‘ ‘ww - FESS—— ﬂ-,, gL, ,,,,,,,,,,,? qg,,,va
| .
Lol | [ X,
Uy v U% =]
% e £ Ux gy
' A e > I
Diaseumsikan pergeseran—pergeseran akibat tegangan geser
gy adalah « dan B
. | su,
di mana B = §.dx = ————— . gx {(2.17) -
Sx
Suy
a = §.dx = ———=— . dy (2.18}
&y
Sedangkan sudut - sudut geser akibat tegangan geser og
adalah T4 dan 72-:
Su,
Ty = T (2.1%)




[
o~

Su
_ Y
T = —mm (2.20)
Su,,
Dengan melihat definisi 2.3.21, maka terdapat hubungan
antara regangan normal € dalam arah % dengan peralihan
2 .
€ g =~ (2.21)
dx
Substitusikan persamaan (2.17) pada (2.21)
Su.,
————— - dx
o 8x CSu, o L
€y = mTTTTmmTToT = ———— (2.22)
dx &x
Sementara itu dengan menganalogkan pada persamaan (2.22)
dapat dicari regangan normal Eyy dan €.,
Su
€ = ——i=
YY
e SV ,,,,,,,,,,, .
Su,
€2z T 777 -
&, (2.23)
Sedangkan regangan—regangan geser €., €,y dan Ezy adalah
e . Suy . Sux.
€ = = T L3 = ee——— —_—
X YR 1 2 :
Y Y &x 8y
Bu,, Bu,
€ = € = —eem— e ——
KZ Zx
Ex 8z
Su Su
- _ __% oY
€yz = €,y = TTTT + - (2.24)

~

Sy - &z




2.8. Regangan — regangan akibat temperatur panas oo

Dalam perhitungan kekuatan bahan; tarhadap pengaruh-
pengaruh luar terpakai, maka efek samping dari terjadinysa
gaya—-gaysa vyang bekesrja pada struktur adalahA gesekan-
gesekan yang meﬁimbulkan panas, atau pengaruh alam yang
menyebabkan terjadinya pemuaian'atau penyusutan struktur :
seperti panas matahari, api dan lain—-lain. Dalam hubungan

regaﬁgan—regangan akibat tempgratur panas, dapat dibuat

AR ALY e e -

suatu assumsi pada sebuah balok kantilever dengan
panjang L Yyang terkena subu T. Dimana assumsi itu
‘menyatakan terjadinya  regangan sabesar 8L, - -dengan.. %

bt

5L = a.7T.L di mana a adalah koefisien muai.

Definisi 2.8.1

RRCHR R

Regangan €+ akibat panas T memenuhi persamasn

i
L a.T.L §
ET = e——— = ————— = a.T é‘
L C 1
« = konstanta mual panas %
. 3
Dengan melihat definisi 2.3%3.22, dapat dibuat = suatu E
persamaan dari regangan &7 ?
. g _ _ '
er = == o IR . o (2.25)

Substituéikan persamaan (2.7).péda' (2.33)

5 =er .A.E ==3a.T. A E (2.26)

o

e o o o ] B




Definisi 2.8.2

Dalam koordinat orthogonal x-y-z regangan €1 memenuhi

persamaan
€y_j5 =&« . T . 8;4 | 1, = X, ¥, 2
di mana §;; = 1 bila i=7
§;; = O bila 1 # ]
§;; = knocker delta

Dengan melihat definisi Z2.8.2, regangan-regangan akibat
temperatur T dapat dinvatakan,

€Texyx = & « T - 1, ET—yy =
éf_;z'=”g“;'fm,-1, m,éf;gy"$”d [T
€roxz = & - T . 0, €T—yz = @ - T .0

Definisi 2.8.3

Dalam kesetimbangan struktur regangan regangan karena

pengaruh T memenuhi suatu persamaan,

ET—iJ' = ET—ji I, 77 %,¥,2

Definisi 2.8.4

Regangan total dari struktur yang dikenai gaya—-gaya S
dan temperatur T,

eij - Eij -+ GT i,j = XIY!Z

~ij

Definisi 2.8.5
Dalam kesetimbangan struktur, regangan total 25

memenuhli persamaan

e.. = &

iy % ®j5i A

! - Dengan melihat definisi'Z.B.Z dan 2.8.4 serta definisi




2.6.4 dan definisi 2.5.2, dapat dicari regangaﬂ' tutalk

dalam ruang z-y—z °:

1

Syx = —E— E'Uxx - VeOyy T~ V.Uzz'j + a.T

i 1 1
= —-=—. @ - === V.U - —=— V.q + Q.
bt
e £ Yy c YY
1
_Eyy = —;— LFYY f’v'?xx - V.0, ] f q.T
1 1 1
= . T - === V.U - === V.0 + a.T
KX zZZ
g -7 £ _E |
1
e,, = “E— [?iz - V-Oyy ~ VaTyx 1 + a.T
1 1 1
= ——=. O - === V.0 - ——= V.0 + a.T
zZ X
E E 44 £
Tgy Tyt 2 . + v )
[=) T i — I e e o e i e o e e T T -
®
Y G £
g Tyz * 2 . (1 + v )
EXZ 2= e————— = e s T
G E
Tyz Oyz - 2 . (1L + v
e = e e—————— = e s . . .
z
Y (2.27)

Persamaan (2.27) dapat dibentuk

Eﬂ berordo é#b

menjadi sebuah

matriks

R




Iys] Lo v 0 0 0 gl 1. T
24yl v 1= 0 00 ing £
gl L[ oo L0 o 0l 4
gyl =] 0 0 0 Zil+v) 00 ooy * ol'
el E| 0 0 0 0 Ly D M )
o Lo o 00 0 2Lt o, 0] (2.28)
Dalam bentuk perkalian matriks, persamaan (2.28)
disederhanakan :
o1
[?] = —== EC].[&] + .T.{1 1 1L © O 0O}
E
Dengan Eﬂ = { e,y Oy €23 Sxy k2 Eyz-},
(0] = € 0xx Tyy T2z Oxy Txz Tyz s
et -V -V 0 a 0
N 1 =v. . Q. T & R ¢
Ea = |-V -V -1 o 0 , 0
o] o 0 2.{1 + v} O o
o] 0 Q 0 2.(1 + vy O
o o) 0 0 0 2.(1 = v)
Persamaan {2.28} menunjukkan bahwa regangan [{]
menghasilkan matriks Ea yang bersifat symetri,
bujursangka sehingga menurut definisi 2.1.3, matriks
transpose [P]T' = [C]. Kemudian untuk mencari matriks

tegangan [¢], harus dicari matriks invers dari [c] yaitu
[D]V vang memenuhi [C][D] = [__I]

Berdasarkan definisi 2.1.8B, matrik invers [D] dapat dicari -
dengan membentuk sistem sekétén'paﬁé'hatrik'(c} dan [D].

-_Matriksr(C]-dibuat~menjadig4-sgbmatriks T

1 -V - 0 O 0 7
-V 1 -V Q @) Q
p:] N DI P o o
0 O Q 2.{1 + v) O o)
Q o) 0 0 2.0(1 + v) 0]
L.O 0 9] o] Q 2.01 + v)"




Ci1 Ciz
) (p x p)| (P x 9)
Uﬂ = —E ——————————————
21 Coz
(g x p)| (g % q)

O 00
.O(DO

2.{L+v) © 0
0 2.(1 + v} o
0 0 Z.(1 + v)

Dy, D
(p x P} {(p x gl
[Q]mz f______ﬁ-_____f_*_—
Doy D22
(g X Pl {g x q)
Dimana p + ¢ = n, karena fC].[D] =-[Fn] maka diperoleh :

( i).Cy1-Dyg + Cy2-P21 = Ip

(ii )- Cll'DIZ + C12.D22 = Q

dari (1)} Cig = Cll

. 1 . -1 . —3 e
-L '(CZl'Cll ).Clz + L .C22 = I

(iii}. DoyeCyy + Dop-Cpy =0

{iv ). C21.D12 + D22.C22 = Iq
-1

Misalkan Dyp = L "

dari (ii ) Dyp = =(Cyy~* Cyp).-L7?

dari (iii) 7l (csy By

N
N
=
I

- Cy1 ~+C12:C21

N -1 -1 1
Cll ,+,(Gllum'ciz)'Lm"'(Clecll,')

dan bila disubstitusikan ke (iv) :

g

1

.Cyo

Csp = Cpp.(Cyy "-Cyz )

s




Dengan melihat bentuk perkalian matrik di atas, maka dapat

dicari invers dari submatriks (C].

l—v2 v+v3 v+v§
v+v2 1-v=  wevT
-1 adj. Cll v+v2 VY 1-v
Cll _ —,———————— —= e ————— ‘...; —————— _3-.._..__
!Clll 1 - 3.vE ~ 2.v
1 1—v2 v+v2 v+v2
Cll—i = —mmm———— e vyl 1-—-v2 Vv
1 - 3.2 - 2 v vivZ vty 1-v
. 1 - 12 v+:§ v+:§ o 0 ©
Cy4 —C = Yz 1- v+ Q o] 9]
11 12 :
1= 32 = 25 | vi? w2 12 0 o0 O
0o 0 O
= 0 0 o0
e} o v}
~0 0 O 1 1-v2  vevZ vvE
C21C11'1 = O 0 QO | ——m————em———a v+v2 1—v2 v+v2
|__O o O 1 - 3v2 - 2v3 v+v2 v+v2 l—v2
0 [¢] 6]
= O QO 0]
O 0 o
— o -1 - —
L - C22 - ‘321-(‘:1}. .Clz)
2(1+v) o O 0 O 0
= o) 2(1+v) 0 - 0 O 0
o] Q 2{1+v) Q 0 0
2{1+v) O 0
= Q Z2{1+v)} O

0 : -0 L2014V

- 1 ~1 -1 !
Dyq = Cy 7t €y ThE ) LT (CpeeCyy T

1 12 w2 v o © ©
= vl 1-vE v +]lo o o
1 - 3v2 —-2v3 Ny v l—Jz [}3_ 0 ]
1 l—vz v+v2 v+v2
= ——4*——;——*—*5—[:v+v§ l—vé mv+v§
1 — 3vs — 2v VR e 1-v




) . o 0o o
o 0 o)
_ 0 o o)
Dpy = -t iy = | O 0 0
0 0 0
Doo = 71
4. (1+v)2 0 0
0 a.(1+v)? o
Adi. L 0 o 4. (1+v)2
L—hl = ————m—— I e e it s i T e A M e e e
N g.( 1+ v )3
L7 o= 1 4,(1+v)2 0 o
—————— 0 4. (1+v)? 0
8. (1+v)S ) 0 4. (1+v)2

Déhdﬁh melibat hasil diatas, ‘maka dari persamaan (2.28)
yvaitu ' ‘ ' R '

1 : :
[é] = —;—[QJ.[{] + a.T.{1 1 10 0 0},dikalikan dengan [;"1}

[c“lj.[g].s - [C—lJ.E.a.T.{l 11000} = [c“lj.[;].[y]

|¢| = |C_1[.|e|.E - |c‘1|.E.a.T.{1 1100 0}

Maka matriks [d] menjadi,

<
L]
o
=)

]
]

?xg iy ¥ ;

FYY v, i=y ﬂ ] ] o ey 1

0rz ¥ ¥ 1-v 0 0 0_ Eyy 1

E (1 - 2.vi B,z E.z.T (1

’xy T memmm—wemmm——- ] 0 § mmm—— 0 0 L o

{14v]). {1-2.¥] 2 (1 - 2.v) Byy 1-2.v [

10y : S T |« B | B A 4 . gl 9

2 L L

_ (L= 2.0

Tay 0 8 0 0 [ (2.29}




Oy = TTTTTTTTTITTOCC g(l - vd).eyy Fovelezy 2yx)]

O,, = —TTTTTTTTUTTTTIOOT [(L - V)-8 7 vele,
(1 + v).{(1 — 2.v) : ,

Uax = “TTTTTTT Szx

Secara simbolik persamaan(2.29) dapat berbentuk

Syy )]

(2.30)

g = m.e + a.T.&a7

dimana o ={ 0uy Fuv Tzz Txy Fox Ty T
e = { eyx Byy 22z SBxy Fyz €zx ?
E
®p = cTTTTTT { -1 -1 -1 o) 9] o 3
1 - 2.v
(1-v v i 7
¥ . l = V - T 3
¥ Y -
E ) e, ———————
3 S mmmmooommmmmmmoooe : . :1—24 0 g
{1+ bl - 2o 9 e L-2000
] 0 L-Zuw

(2.31)






