BAB III
DERET FOQURIER

‘Untuk menyelesaikan suatu magsalah nilai batas
tertentu diperlukan pengetahuan bagaimana meng-expansikan
suatu fungsi menjadi suatn deret trigonometri.

"Rarena tiap-tiap suku dari trigonometri adalah
periodik, jelas bahwa Jika suatu periodik diexpansikan
ke dalam deret tersebut hasilnya Jjuga tentu periodik.
Dengan demikian perhatian akan dialihkan = padsa

fungsi-fungsi yang periodik.

3.1. FUNGSI~FUNGSI PERIODIK
DEFINISI 18
Suatu fungsi £ dikatakan periodik cdengan
periodik T jika £ (x # T) = f(x) untuk setiap hargs
‘x. Harga T terkecil dari T > 0 disebut periodik dasar

dari .

DEFINISTI 12
Jika f dan g =adalah dua fungsi periodik dengan
periode T, maka jumlahan £ dan g juga periodik dengan

pericde T.

F o(x) = f{x) + g(x)
F (x + TY .= f(x + Thy+g (2 + T

F(x) + g(x3

F (x).




| Theorema 7

Fungsi sin (mm x/{) dan cos (mm x/&), m = 1,2,3,...
adalah periodik dengan per iod e dasar T = 2¢{/m.

Selanjutnya, setiap fungsi demikian mnempunyai

periode 2 ¢ L =

Bukti
sin m7( x + T) = sin mmx , untuk semua ‘X ... (53)
£ ' £ :
sin mnx cos mrT + cos mrx sin mrT = sin max Lo (94)
£ £ £ £ £

Persamaan (54) terpenuhi untuk semua x, jika dapat
dipilih T sedemikian: hingga cos (mnT/£) = 1 .dan
sin (mrT/£) = 0. Pernyataan tersebut benar jika
diambil maT/€ = 0,* 2m, * 4n,

Untuk membuktikan bahwa tidak ada harga lain dari T

dimana persamaan (53) terpenuhi. Asumsi bahwa ada
suatu T dan pilih x sedemikian hingga cos {(mnx/¢) = 0
sin mmx cos mrl = sin mRX
£ £ £
cos maT = 1
£
kita pun pilih maT = 2n, sehingga T= 2r = 2¢
£ : ma/ < mn

Jadi sin (mmx/<) mempunyal periode 2¢ untuk setiap m.

Demikian Juga untuk cos (mrx/{).

RELAST ORTHOGONAL
DEFINISI 20:
Inner product (u,v) dari 2 fungsi harga riil u dan v

pada interval a = x £ 2 didefinisikan sebagal

{u,v) = afﬁu (x> v{x) dx
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Fungsi u dan v dikatakan orthogonal pada o = %< B

jika : _rPu(x) v(x) dx = 0
Theorema B
Fungsi sin ¢ max/£€) dan cos {(mmx/£), m = 1, 2,;3,...

mempunyai relasi orthogonal pada interwval -£ =2 x £ ¢

jika memenuhi

positif, m + n = 0.

Jika m - n = 0, maka m

rA
J sin

mrTx =in nrx dx =
4 k4

+ %

H

11

persamaan
g 0, m=n '
Jecos mx cos nUx dx = 5 _ L (BT
-2 2z Z m=aa
fz cos mux  sin nex dx = 0 , untuk V m,n L (B8
~f < £
‘ 0, m#n
fz sin mrx sin nnrx dx = ... (59
£ £ £, m=n
-£
Bukti Ambil persamasn (53)
rYsin mmx sin nax dx
~£ £ ‘ £
= 1/2 Iz{ cos (m- n) °x - ¢cos {(m+ n) Tx } dx
- £ 4
'ff - P
= 1/24¢ F‘! gin [ (m - n) nx /<€ ]
T a4 L m-n
A ¢
- sin [{(m+n) nmx/4 ] } ‘ _¢
m+n ]
= 0
| di mana m + n dan m - n ?idak nol, Xarena m dan n

= n dan integral menjadi
. 2
st [sin mrx ] dx

°

-t 1

1/2 5 [l - Ccos 2max ] dx

~£ <
1/2 x - sin (Zanx/8) ¢
mre/ L . [1-¢
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- Persamaan (57) dan (58) dapat dibuktikan dengan cara

vang sama.

- DEFINIST DERET FOURIER

Anbil f(x) yang dapat ditentukan pada interval
(-¢, £) sehinga mempunyai periode 2L. Deret Fourier

atau ekspansi -Fourier yang "séhuﬁungan dengan f{x)

didefinisikan sebagsai

fx)=a + T [a cos mmx + b_sin mrx ] ;. .(80)
o n et m ==
n=4, £ 3
Xoefisien 2, dan bm dapat direlasikan dengan
f(x) sebagai konsekuensi dari syarat orthogonality

pertama persamaan (B0) dikalikan dengan cos.(nﬂxff}

- di mana n adalah bilangan bulat positif (n > 0) dan

diintegralkan ke x dari -£{ ke £.

£
f f{xy cos nax. dx
' e
£ - 4
= % [cos nrx dx + Sa_ [ cos max cos nzmx dx +
& —£ £ m=1 -£ £
- £
b Jrqos mTX cos nryx dx ...(81>
m = I 17t X
m=41 ~-£. £ £
Jika m = n, menurut persamaan (57) dan (59), maka
persamaan (61) menjadi
£
J flx)cos nax dx = 0 + a £+ 0
-£ £
£
f £(x) cos nrx dx = ‘a_ n=1,2,...
-< £

P

a = 1/¢ { f(x) cos nmx dx ,n = 1,2, .. L (B
-4 : £




meawnaéclﬁm.,wx

Untuk menentukan a_ Persamaan (80)

diintegralkan dari -¢ ke <£.

f a_ £ - £
Fx) dx = — dx + Y a cos mrry dx
“-[‘c 2 L: - mza ™ Ic =z
- £
+ b fsin mrx dx  ...(B2)
m 17T
m=1 —-£ A ..
‘ &, ¢ - £ sin mmx 2
I fxd d:x:-é-—-] dx + ;;am{—m? N t }
-£ m=1 -£

- | Z
b { -4 cos mmx dx i }
™ m7 3 -,

a -~ . .
o . £ sin mu £ sin mo
5 [£+4,]+ Zam{-ﬁ—— + }

-~ - ¢ . £
+ Z‘.bm{ - cos aT + oS mfr}
m=4
3 ~ ~
= 5 20+ Eam{0+9}+}.¢bm G
m=1 m=4
= =2 JTOTO
£
Jrf(x} dig = £ 2
-£ . £
- £ -~ 5
a, = /43 Jr(x) dx o ...(B3)
£

Jika persamaan (B0) dikalikan dengan sin (nnax/4)

diintegralkan dari. ~< ke {.

' a £
[ f(x)sin nmx dx = > [ sin nnx dx
~£ £ = —€ <
- ¢
+ L g ,lcos mrx dx  sin nmx dx
m=1 -4 £ &
- 2
+ L b, 4Msin mex sin nrx dx Co (B4
m=1 -£ £ £
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Jika m = n, menurut pers. (57) dan (59 mak:a
pers. (64) menjadi
£
J f{x)sin nrx dx = 0 + 0 + b_.<
e z "

[ f(x)sin nmx dx = £ b
~¢ z "

| AR
" b-=", [fx)sin nmx dx ,n = 1,2,... ...(B5)
-2 Z

n
3,4¢ KONVERGENST UNIFORM
Andaikan terdapat sebuah deret tak terhingga

o &
T Un(x)- Didefinisikan Jjumlah parsial ke R dari
n=i )

suatu deret sebagal jumlah R suku vang pertama dati

deret tersebut, vaitu

R
S.(x) = LU (0

n=1
Berdasarkan definisi, suatn deret tak terhingga
dikatakan sebagai konvergen ke Ff(x) pads suatu

interval, kalau diberikan sembarang bilangan positif

e, maka pada setiap x di dalam interval tersebut

terdapat suatu bilangan positif N, sehingga
SR(x) - F(x) < & , pada waktu R > N

Bilangan N seczra umum tergantung tidak hanva pada =

tetapi juga pada x. Ff(x) dinamakan sebagai Jumlah
dari deret tersebut.

Salah satu kasus vang penting akan terjadi
bilamana N tergantung pada & akan tetapi .tidak
terfgantung pada x diintsrval tersebut, dikatakan

bahwa deret tersebut konvergen secara uniform ke



3. 5.
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‘f(x).

- DEFINISI 21

Apabila wmasing-masing suku dari deret terhingga
kontinu pada interval <(a, b) dan “deFet tersebut
konvergen secara uniform ke jumlah f(x)_nga-interval
ini, maka

1. F(x) juga kontinu padé intefval téfgebut.

2. deret tersebut dapat diintegralkan suki demi

suku, valtu

b o) 0 B
{ TU (00 } dx = ¢ { U (x) dx

=1 n=id

DEFINISI-DEFINISY YANG BERHUBUNGAN DENGAM FUNGST

-~ ORTOGONAL HIMPUNAN ORTONORMAL

PDua velktor A = Aiz + A2; + Aag dan

B = B,i+ 82; + BQE dikatakan orthogonal  (tegak

lurus) kalau & . B = 0O

- Secara khusus ambil sebuah fungsi, misalnya A(x)

sebagai sebuah vektor yang mempunyai komponen tak
terhingga, vang harga ‘dari tiap-tiap komponsennya
ditentukan dengan mengubstitusi harga khusus dari x
jyang diambil dari interval (za, b), sehingga untuk
menentukan dua. fungsi A{(x) dan B(x> sebagai
ortogonal pada fa, by,

b
[ A(x) B(x) dx = 0 ...(88)

Ruas sebelah kiri dari (68} sgering disebut sebagai

perkalian skalar dari A(x) dan B{x).
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Sebuah vektor A disebut vektor satuan (unit
vektor) atau vektor normal kalau besarnya sama dengan
satu, yaitu A . A = A% = 1. Dengan konsep ini dapat

dikatakan bahwa fungsi A(x) disebut normal pada

(a, b), jika

b - .
.. - 2
f{A(x)}dx-: 1 ... (B7)






